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1. EXTENSION DE LA PROPRIETE DES OPERATEURS (p,G)-SOMMANTS.

Dans cet exposé nous allons esquisser 1'étude des applications
(p,G)-radonifiantes. Pour commencer, nous allons étendre la propriété des

opérateurs (p,G)-sommants

Proposition 1 : Soient E, G, H trois espaces de Banach, u un opérateur

A
linéaire (p,G)-sommant de E ® G dans H (0<p< =), (Q,pu) un espace de
€

.y s o) AT
probabilité et ¢ €L (Q,p,E ® G). On a
£

1/p 1/p
(f”u(@(w))dep(w)) < np’G(U)” ﬁup (f“<?(w),§>Hp dp(w)) .
E"a

Démonstration : Supposons tout d'abord ¢ étagée, c'est-a-dire

n
(.P: Z

R Y
1

1 i

ou les (A ) sont des parties mesurables deux a deux disjointes de (,
et les (z ) des éléments de E ® G. Dans ce cas
€

. 1/p
() “u(w(m))”p dp(w))

1/p
(Z (A ||u(zi)||p)

1/p

1/p
( lluC(ua)) 2P

(u) Slleuiayy P e Py /P
<= u sup <(p(A, z,, )
PG gflc 1 i 77

1/p
np,G(U)” ﬁup ([ ll<g (), E5I1P au(m)) .

Supposons maintenant ¢ quelconque, et p =1 pour simplifier. Soit

a > 0 quelconque, et soit ¢, une fonction étagée telle que

llg - ol < a
LP(0,1,E & @)
€
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On a alors

1/p 1/
(SlluCo(o)Papw)) = (Jllule (o)) [Pap(w)) p+(f”u(¢-¢ )(w)”pdp(w))l/p
(o]

1/p
€ n sup  ([ll<g(w),E>IIPa + -
p,G 5P, J ¢{w), E>11Tdp (w)) lall Iy cpolle

1/p
< sup [([ll<o(w),E>1P ap(w)) ¥ (IH<(9—¢O)(w),§>dep(w)1/p] + aflull

G
P2 Hell<1

1/p
sup (IH<9(w),§>Hp dp(w)) + 2a ||ull
Ell<1 ’

< n
psG I
d'ou le résultat puisque a est arbitraire. Dans le cas P< 1, on adapte
facilement la démonstration ci-dessus, en utilisant le fait que LP(Q M, E @ G)
b ’

est p-normé. €

Introduisons quelques notations : soit E un espace vectoriel
muni d'une norme et d'une topologie qg]unu‘laquelle la norme soit sci

Si p est une probabilité sur E, de Radon pour 2 , on pose si p € ]0, +x[ :
’ :

1/p
llpllp = (] IIxlI? ap(x)) ,

et on dit que p est d'ordre p si cette quantité est finie.

Supposons maintenant que E et G soient deux espaces de Banach, et
’

A une probabilité G-cylindrique sur E ® G. Nous poserons :

<1
E'

I = sup IIEQVII
P,G g P

(Si A est représentée par une fonction aléatoire linéaire u : E'- LO(Q p,G)
E(A) est la probabilité de Radon sur G é ; i o
- . égale a u(§)(p).) Nous dirons que
A est de type (p,G) si ”K“p G €st fini.
9
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Lemme 1 : Soient E et G deux espaces de Banach; et A une probabilité G-
cylindrique sur E @ G. Si A est représentée par une fonction aléatoire 1i-
néaire u de E' dans LO(Q,p,G), A est de type p si et seulement si u opere

continiiment de E' dans tP(q,p,q), et

I sl = sup Nlu(E)|
p,G Pgll<1 P (q,p,G)

Démonstration : A peu pres évidente, puisque §(A) = u(E)(p). On a en effet

1/p 1/p
gl = (JIxPacg () = (fIIxIP a(u(g) (u)))

I

p 1/p
(f”u(g)(w)H dp(w)) ,
par définition d'une mesure image.

Proposition 2 : Soient E, G, H trois espaces de Banach, u un opérateur

A
linéaire (p,G)-sommant de E ® G dans H, O < p < «», et p une probabilité
€

)
de Radon d'ordre p sur E ® G. On a
€

*
Hu(p)”p < n () H““p,G .

p,G

Clull™ ¢ st le type de la probabilité G-cylindrique définie par i, cf. expo-
P
sé I 83).

A
Démonstration : Il suffit de poser Q = E ® G, de prendre pour ¢ l'application
€

A
identique de () dans E ® G, et d'appliquer la proposition 1.
€

2, TOPOLOGIES ETROITES ET CYLINDRIQUES.

Rappelons la notion de convergence étroite : soit E un evt.

On définit sur P(E) (ensemble des probabilités de Radon sur E) la topologie
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étroite comme la moins fine qui rend continues les applications p - u(f),
pour toutes les fonctiom continues bornées sur G. Nous admettrons le

résultat suivant, ([1], exposé 1, Proposition 4).

Proposition 3 : Soient E un espace vectoriel, muni d'une norme et d'une

topologie d'evt qg’pour laquelle les boules fermées soient compactes,
et p€ ]0,+x[. L'ensemble des probabilités p sur E, de Radon pour T, telles
que HpHpg 1,est compact pour la topologie étroite (relative a ).

Lemme 2 : Soient E et G deux espaces de Banach, E de dimension finie,

Q un espace compact muni d'une probabilité de Radon p, et (u ) un filtre
d'opérateurs linéaires de E' dans L (Q,p,G) (ce dernier espace étant muni
de la topologie de la convergence en probabilité), convergeant simplement
vers un opérateur linéaire u. Si Kj et A représentent les probabilités
de Radon sur E ® G déterminées par u:j et u respectivement, le filtre (Kj)

converge étroitement vers A,

Démonstration : Soient (§1’°"’§n) une base de E', (xl,.n.,xn) la base

duale dans E. Posons

qaj(w) = i X, ® uj(Ek)(w) ;o 9(w) = i x, ® ul(§ )(w .
Quand j tend vers 1'infini dans le filtre, chaque uj(gk) tend vers u(gk)
en probabilité, donc puisque les sommes sont finies, ?j tend vers ¢ dans

1L°(Q,p,E & G). On sait alors que qj(p) tend étroitement vers ¢(p) d'apres [2],
€
proposition (VI,1,1). Mais qj(p) = A, 9(p) = A, ce qui acheve la démons-

J
tration.

v
Soient E et G deux espaces de Banach. Désignons par PG(E ® G)
l'ensemble des probabilités G-cylindriques sur E ® G. Nous définirons
la topologie G-cylindrique sur P (E ® G) comme la moins fine rendant

continues les projections A - n (K) de P (E ® G) dans P(E/N ® G), pour
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tous les sous-espaces fermés de codimension finie N. (Chaque P(E/N ® G)

étant muni de la topologie étroite).

Proposition 4 : Soient E et G deux espaces de Banach, () un espace compact

muni d'une probabilité de Radon u, et (uj) un filtre d'opérateurs linéaires
de E' dans LO(Q,p,G), convergeant simplement vers un opérateur linéaire u.
Si Kj et A représentent les probabilités G-cylindriques sur E ® G déter-

minées par uj et u respectivement, le filtre (Kj) converge G-cylindrique-

ment vers A.

Démonstration : Soit N un sous-espace fermé de codimension finie de E.

Les projections %&(Aj) sur E/N @ G sont représentées par les fonctions

aléatoires linéaires
u.

J
N® > E' = L°(Q,p,G),

ou N° est de dimension finie. Il suffit donc d'appliquer le lemme 2.

3. RADONIFICATION.

Dans l'exposé 1, nous avons vu que si a est une norme (pas
nécessairement une norme tensorielle) sur E ® G, une probabilité de Radon p

A .
sur E ® G définit une probabilité G-cylindrique sur E ® G des que a vérifie
a

la condition

(%) E®G =~ ée(E',G) est continue,

A
et que deux probabilités de Radon sur E ® G qui définissent
a

la méme probabilité G-cylindrique sur E ® G cof¥ncident des que a vérifie
la condition

A
(%) Le prolongement E ® G » £ (E',G) est injectif
a
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Si a est une norme sur E ® G, nous désignerons par E/N ® G 1'espace
qa

A
E/N ® G muni de la norme quotient de E ® G. Nous envisagerons la condition
a
suivante sur o«
(3633) ¥x ¢cE @ G x|| = sup |7, (x)]|
’ a N qa

a N

Les exemples usuels tels que C(K,G), Lp(Q,p,G), 1P(G), co(G)’

vérifient les conditions (¥*), (#¥) et (%),

Rappelons l'hypothése d'approximation métrique : on dit qu'un espace
de Banach E vérifie 1'hypothese d'approximation métrique si 1'identité de E
est limite simple d'un filtre d'opérateurs de rang fini (nj), tel que
”nj“ < 1. Si un dual E' vérifie 1'hypothese d'approximation métrique, on
peut supposer les opérateurs nj continus pour o6(E',E) (Ce fait a été éta-

bli par S. Simmons).

Soit u un opérateur linéaire de E dans F, tel que U = u ® Id soit

A
(p,G)-sommant de E ® G dans F ® G, « vérifiant (#*) et (3%#¥*), Le premier
a

probléme qui se pose est de savoir si l'image W(A) d'une probabilité G-

cylindrique A de type (p,G) sur E ® G "est de Radon" sur F ng, au sens
a

expliqué dans 1'exposé 1, § 3. Le second probleme est d'étendre 1'inéga-
1ité de la proposition 2 aux probabilités G-cylindriques. Nous commence-

\
rons par ce second probleme

Théoreme 1 : Soient u un opérateur linéaire de E dans F, tel que W = u ® Id
soit (p,G)-sommant de E ® G dans F & G, a vérifiant les conditions (%),
(%) et (3%3¥), *

On suppose que E' veérifie 1'hypothese d'approximation métrique. Si A est
une probabilité G-cylindrique de type (p,G) sur E ® G, dont 1'image W(\)

Pal
est de Radon sur F ® G, on a
a

~ ~. 3
Hu(K)Hp < nP,G(u) ”KHp,G .
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Démonstration : Représentons A par une fonction aléatoire linéaire

v : E' > Lp(Q,p,G). Soit (nj) un filtre d'opérateurs de rang fini, con-
tinus pour o(E',E), HNJH < 1, convergeant simplement vers l'identité de E'.
Posons Vj: v‘>nj. L'opérateur Vj représente une probabi%ité G-cylindrique
xj sur E ® G, qui est en fait de Radon sur E ® G, d'apres les conditions

sur nj. On a

¥* | *
ijHp’G = ijH < vl = IIKHP’G ,

et le filtre (Kj) converge G-cylindriquement vers A. Soit N un sous-espace

~ A
fermé de codimension finies de F, nN la projection de F ® G sur F/N ® G
a qa
Le filtre %ﬁ(ﬁfkj)) converge G-cylindriquement vers %ﬁ(ﬁ(X)), donc étroi-
tement puisque F/N est de dimension finie. On vérifie facilement que

v - Hv”p est sci pour la topologie étroite, donc

H%N('ﬁ’(xnllp < lim inf II%‘N(?{(xj)Hlp

IA

(M lim inf AL
RP,G u im 1n j p,G

A

*

x_ (@) (A

p,G l ”p,G
d'aprés la proposition 2.

Maintenant, d'apres (3#¥¥), HxHa est le sup filtrant des ”%ﬁ(X)“qa’

A
donc puisque U(A) est supposée étre une mesure de Radon sur F ® G
a

Hﬁ(x)Hp = s;p H%ﬁ(u(l))“p,

ce qui acheve la démonstration.

Le probleme de savoir quand W(\A) sera effectivement de Radon semble

un peu délicat. Nous nous contenterons d'un cas tres particulier.

Théoreme 2 : Supposons 1 < p < », et G réflexif. Soit u un opérateur linéaire
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de E dans F, tel que U=u ® Id soit (p,G)-sommant de E ® G dans F Q‘G,
a

a vérifiant (#) et (%¥%). Pour toute probabilité G-cylindrique A de type

. ~ A
(p,G) sur E ® G, 1'image u()A) est de Radon sur F ® G ,
a

et

~ I*
Hu(K)Ilp < (u) HMIP,G

p,G

Démonstration : Nous utiliserons la factorisation de Pietsch de 1'opérateur ¥ :

i

C(K) ®G a3 P(K,p,q)
I= 11®I/
E oG (/
S A
S ®G 7 F ® G
u a

ou HilH <1, Hu1H s, G(ﬁ}, ou p est une probabilité de Radon sur un
b
espace compact K, et ou S désigne 1'image de E dans Lp(K,p) (par i1 suivi

de l'application canonique C(K) - LP(x,p).).

Soit A une probabilité G-cylindrique de type (p,G) sur E ® G, et
X = Tl(K). Puisque M(K) vérifie 1'hypothese d'approximation métrique,

% est limite G-cylindrique d'un filtre (Aj) de probabilités de Radon sur
C(K) ® G, tel que

3 3 3
ALl < | < |Ia
[l i'p,q I711lp,G Il IIP’G

D'apres la proposition 2, et compte tenu de ce que np G(12) <1
’

* *
i_(A.)) < Ialll < |
||12( 3 ||p | ilp, e I ||p’G

Puisque p>1 et G réflexif, l'espace’Lp(K,p,G) est réflexif, donc

ses boules fermées sont faiblement compactes. D'apres la proposition 3,
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le filtre (iz(Kj)) est contenu dans un compact de l'ensemble des proba-
bilités de Radon pour la topologie faible, pour la convergence étroite
faible. Le filtre (iZ(KJ)) admet donc un point adhérent v, mesure de Radon

pour la topologie faible, et telle que

3*
(TN ([

Par ailleurs, (iz(Kj)) converge G-cylindriquement vers i2(X3, et la
topologie étroite faible et la topologie G-cylindrique ont une borne in-
férieure séparée sur P(LP(K,pn,G)), a savoir la topologie la moins fine
rendant continues les projections dans P(Lp/N ® G), muni de la topologie
étroite faible. Par conséquent 12(X3 = v. D'autre part, d'apres un théo-
reme de Phillips, [2], proposition (XI,2,3), v est en fait une probabilité

de Radon sur Lp(K,p,G) muni de la topologie de la norme.

Nous allons montrer pour finir que v est portée par S ® G. Pour cela
considérons sur Lp(K,p,G) la topologie localement convexe dont un systeme
fondamental de voisinages de zéro est fourni par les

'
V= {oelP®pe@ ; <t o>, se, e>0, ¢ ,...,fneLP 1.

1
Cette topologie est comprise entre la topologie faible de LP(K,p,G)

et la topologie de la norme, ce qui permet de prendre 1'adhérence de S ® G

pour cette topologie.

Si v n'est pas portée par S ® G, soit ¢, un point du support de w,
< o~ !
tel que ¢ £ So ® G. On pourra trouver e >0, et (fl,...,fn) e LP tels

que

(1) ¥ 9ES ®G sup ”<fi’(Po_(P>”G28‘

Considérons le sous-espace fermé de codimension finie N de LP(K,p)

défini par les équations < fi,g >=0, i=1,...,n.

~

Considérons la projection my de Lp(K,p,G) sur LP/N ® G. Puisque
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. . ~ . ~ , P —
= 12(%) = i, 11(K), 1'image nN(v) est portée par nN(S ® G). D'autre

part, T, (¢ ) appartient au support de %, (v), mais n'appartient pas a

nNIS ® G) en vertu de (1), d'ou une contradiction qui prouve que w= iz(x)

est portée par S ® G.

Maintenant u(A) = ui(v) est de Radon sur F & G , et
a

IFWI_ <l dl vl < 01 *
P 1 P m,a® ML

ce qui acheve la démonstration.

3

[1] Séminaire Maurey-Schwartz 1972-1973.

[2] Séminaire L. Schwartz 1969-1970.
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