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Si la série ¥ fi de variables aléatoires a valeurs dans un espace
de Banach quelconque est convergente commutativement en mesure, ¥ xifi

est convergente commutativement en mesure pour tout (Ki) Eloo

1. Cette note est une continuation de la note [1]. Nous rappelons qu'une
série ¥ X d'éléments d'un groupe topologique ) est dite commutativement
convergente lorsqu'elle reste convergente indépendemment de 1'ordre de
ses termes. La proposition suivante est essentiellement un résultat

classique dil a Orlicz (voir aussi [17], théoreme 1).

Proposition 1 : Soit (xi) une suite d'éléments d'un groupe topologique

abélien séquentiellement complet. La convergence commutative de la série
b xi est équivalente a la convergence de toutes les séries Y eixi avec
gy = *1 choisis arbitrairement.

Soit (3E,||»”) un espace de Banach et soit (T,5¥,p) un espace mesuré
normé. Par définition LO(T,ék,p,;BE) = L°(€) est l'espace linéaire métri-
que complet de toutes les fonctions mesurables sur (T,ék,p) a valeurs dans £
(c'est-a~dire limites p-presque partout de fonctions étagées) muni de la

quasi-norme

llf“o = min { ¢ : % p {t:lg)l] > e} < 1}

qui donne a 1'espace L°(3) une topologie équivalente a celle de la con-

vergence en mesure p. Nous montrons ci-dessous le théoreéme suivant

Théoréme 1 : Soit JF un espace de Banach. Si pour tout e, = *1 la série

HECHE S fi ¢ L°(3€), est convergente dans L°(3) alors pour toute suite

i
(Ki) €l_ la série T xifi est convergente dans L2(3€).

Dans le cas ou X= IR, ce théoreme a été obtenu par Maurey et Pisier [2]
mais notre méthode de démonstration est différente et plus directe.
La proposition 1 et le théoréme 1 entraingcimmédiatement le théoreme sui-

vant qui répond affirmativement a la question posée dans ([3], Problem 111.6.8]



. . . . o]
Théoreme 2 : Soit X un espace de Banach. Dans L (3) la convergence
commutative d'une série ¥ f, est équivalente a la convergence des séries

by xifi avec des multiplicateurs (Xi) 61oo arbitraires.

Nous remarquons que en vue du théoreme 2 on peut construire une
intégrale par rapport a une mesure (aléatoire) bornée a valeurs dans L°(3€)
pour toute fonction bornée mesurable réelle (pour des mesures aléatoires
a valeurs indépendantes dans L°( R) une intégrale de ce type a été étudiée

dans [4]) de la maniere suivante

Supposons que (I,%) est un espace mesuré, F étant une o-algebre
de sous-ensembles de I.
Soit M : % - L°(3€) une fonction d'ensemble additive et bornée
(c'est-a-dire {M(A) : A€ P} est bornée aux sens des espaces vectoriels
topologiques) .
Pour une fonction ¢ : I -» R % -étagée nous définissonsj‘fydM e L°(E)
par la formule usuelle.
Maintenant, il est facile de voir (par le théoreme 1 et parce que M est
bornée ; voir aussi [3], theorem III.6.2) que {IWdM :||¢”G>s 1} L% (3)
est borné. Alors, il existe une extension linéaire et continue de 1'opé-
rateur

Ly (L,F) 5¢ - foame L°(E)

étagées

a toutes les fonctions bornées et mesurables ¢ eL™(I,F).

Evidemment une fonction d'ensemble additive arbitraire a valeurs
dans un espace E de type F (c'est-a-dire métrisable et complet) n'est pas
nécessairement bornée et on ne sait pas pour quels espaces E chaque mesure
(dénombrablement additive) a valeurs dans E est bornée.
Toute mesure prenant ses valeurs dans un espace localement pseudo-convexe
(voir [3], chapitre III) est bornée mais dans le cas de mesures avec

o . . . .
valeurs dans L ) (méme si X = IR) la réponse est inconnue.

2. Démonstration du théoréme 1.

D'apres le lemme 2 de [17], la suite X::(ki), |Xil <1, étant donnée,



on a : pour toute suite (xi) c X et pour tout n€ N

n 1 n 1
P {(ei) : Higl €iXiH > 3 ”igl 7‘1"1”} > g

ou P = % (P0+ PX)’ et PK est une probabilité sur l'ensemble des suites
(ei), e. = Y1 , telle que les variables aléatoires (ei) - ej, j=1,2,..
sont indépendantes et [ ej dPK = Kj,

Alors, la suite (fi) c L°(X) étant donnée pour tout t €T nous avons

n 1 n 1
P {(e) : |I_>_: et (0l >5 |I'>:1 vl 5, ne W

i=1 i=

En intégrant cette inégalité par rapport a la mesure p nous obtenons

n n
(W®P) {(t,(e) = |l = et 0] > lsrs I} = 5, nemn.

i=1 i=1

o 1
|~

D'apres le théoreme de Fubini

o A

n n
, 1
(1) nax b {t IIE1 et (0 > Ilf1 MEW Y25, new
) - -

Remarquons que nous prenons ce maXimum sur un ensemble fini.

Maintenant, soit

n
af 1
T, & {t:g ”151 xifi(t)||>c} , >0 ,
et
p(T,) > 0.

p(anT,) :

Posons pl(A) df ——ETT—%— , AE€ dk.
1

Alors, d'apres (1) appliquée a la mesure Hy, on a



n n
max pl':t s eifi(t)n > ¢} = max pl{t | = sifi(t)“
(e.) 1=1 (e.) i=1
i i
n
1o 1
> 5 I|i>:1 ME Il = 5 new,

et, finalement, par la définition de la mesure By oOn a

n n
(2) max p {t : Il £ eifi(t)” > ¢} 2% p{t : |l = a0 » 8c}, n€ N,
(e,) i=1 e

et le théoreme 2 est ainsi entierement démontré.

En concluant, nous remarquons que l'inégalité (2) entraine que pour

tout ¢ >0

n
{c:-i- max p {t: | = s.f.(t)”>c}g1}c:
° (e)) i-=1 1t
’ 1 1 2
c { 8¢ ¢ pit :”if1 Kifi(t)” >c} <1}

et que la derniere inclusion et l'utilisation de la définition de la

quasi-norme “ '”o nous donnent aussi le résultat quantitatif suivant

Théoréme 3 : Soient ) un espace de Banach, (fi) c L°(3X) et (Ki) €1”,
I)\i‘ < 1. Alors, pour tout n€N, on a

n n
|l & 2.2, <8 max || & e.£.] .
iz1 *b° (e) i=t 1 1o

*
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