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XXVI.1

i’ init ion : : Soit S crt ensemble , y (A ,B ) n (- IN une suite de sous-ensembles
-----2013201320132013"’2013 n n

de S vérifiant c Ann Bn - 0 et X un sous-ensemble de S.
n n

Hii dira qlle converge sur X si pour tout xEX, x appartient à
n 

1 
n

nomhro fini de An ou x appartient a un nombre fini de B n (c’est-à-

lim 0 ou lim 1 Bn (x) 
= 0) . e

on dit simplement que (AnBn) converge.n n

La suite (An,Bn) n E N est Booleenement indépendante
n n .

s» pour tous sous-ensembles finis disjoints K et L de lN, on a

Notation : On note P (X) l’ensemble des parties de X de cardinal infini

(identifié 4 une partie de fo,ilx). o

Définition : Soit XCP ( lN ) , )Cest dit Ramsey s’il vérifie :

1 (Silver) Soit X C P ( 1N ) , X analytique pour la topologie
produit sur ï»j 00 ( IN ) ; alors 12 est Ramsey.

(En réalité nous n’avons besoin que du théorème de Williams qui énonce

Le même résultat pour Î)C ouvert ) . o

Théorème 2 : (Rosenthal) Soit (A ,B ) une suite de sous-ensembles de S
2013~20132013~~20132013.20132013 n - n

pour tout n, An n Bn - 0.
Si n’admet pas de sous-suite convergente, il existe une sous-

Bn) nEM booleenement indépendante.
n n

Nous poserons

i t ç IN. Nous définirons un ensemble

vente

de la façon sui-
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soit 
/ 

et soit (n . ) la suite des rangée en ordrej
croissant. p Nous dirons que M E F sï :

Po

L’ensemble F est ouvert.

PO
En effet , le voisinage VM de M défini par :

vérifie

On voit pour la même raison que

Posons
, 

est ouvert, donc F 
Po 

est aussi fermé.

C’est un fermé, donc un ensemble de Ramsey (théorème de Silver ou de

Williams). Par conséquent :

Mais, puisque par hypothèse (An,Bn) n’admet pas de sous-suite convers
n n

gente, on peut trouver un point xo E S tel que :

soient deux ensembles infinis.

On peut donc déterminer une sous-suite (n.), formée d’éléments de M , y et
J o

telle que : ,
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On voit alors que le sous-ensemble infini M’ formé des éléments

(nj) appartient à )0 D’après la propriété de M , on aura donc 
o

rement :

Rangeons les éléments de Mo dans une suite croissante (np)p&#x3E;1, 
posons :

Nous allons montrer que la sous-suite (A n ,B) n n EM 1 est Booleenement
indépendante. 

En effet, on va montrer que

Soit (ci) i=1 à p donné.

Considérons M3 défini par

Alors : 
«

Mais par construction
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Théorème 3 : Soit S UL convexe symétrique d’un espace vectoriel.

Soit (j ) une suite le fonctions affines uniformément bornées 6 £S,
n

Alors il existe une sous-suite vérifiant l’une des deux conditions sui-

vantes :

i) f 
n. 

converge simplement. 0
1

ii) f 
n. 

est équivalente à la base canonique de l1 si l’on munit
1

C de la norme sup.

Démonstration : Supposons que (f ) n’admet pas de sous-suite convergente.
n

Soient S) = disques ouverts de centre et de rayon rationnels

vérif iant :

Soit une énumération de 0 - o Nous allons voir que :
1 2

Sinon j M2*’* tel ses

points d’accumulation en dehors de DK ou en dehors de D K
Choisissons une suite croissante m 1  m2  o o o m ...y telle que mK EMK’ *

Posons :
1 1

Puisque (f n) n EL ne converge pas, on peut trouver p et q, pt q tels

que :

On peut alors trouver un entier k E N tel que y ce quiP q P 1 y q 2, 
ce

fournit la contradiction cherchée car (mi) E MK pour i:2: ko o

Alors soit k et M = tel que (4é) soit vérifiée. o
o J
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Soient a le centre de

En multipliant tous les

Alors soient

D’après le théorème 2, il existe un sous-ensemble L C M tel que (A yB
n n

n E L est Booleenement indépendante.

Il nous reste à montrer que la sous-suite (fn)nEL est équivalents
à la base canonique de ,2î a

Il suffit de montrer que 1 pour toute 

cK = aK + ibK de nombres complexes c&#x3E;

On peut supposer 5

Corollaire : Soit (x ) une suite bornée dans un Banach E.
n

Il existe alors une sous-suite (x’) qui vérifie l’une des deux condition
n

suivantes: 
i) (x’) est de Cauchy faible,

n

ii) est équivalente à la base de l1.
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En effet, on (x ) à une suite de fonctions affines uniformément
n

bornées sur Ev, : f E BE, et on applique le théorème 3.
n n 

Corollaire 2 : Si E est faiblement séquentiellement complet , alors E

est réflexif ou E contient un sous-espace isomorphe à 1 1 -

En effet, si E ne contient pas £1 toute suite bornée admet une sous-
j

suite faiblement convergente et l’espace est donc réflexif (Eberlein) o

Corollaire 3 : Si E a la propriété de Schuur, alors tout sous-espace de

dimension infinie contient un sous-espace isomorphe à 1 l’ 

En effet, si M est de dimension infinie, on choisit une suite bornée

(x ) vérifiant d(x ; &#x3E; 1.
n n l n-l

(x ) ne peut admettre de sous-suite de Cauchy faible (x ), car sinon
n n.

j

(xn converge faitlement vers 0 donc fortement en contradiction

i

***
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