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Pfertynition @ Soit S un ensemble | (An,Bn) n € N une suite de sous-ensembles
de S5 vérifiam An [ Bn = B et X un sous-ensemble de S.

(n dira gue (,‘an,Bn) converge sur X si pour tout x € X, x appartient a

#n nomhre fini de A ou x appartient a un nombre fini de B (c'est-a-

Jdire 1im 1A (x) = 0 ou 1lim 1B (x) = 0).

1 , . n
Fovsque A SI, on dit simplement que (An,Bn) converge.

Détinition :  La suite (An’Bn) n€ N est Booleenement indépendante

%1 pour tous sous-ensembles finis disjoints K et L de NN, on a

(N A)Y N (N B) /A 9O .
nEKn nELn

Notation : On note P_(X) 1'ensemble des parties de X de cardinal infini

(ilentifié a une partie de {0,1}x).

Dévinition @0 Soit X< Pm( IN) . X est dit Ramsey s'il vérifie

¥ X el tN), JYeP_(X) tel que Pm(Y) c X ou P_(Y) c CJC

Théoréme 1 : (Silver) Soit X C P_(N) , X analytique pour la topologie
preduit sur ¥_(IN) ; alors 2C est Ramsey.
(En réulité nous n'avons besoin que du théoreme de Williams qui énonce

le méme résultat pour XC ouvert).

Théoreme 2 : (Rosenthal) Soit (An’Bn) une suite de sous-ensembles de S
tulle que, pour tout n, An N Bn = f.
St (An,'l‘}n) n'admet pas de sous-suite convergente, il existe une sous-

suite (An,Bn) n€M booleenement indépendante.

Démenstration : Nous poserons enAn = A si e =41,

et € A =B si & = -1.

Soit o po £ IN. Nous définirons un ensemble Fp < Pw( N ) de la fag¢on sui-

o
vaonte
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soit PIE(ZJIN ) , et soit (nj) la suite des éléments :- M rangée en ordre
croissant. Nous dirons que MEF si
P,
P,
n - a £g.
n
p=1 p
L'ensemble F est ouvert.
P,
En effet, si M = {nl,nz,...} EF} , le voisinage VM de M défini par
o

Y

{M'er(m) ; ¥nlsnp, meEM' @ méEM]
o

vérifie VM CF
o

On voit pour la méme raison que Clﬁ) est ouvert, donc Fp est aussi fermé.

o o
Posons

X= N F

n
n=1

C'est un fermé, donc un ensemble de Ramsey (théoreme de Silver ou de

Williams). Par conséquent
IM EP (N), PM) e X ou P_(M)C Cx

Mais, puisque par hypothese (An,Bn) n'admet pas de sous-suite conver-

gente, on peut trouver un point xoes tel que
{nEMo ; xoeAn} et {nEMO ; XOEBn}
soient deux ensembles infinis.
On peut donc déterminer une sous-suite (nj), formée d'éléments de Mo’ et

telle que

¥j=1, onsJ.A
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On voit alors que le sous-ensemble infini M' de ¥ formé des éléments
(nj) appartient a Y . D'aprés la propriété de Mo’ on aura donc nécessati-

rement

Poo(Mo) c .
Rangeons les éléments de M0 dans une suite croissante (np)pi>1’ et
posons
M, = {nz,n4,n6,..., n2p,.,.}
Nous allons montrer que la sous-suite (A ,B ) est Booleenement
n""n” ne€M
. ’ 1
indépendante.
En effet, on va montrer que
(e.) % Z
¥ p, ¥ (e, , e, A o .
: l<ic<p i=1 * P2i
Soit (ei) i=1 a p donné.
Considérons M défini par n, € Mo si &) = +1
n, £ Mo si ey = -1
n216 M3 si 1<is<p
n21+1€ M3 si e, e, , = +1 1<ic<p
ngi 1 f Mg stoege; ., = -1

n:j € M3 i>2p .

Alors M, € Pw(Mo)’ donc si My = {m1,m2,...}

3
2p i
(-1)"A £ 0
i=1 i
Mais par construction
P i
N e, A ) N (-1)"A £ ¢
. i "n,.
i=1 21 3
i=1a2p

C.Q.F.D.
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Théoreme 3 : Soit 3 un convexe symétrique d’'un espace vectoriel.

Soit (jn) une suite 12 fonctions affines uniformément bornées € BS.

Alors il existe une sous-suite vérifiant 1'une des deux conditions sui-

vantes
i) fn converge simplement.
i
ii) fn est équivalente a la base canonique de 21 si 1'on munit
i
S
f de la norme sup.
Démonstration : Supposons que (fn) n'admet pas de sous-suite convergente.

Soient &) = {(Dl,Dz);des disques ouverts de centre et de rayon rationnels
vérifiant

diam D, =diamD, < 1/2 d(Dl,Dz)}
Soit (DT’DE) une énumération de &0 . Nous allons voir que

akOEJN et MC IN tel que ¥ L CM
k

a des points d'accumulation dans Dloet D

(%) o
J s €S tel que (fn(S))nGL 5 -

i ) DM, (
Sinon 3 N2> M, > M, tel que ¥ k€ N ¥ s€S (fn,(s)) neMm. @ ses
K
points d'accumulation en dehors de Df ou en dehors de Dg.
Choisissons une suite croissante m, <m, < ...< mK.o., telle que mKIGMK'
Posons
L = {ml} o

Puisque (fn) ne converge pas, on peut trouver p et q, p#£q tels

neL
que

p,q € anfs))-

On peut alors trouver un entier k€ N tel que pGDll{ ,y q ED;, ce qui
fournit la contradiction cherchée car (mi) EMK pour i >k,

Alors soit ko et M = (nj) tel que (%) soit vérifiée.



XXVI.5

k k k k
Soient a le centre de D10 et B le centre de D20 ;0 286 - dist (Dlo,Dzo).
En multipliant tous les fn par l%;;%L , on peut supposer B -a > O.
Ko K
. o
Alors soient Ap = {s; fnp(s) €D, ] et Bp = { s ; fnp(s) €D, }.

D'aprés le théoreme 2, il existe un sous-ensemble L © M tel que (An,Br:

n €L est Booleenement indépendante.

Il nous reste a montrer que la souns-suite (fn) est équivalentc

n€EL
a la base canonique de £
. 6
I1 suffit de montrer que || T cK lel > Z»z ICK" pour toute suite
cg = aK+1bK de nombres complexes.

On peut supposer Y laK| 2 ¥ IbKl

Soit s € N B N N A et soit te N A I n B

K K K K
aKZO aK<O aKZO aK<O
l e, £.1l 2 Re T c, £, (5b
K K K K 2
s-t s-t
2 Ta Ref (559 -5 b, e, (559
o)
2 51 lal - 25 bl
. 8
2 5 ¢ lagl
o)
> 1 z ch| o
Ko Ko Ko
car uED1 , VED2 = Re (v-u) 226 , Im (v-u) gdiale <& .)
Corollaire : Soit (xn) une suite bornée dans un Banach E.

I1 existe alors une sous-suite (xﬁ) qui vérifie 1'une des deux conditions

suivantes
i) (xh) est de Cauchy faible,

ii) (xé) est équivalente a la base de 21.
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Fn effet, on identifie (xn) a une suite de fonctions affines uniformément

bornées sur B., : xﬂ(f) = f(xn), ¥-f‘€BE, et on applique le théoreme 3.

Corollaire 2 : Si E est faiblement séquentiellement complet , alors E

est réflexif ou E contient un sous-espace isomorphe a £1.

En effet, si E ne contient pas £, toute suite bornée admet une sous-

suite faiblement convergente et 1l'espace est donc réflexif (Eberlein).

Coroliaire 3 : Si E a la propriété de Schuur, alors tout sous-espace de

dimension infinie contient un sous-espace isomorphe a 216
En effet, si M est de dimension infinie, on choisit une suite bornée

x ) vérifiant d(x_ ; [x,,...,x ) > 1.

( n) n’ [ 1’ ’ n—1:|

(xn) ne peut admettre de sous-suite de Cauchy faible (xn ), car sinon
i

(xn -X ) converge faildement vers O donc fortement en contradiction
i+ M
avec ||x - X || > 1.
n, n.
i+1 i
#*
* *
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