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XVII.1

Nous allons introduire dans cet exposé, pour des opérateurs
linéaires continus entre espaces de Banach, des définitions analogues
a celles de [1] et [2]. Nous utiliserons un théoreme de W.J. Davis,
T. Figiel, W.B. Johnson et A. Pelczynski ; nous allons en rappeler

1'énoncé et la démonstration.

Théoreme : (Davis, Figiel, Johnson, Pelczynski) [3] : Soient E et F

deux espaces de Banach, T un opérateur linéaire continu de E dans F. T est
faiblement compact si et seulement si 1'on peut trouver un espace ré-
flexif Y et deux opérateurs linéaires continus u : E - Y, v : Y o F tels

que T = vo u. (On dira alors que T se factorise par un espace réflexif).

Démonstration

a) si T se factorise par un espace Y réflexif, T(BE) = v(u(BE));
u(BE) est faiblement relativement compact, et il en est de

méme de T(BE). T est donc faiblement compact.

b) Soit W = T(BE). W est donc un convexe équilibré borné de F.

Posons, pour n = 1,2,...

AN -n
’U.,n-zW+2 B,

Notons ” Iln la jauge deQ%l; pour chaque n, c'est une norme équivalente

a la norme de F. Plus précisément, on a

2 MIxll_ < lIxll = 2"+ 2™ x|, # xeF

1/2
Soit Y 1'ensemble des points de F tels que (¥ ”xlli) < ®©, muni de la
norme
1/2
2
elly, = = =l
1/2
2 . N . .

On notera C = {x€F , (T ”xlln) <1} et j l'injection canonique

de Y dans F.



XVII.2

On va donner quelques propriétés de cette construction

Lemme : a) WCC
b) Y est un espace de Banach et j est continu
c) j" : Y" 5 F" est bijective, et (j")_l(F) =Y
d) Y est réflexif si et seulement si W est faiblement relati-

vement compact.

Démonstration du lemme : a) Notors jw la jauge de W. Si wéW, on a par
définition

“W”n < 27" Ig(w s 2™n

et donc ”wILY < 1, donc WCC.

’

b) Soit Fn l'espace F muni de la norme ” lln

soit Z = (T F),, c'est-a-dire l'espace défini par
Z:{z:(zl,...,zn,...), z €F ¥n=1,...
et
by ”ZDHI% < °°}7
n
muni de la norme ) 1/2
lell, = e lla 1B

Définissons une application linéaire ¢ de Y dans Z en posant ¢(y) = (jy,jy,.).
On a
1/2
e, = < llayll® = liylly

et ¢ est donc un plongement isométrique de Y dans Z ; 1'image ¢(Y) est

e(Y) = {z, z:(xn), x =x, ¥ n}

(P) z(P)

C'est un sous-espace fermé de Z : si =z ¢/ - 2 - z mais puisque
b n’

zip) = zip) ¥ n, il en est de méme pour =z.



XVII1.3

Par conséquent, on peut considérer j comme la composition de ¢ et de

la projection de Z sur la premiere coordonnée.

1 — 1 — '
¢) Puisque Z = (¥ Fn)2’ on a Z2' = (¢ Fn)2’
2" = (% Fg)z. Montrons que 1'image de Y'" par ¢" est constituée, dans Z",
d'éléments de la forme (2",z",...), z" €F".

Y est dense dans Y" pour o(Y",Y') et donc ¢'"(Y) est dense dans ¢"(Y")
pour o(2",Z'). Or ¢"(Y) est constitué d'éléments de la forme (2",z",...),
z" € F". Si on montre que l'ensemble de ces éléments est fermé pour
oc(z2",2'), il contiendra ¢"(Y"), adhérence faible de ¢"(Y).

Notons D l'ensemble de ces éléments. Si z"(l) converge vers z' pour

c(Zz",Z'), on a a fortiori

< z"

n ,8E > - < z;, g€ >

(1): zg(l) ¥ n, il en est de méme pour z'".

Par conséquent, ¢"(Y") est bien constitué d'éléments de la forme (z",2",...).
a P

pour chaque § €F', et puisque ZH

Or on a vu que j = m,0 ¢, et donc j" = = o¢". Donc, si y" ey", ngw"(yﬁzj”(y”),
et donc z" = j"(y").

On a donc

(Pn(yu) - (j"y",j"y", .. )
Puisque ¢ est une isométrie, on a aussi

om0y = {0},

o" L (p(1)) = Y.

d) Montrons que 1l'aaaérence de C dans F'", pour

o(F",F'), est j"(BY”).

On sait que B est compact pour o(Y",Y'), et que B_ est dense

Y
) est compact pour o(F",F'),

YH

dans By, pour cette topologie. Donc j"(BY"

donc fermé, et j"(BY) = j(BY) = C est dense dans j"(B,,) pour cette to-

Yl'
pologie.
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Si W est relativement faiblement compact, W est o(F,F') compact,
et les ensembles
2°W+ 27 B , n=1,...

contiennent C (car, pour tout n, 2y, 27" BF contient C) et sont fermés

pour o(F",F'), et donc contiennent j"(BY). Mais on a :

N @ F.2B,pe() Fe2"B,) = F
n n

et donc j"(B,,) ©F, et par conséquent Y" €Y, et Y est réflexif.

YH

La démonstration du théoreme s'en déduit aussitdét : si T : E -~ F
est faiblement compact, W = T(BE) est relativement faiblement compact dans F,
et les opérateurs j_l T: E-Yet j: Y - F donnent la factorisation

cherchée.

Nous allons maintenant donner une généralisation des notions
introduites en [1] et [2]. La notion d'arbre fini est celle donnée en

[1], la notion d'arbre infini en [2].

Définition 1 : Soit F un espace de Banach et W un convexe borné de F,
que, pour simplifier, nous supposerons inclus dans BF'
Nous dirons que le 2n—up1e (xl,...,x n) forme une (n,e)-branche dans W

2
si x, €W, i= 1,...,2"% et si le 2"-uple (x1,...,x2n) forme une (n,e)-branche
dans F.
Nous dirons que W possede la propriété d'arbre fini dans F si, pour un cer-
tain € >0 et pour tout n, on peut trouver une (n,e) branche dans W. dans
le cas contraire, nous dirons que W ne possede pas la propriété d'arbre
fini dans F.
De méme nous dirons que W possede la propriété d'arbre infini dans F, si
pour un certain € >0, on peut trouver un arbre infini dont tous les points

sont dans W.

Lemme 1 : Si W ne possede pas la propriété d'arbre infini dans F, et donc
a fortiori s'il ne possede pas la propriété d'arbre fini dans F, W est

faiblement compact dans F.
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Démonstration : Supposons que W ne soit pas faiblement compact. D'apres

un théoreme de R.C. James, [5, th.3], analogue a celui démontré en (2],

on peut trouver, pour un certain 5¢€ ]O,1[, une suite de points de W,

zl,.,.,zn,..., et une suite de formes linéaires continues gl’“"’gn"
”gi|‘ <1 ¥ 1, telles que
gn(zk) = 0 sin>k
gn(zk) = 0 n< k .
On en déduit, pour chaque n,
n » ©
le,g (T oz, £ izl = | = pl e
i=1 n+1 n+1
et donc
n -] ©
l's a2, - = Bz ll 215 8,16
i=1 n+1 n+1
et, par conséquent, pour chaque n,
dist (conv(zl,...,zn),conv(zn+1,...)) > 0.
Ceci prouve que les points ZyseeryZy s forment un arbre infini dans W.

Remarquons qu'il résulte du lemme d'Asplund et Namioka vu dans [2]
qu'inversement, si W posséde la propriété d'arbre infini, W ne peut étre

faiblement compact.

Lemme 2 : Si W ne posséde pas la propriété d'arbre fini dans F, W ne

posseéde pas non plus la propriété d'arbre fini dans F.

Démonstration : Supposons que W possede la propriété d'arbre fini dans F.

Soient (xl,...,x n) les points de W qui forment une (n,e) branche dans W.
2

Soient x!

1,...,x'n des points de W vérifiant

2

Hxi -xill <e/4, i=1,...,2



On a

': ' v i - - _ ' H - I | ' = /7

lixy = oxp =il X21—1“ szg Xoy i T Y "214” P B
et de méme

2i ' %211 %21 " Xoi-y i
e L [ B P | P I I
2 2 2 2i 2i 21-1 2i~1
< &e/%

On en déduit que les points (xi), iz 1,...,2n fcrment une (n,e/2) branche

dans W.

11 résulte de ces deux lemmes que si W ne possede pas la propriété

d'arbre fini dans F, W est relativement faiblement compact dans F.

Définition 2 : Soient I et F' deux espaces de Banach, W et W' des convexes

bornés équilibrés dans F et F' respectivement. On dira que (W',F') est fini-
ment représentable dans W,F) si, pour tout &3>0 et tont sous-espace de di-
mension finie Fé de F', on peut trouver un sous-espace de dimension finie

. . gl vona=1
F de F et un isomorphisme T de F' sur F avec T II ”1 ‘i <1+
o 0,¢ ) o 0,¢ 0,¢€

’

et T (W' NF')Y € (i+e) W.
0,€ o

H

Proposition 1 : W ne possede pas la propriété d'arbre fini dans F si et

seulement si pour tout (W',F') finiment représentable dans (W,F), W' est

relativement faiblement compact dans F'.

Démonsiration : a) Supposons que W ne posséde pas la propriété d'arbre

fini dans F et soit {(W',F') finiment représentable dans (W,F). Nous voulons
montrer que W' est relativement faiblement compact dans F'. 1) revient
au méme de montrer que s1 W' n'est pas relativement faiblement compact,

W possede la propriété d'arbre fini.

Si W' n'est pas relativement faiblement compact dans F', W' pos-
sede la prepriété d'arbre fini dans F', d'apres les lemmes 1 et 2. Pour
m fixé, considérons la (m.eg)-branche qui existe dans W' ; elle engendre

un espace de méme dimension de F. T envoie les points (xi,..,,x'm) qui
2

EERTE m), qu1

2

forment la branche snr des points (x
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sont dans (1 €)W. Apreés homothétie, on obtient donc une (m,e')-branche

dans W. W possede donc la propriété d'arbre fini.

b) Supposons maintenant que W possede la propriété d'arbre fini

. (n)
soient xi

méme construction que dans [2] : considérant une suite de symboles (§i),

, 1 = 1,...,2n les points de la (n,e)-branche. Nous faisons la

on définit la norme d'une combinaison linéaire finie a coefficients ra-
tionnels, par
(kn)
1B aigi - 1im I g @, X, I

n - c

pour une certaine sous-suite (kn) des entiers.

Les (§i) forment un arbre infini dans F' comme on l'a vu dans [2] ; on
prend pour W' 1l'enveloppe convexe équilibrée des (gi) ; c'est un sous-
convexe de la boule unité de F' qui possede la propriété d'arbre infini,
et ne peut donc pas étre faiblement compact d'apres le lemme d'Asplund et

Namioka déja utilisé en [2].

Nous allons maintenant traduire en termes d'uniforme convexité
les notions que nous venons d'introduire.
Nous dirons que deux convexes V et W de F sont équivalents

si 1'on peut trouver deux constantes 01 et C2 telles que

< < .
c,Wevec W

Proposition 2 : Soit W un convexe dans la boule unité de F. W ne possede

pas la propriété d'arbre fini si et seulement si 1'on peut trouver un

convexe V équivalent a W, vérifiant
¥ e>0, 4 6(e) >0, ¥ x,yeV, ”x-y” > e

= jv(x +y) < jv(x)«ejv(y)- 5(e) .

Démonstration : a) Supposons la seconde condition réalisée. Si W possede

la propriété d'arbre, il en est de méme de V. Soient X 5enesX les points
n
2



XVII.8

de V qui forment une (n,e)-branche dans F. On a donc

“x21-x2i_1”28 i=1,--<,2

et donc
Jy(xgy + Xgy_g) S 3, 0xg) v 3 (xp4 40 - 800D
et
(21’ F2i-1, 8
v 2 - 2

A la n®™¢ simplification de la (n,e)-branche, on obtient deux points Yq

et Yo avec n

i) s (1-D

5.0
jv(yz) < (1- "é')

et I y1-y2|| 2 e

et donc Jv(yl-yz) > Ce
5"

et donc Ce < 2 (1--2-)

ce qui est impossible pour n assez grand.

b) Supposons maintenant que W ne posseéde pas la propriété
d'arbre fini dans F. La démonstration qui suit est une adaptation de celle

de (4], que nous avons reproduite dans [1].

Définition : Soit W un convexe dans la boule unité de F, et soit z €F.

On dira que le couple (xl,xz) de points de F forme une (1,e) partition de 2z

si
X1+X2: 2
Jw(xl) = Jw(xz)
X X
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Supposons définie une (n-1,¢) partition de z ; on dira que le 2n—up1e
(x X n) forme une (n,e) partition de z si
2

17"

. . . n-1
JW(x2j) = Jw(x2j~1) , j=1,...,2 ,

X X
2j-1 23 II . n-1
” 3 - . 2 € ’ j=1,...,2
IyXoio1)  IyXgy)

et si le 2n-1—up1e (X, + X,y Xo +X,,000, X +x ) forme une (n-1,¢)

1 2 3 4 n n

2 -1 2

partition de z.
Lemme 1 : Si W ne possede pas la propriété d'arbre fini, pour tout & > O,

il existe un entier n et un nombre 6 > 0O tels que, pour tout z €F et toute

(n,e) partition de 2z, on ait

21‘1

z jw(xj) > (1-29) jw(z)

.

j=1

- Si z n'appartient pas a l'espace engendré par W, il en est de méme
de 1'un des xj au moins, chacun des deux nombres est infini et 1l'inégalité
est vérifiée.

- Supposons donc que z appartienne a 1l'espace engendré par W ; nous
pouvons supposer en outre jw(z) = 1.

Soit (xl,...,x m) une (m,e) partition de z.
2

Considérons les deux vecteurs X +...+ X , X Foeeet X
1 m~1 m-1 m

2m 2 2 +1 2
Ona z= T X, jw(z) =1, et

i=1

2m-1 oM
jw( T Xi) = jw( by xi) .
1 2m—l 1

On en déduit que chacun de ces deux nombres est au moins égal a 1/2.
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On a donc

” 2(X,+...+ X ) - 2(x Feoet X )I‘ > ¢
1 2m-l 2m—1+1 oM

et la jauge de chacun de ces vecteurs est au moins égale a 1.

On montre par récurrence comme dans (1) que si 1'on prend la
k® subdivision de la (m,e) partition de z et qu'on en multiplie les vec-
teurs par 2k, on obtient une (k,e)-branche dont tous les vecteurs ont une
jauge au moins égale a 1.

I1 en résulte que si 1l'on prend la méme subdivision de la (m,¢)
partition et que 1'on multiplie les vecteurs par 2m, on obtient une (m,e)-
branche dont tous les vecteurs ont une jauge au moins égale a 1. Mais
puisque W ne possede pas la propriété d'arbre fini, il existe un n et un §
tel que toutes les (n,e)-branches ainsi formées a partir des (n,e) parti-
tions de z aient au moins un vecteur de jauge supérieure a 1+2"%. D'ou

21’1

i§1 jw(xi) =2 (1+8) jw(z)

On définit un écart comme dans (1).
Lemme 2 : Soit W un convexe borné dans la boule unité de F, ne possédant
pas la propriété d'arbre fini. Soient n, 6 donnés par le lemme 1. Supposons

0<8<e<1/8. I1 existe un écart dans l'espace engendré par W et un nombre

61>O tel que
. 6, .
1 (1-8) jx) < Ix| < (1-2) (0
2) jw(X) =1 , jw(y) =1 et ”x-—y” 2 ¢ impliquent
|X+y|<|XI+|y|-61

Démonstration : Pour tout z de l'espace engendré par W, on pose
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om
.?1 Jw(uj)
|?| = inf J= ,
[ 1 1
1+= (144 + =)
2 4 4m

1'inf portant sur toutes les (m,e) partitions de z, (u .,u m)’ pour

1’
m= 0,...,n.

1) ona (1-9%8) j (2) < |ZI, car, pour tout m<n et toute (m,e)
W

partition de z, on a : oM
om ? Jw(ui)
(1-8) % Jw(ui) < 5 I T
1 1= (L4 =+ .00 +=—)
2 4 4m

2) Soient maintenant x et y avec jw(x) = jw(y) = 1 et ”X-yll > €.

(x,y) constituent donc une (1,¢) partition de x + y comme nous l'avons

définie. On acheve le calcul comme dans [1], remplacant ol par jw.
Lemme 3 : Soit W ne possédant pas la propriété d'arbre fini dans F,

et €>0, n, & donnés par le lemme 1. On suppose O0< &d<e< 1/8.

Il existe une jauge jse (définie sur 1l'espace engendré par W) vérifiant

D (1-8) 0 = (x) < (1--?,;) iy ()

JSs

1, I|x-—y” > 3¢ impliquent

jSS(X4-y) < jse(x)+-35€(y)- 661.

Démonstration : On définit j5€(x) comme l'infimum dans 1'écart défini

au lemme 2 des longueurs des polygones reliant 0 a x.

On montre aisément gque jSe est s us-additive (voir [17).

1) On a j5€(x) < (1‘=%) jw(x) puisque |x| < (1-%) jw(x)

1

£ TTE |x|, on a, si (xi) est un polygone reliant 0 a x

et puisque jw(x)

o . 1
L R e N Pt LA woy SR 3 ESUPIEE
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et donc

. 1 .
e

2) On suppose jw(X) jw(y) =1, I x-y|l = s5e.

Soit Y>0, Y<e~- 8. Par définition de j5£, on peut trouver deux poly-
gones
O:X,Xl, ,Xn:X
O=YoyY1’ ’Ym=y
tels que n-1
T lxg xS g 0wy
i=0
et m=1
.2 |Y1+1"yi sts(y)+Y
i=0
On a :
T Jy(x -X.,) % -—-1—2|x -X|s—i—(j (x) +v)
W Tisl i * 1-9 i+l Ti 1-6 "Y5¢
1 3}
< T3 (1- 3+ Y) «1+6+Y < 1l+c¢
et

N I T O
donc, dans la jauge jw, les longueurs des polygones sont entre 1 et 1+ €.

On introduit de nouveaux points x& et y&, de fagon a ce que

. Ca (et
Iy =X = Iy - Vi)

On suppose que dans la jauge jw, c'est le polygone en y qui est le

plus long ; soit k1 1'indice tel que x& = X.
1

On a k1
: 1y !
g Jw(xi xi—l) > 1
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et donc k1
z Ii-vi) =t
et
T dgly! -my!) < e
izk,+1 Wi+l yl
1
Or ”z“ < jw(z) pour tout point de F, et donc
£ lly -villse.
i<k
1
pone  lly-y s e et llx-yy Il 2 lx-yll-lly-yy |
1 1 1
d'ou k,

4e < k§:1 ”(xl'(-xk—l.) - (yl;- yf(-l) ”

Soit K, l'ensemble des indices k tels que

On

On

Si

1
= xp ) = = vl = e gy Og-xg_p)s

l'ensemble des indices k tels que

|| (xl'(— xl'{_l) - (yl'(- yl'<-1) | < e jw(xl;— xl'{-l)

g Nxp-xp D-Gr-yp pllse = g -

k€K2

en déduit

v xr-xt )= (y) -y Y| = 2e .
k€K, k~ k-1 kK k-1

kEKl, on a :

g -xp - Gl-wp Dl = e gt -xp D

= 4e¢
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et d'apres le lemme 2

l(xf;'xfc—1> * (ylyc'yl':-l)l < |xf<"‘1’<-1| * Iyl'«“ yf<-1l BELTAS R PPRL IR

D'ou
sl (x! - x! )+ (y! -y )| < v IxL-x' +
k €K, k “k-1 k™ Yk-1 kek, & k-1
1
£ x lyr -y
kEK1 k k-1
-6 T julx)=x' )
1k€K1w K k-1
Mais on a
bX I| (x! - x! ) ~ (y! - y! )” > 2¢
k €K k k-1 k k-1
1
d'ou
g xp-xr A+ g llyr-yr Il = 2¢
kEKl k k-1 kEKl k k-1
et

. e . _
5 Jw(x& xk_l)-+l{2K Jw(y& y&_l) > 2¢
1

mais jw(x'-x'

— 3 [— i
k_1) = Jw(yk y _1) pour tout k, et donc

k

v o lxf-x! D+yl-y Dl v olxt-xt |+ v lyr-yr .| - €8
keg kT Tkl k™ Yk-1 keKlk k-1 k™ Yk-1
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Par conséquent, considérant le polygone formé des points xl::-xl'( 1t yl'(-yk'_],

. 'l et R . P L .
si kEKl, Xp = Xp g et Y~ Vg1 S k€K2, on en deduit, designant par zy
ces points

[ : 3 - -
E Izk Zk—1| < Jsc(x)+ JSe(y) 851 2y ,

et, puisque Y est arbitraire, on en déduit le résultat.

Lemme 4 : Soit W ne possédant pas la propriété d'arbre fini et €>0

fixé. Il existe une jauge ‘jV’ sur l'espace engendré par W, et une fonction

61(81), > 0 si e, >0, telles que

1
a) (1=-¢) jw(X) < jv(x) < jw(x)

b) jw(X) = jw(y) =1, “x—y” z e, impliquent

jv(X+y) < jv(x)+jv(y) - 61(e1).

Démonstration : Soit €>0 fixé ; soit jSe la jauge définie au lemme 3.

On pose

TCI R SR AN TS NI S S O SN S
v 2 e 4 “e/2 oKk+1 e/zk
On a bien (1 -¢) JW(X) < jv(x) < Jw(x).

Supposons jw(x) = jw(y) =1, et [Ix-yll = ¢

1"

Alors e, 2 e/zk pour un certain k, et 1'on a

(-]
. 1
jox+y) = % - i, . (x+y)
Vv i-0 21-»1 8/21
= b iilj/'(x+y)+ klij/k(x+y)
ik o'tt "&4H1 2ttt "8
1
< z - J (x) + — J (y) +
i/k 21+1 8/2 ol 1 Ye/
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ou bi est le 61 du lemme 3 pour séﬁc.
On en déduit

jV(X+-y) < jV(X) + jv(y) s éi

Ceci acheve la démonstration de la proposition.

Nous allons maintenant donner quelques définitions permettant

de traduire les résultats précédents en termes d'opérateurs.

Définition : Soient E et F deux espaces de Banach, T un opérateur li-
néaire continu de E dans F. Nous dirons que T est convexifiant si W = T(BE)

ne possede pas la propriété d'arbre fini dans F.

I1 est clair que cette définition est invariante par isomorphisme
de E dans F. Si E = F et T = Id, elle signifie que 1l'espace est unifor-
mément convexifiable.

Il est également clair que le noyau de T n'y joue aucun rdle ; on peut

considérer T : E/KerT > F, et T est convexifiant si et seulement si T l'est.

Soient T : E - F et T' : E' - F'. Nous dirons que T' est finiment
représentable dans T si, posant W = T(BE), A T'(BE,), le couple (W', F')
est finiment représentable dans le couple (W,F).

Par conséquent T' est finiment représentable dans T si et seulement si

T 1'est dans T.
On va donner une condition équivalente a cette définition.

Lemme : Supposons que W soit total dans F et que W' soit total dans F',
Posons B = E/KerT, E'= E'/Ker T' .

T' est finiment représentable dans T si et seulement si, pour tout £>0
et tout sous espace de dimension finie Eg de ', on peut trouver un opé-
rateur Qjo . de Eg dans un sous espace de dimension finie E; de ¥ tel que,

H
pour tout x de Eg, on ait

el -l U, x| s el W
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Démonstration : a) Supposons la condition (1) réalisée. Considérons un

sous-espace de dimension finie Fé de F'. On peut l'approcher a ¢ pres
par un sous-espace de dimension finie de l'espace vectoriel engendré par W,
noté encore Fé pour simplifier. On définit un opérateur de Fé dans un sous-

espace de méme dimension de F en posant : A = T’ﬁ)_TFl

I1 est clair que A(Wé) €S (1+ €)W. Par ailleurs, pour tout y‘GFé nNw,

on a, d'apres la condition (1)

sl - thagh | < e

b) On suppose T' finiment représentable dans T. Soit
Ez un sous-espace de dimension finie de E'. Il est 1'antécédent d'un sous-
espace de dimension finie Fé de F'. Par hypothese, il existe un opérateur

A de Fé sur un sous-espace F0 de F avec ||Ao ” ||Agi” < 1+¢€ ; on pose

oe €
qlb,s - Aoe T
et on a
T Il - T UM | = ’ lrexll - lla, 20l | < e llxll
ce qui achéve la démonstration du lemme.
Proposition 3 : Soit T un opérateur de E dans F.

T est convexifiant si et seulement si 1'espace E peut étre muni d'une

norme équivalente, notée || Ilﬁ , vérifiant
u U . .
Ixllg <1, liyllg s1, llex-1yll 2 ¢ impliquent
U L L
eyl < lxlf + llyl - sce

Démonstration : a) Supposons la condition réalisée. Soit V 1'image par T

u’ A}
de la boule unité de E muni de || ||Eu V est équivalent a W, et on a

xtytev, lxt-yrllze = g (x vy < 5 (x) gy
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et donc W ne possede pas la propriété d'arbre fini dans F d'apres la
proposition 2, et T est convexifiant.

b) Suppesons T convexifiant, d'apres la proposition 2, il

existe V équivalent a W tel que si x',y' €V,

Ixt -yl ze , §,(x'+y") < Jy(x)+ 3, (Gy") - 6.

, . Ao
Soit D 1'image réciproque de V par T ; la jauge de D est la norme ” IIE
cherchée.
Proposition 4 : T est convexifiant si et seulement tout opérateur T'

finiment représentable dans T se factorise par une espace réflexif.

Démonstration : a) Supposons T convexifiant ; soit T' finiment représen-

table dans T. Alors (W',F') est finiment représentable dans (W,F). D'a-
pres la proposition 1, W' est relativement faiblement compact dans F'.
Donc T' est faiblement compact, et donc se factorise par un espace ré-

flexif d'apres le théoreme de Davis-Figiel-Johnson-Pelczynski.

b) Supposons que tout opérateur T' finiment représentable
dans T se factorise par un espace réflexif. Alors, pour tout couple (W',F')
finiment représentable dans (W,F), W' est faiblement compact dans F'.
D'apres la proposition 1, ceci implique que W ne possede pas la propriété

d'arbre fini dans F, et donc que T est convexifiant.

Mais ceci n'implique pas que T se factorise par un espace super-

réflexif. En fait, on a

Proposition 5 : La condition '"T convexifiant" est nécessaire, mais non

suffisante, pour que T se factorise par un espace super-réflexif.

Démonstration : a) Si T se factorise par un espace Y super-réflexif,

soient u : E - Y, v : Y - F tels que T = vou. Soient W = T(BE),UQ :ll(BE).

La boule unité de Y ne possede pas la probriété d'arbre fini ; il en . st
donc de méme de € , qui y est inclus & une homothtie prés. Mais si W

possédait la propriété d'arbre fini dans F, on pourrait trouver, pour tout n,
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n . e .,
2" points (xl,...,x n) formant une (n,e)-branche ; on vérifie aisément
2

. . . €
que leurs antecedents yl,...,yzn danstﬂfformeralent alors une (n’WTVﬂ—)'

branche dans Y.

b) La condition n'est pas suffisante. Considérons 1l'espace
d'Orlicz L?([O,lj,dt), avec ¢(t) = t(1+ Log(1+1t)). Puisque ¢(t) = t, on a une
injection canonique i de 1l'espace d'Orlicz L? adans Ll. L'image de la boule

unité de L? par i est l'ensemble des fonctions de L1 qui vérifient

J‘1 l£(t)] (1+ Log(1+ £(t)]))at < 1 .
0

Notons W ce sous-convexe de la boule unité de Ll.
Lemme : W ne possede pas la propriété d'arbre fini dans Ll.

Démonstration : Supposons la conclusion fausse ; soient fl"""f n les
2

points d'une (n,t)-branche dans W.

I1 résulte de la définition de W et des propriétés de 1'espace

d'orlicz LY que l'on peut trouver un nombre M> 0 tel .que ¥ feEW, on ait

[leolat < e/4
lf|:>M

Posons T = f si |f| <M, ¥ = 0 sinon.
On a donc

Hf—TH 15 e/4
L

Puisque f £ n vérifient les conditions d'arbre, on a

IR
1 2

Hf2i “fai

et donc



XVI120

et de méme

~

”?21 * 1oy ) Toio” ?21+1“ )

1 .
2 2 3 My £y ) = (g o £55. )
B [‘fzi"le) AP ?2i-1) - (gi0- i“2:’”.2) LT PRI PYSRR I
1 q €
25 Dy ety - (g 5oty Pl - 3
> g/2
Les fonctions T}, i = 1,...,2“ forment donc une (n,%)—branche dans W.
Mais on a : llT}I' 2 < fﬁ_, et, puisque les conditions définissant une branche
L

2
sont satisfaites dans Ll, elles le sont a fortiori dans L. En effet,

par exemple

1k4

pi = Tagqll o 2 Ny -7

21 21—1” 1

> g/2
L2 L

. 1 . n €
Les fonctions M T}, i=1,...,2, forment donc une (n,EjﬁT)-branche dans

la boule unité de L2; il est impossible que ceci se produise pour tout n,

2 . ,
car L est uniformement convexe.
Ceci acheve la démonstration du lemme.

Supposons maintenant que l'injection canonique i : LY - L1 se facto-
rise par un espace Y super-réflexif. Celui-ci ne peut contenir li unifor-
mément, puisque les points de la base canonique de 1i forment une (n,2)-
branche pour tout n, et donc il est de type p-Rademacher pour un p>1

(voir [7]). Par conséquent, d'apres [6], il existe une fonction ¥ telle
i(x)p 1/p ®
que (f‘l—jr—l dp) < ||x” 9 pour tout x €L'. Il existe un nombre M tel
N L

que l'ensemble A = {t,lw(t)l< M} soit de mesure non nulle ; on a donc

=]

1/p
(F i(x)|Pap) < x|l
“A LY
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P
et ceci prouverait que toutes les fonctions de L7 ont des moments d'or-
dre p sur un méme ensemble A de mesure non nulle, ce qui est impossible

pour la fonction ¢ choisie.
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