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XV.1

1. INTRODUCTION

Au cours de ces 3 seances seront exposes quatre articles d’An-

Bir--unel et Louis Sucheston. H. Fong ayant (oilaborc a 1’un d’eux, et

qui sont :

[1] - On B-convex Banach spaces. Math. Syst. Th. 1973, pp 294-

299.

v~~ -~ On J-convexity and some ergodic super-properties of Banach spaces.
Trans A- M; S.

f3) - (avec H« Fong) - An ergodic super-property of Banach spaces, defined

by a class of matrices - Proceedings a

[4] - Equal signs additive sequences.

Pourquoi des ergodiciens ont-ils etc amenés a s’intéresser aux

suites born6es dans un Banach ? On sait qu’une condition suffisante de

réflexivité d’un Banach X peut s’6noncer ainsi : de toute suite bornee (x )
n

on peut extraire une sous-suite qui converge fortement au sens de Cesaro.

(Nous dirons d’un tel X qu’il possède la propriété de Banach-Saks).

(Yí) = (xk, ) est cette sous-suite, on aimerait pouvoir 6crire :
1

T etant une isometric de X dans et voir s’ il est possible d’ap-

pliquer le théorème ergodique en moyenne a T.

En general, il n’y a aucune raison pour 1’existence d’un tel T,

associé à une quelconque sous-suite de (x n ), même si = ct, mais,

et c’est IA le résultat essentiel de ~1.~’ il est possible de construire

une sous-suite (en excluant quelques cas triviaux) engendrant un autre

espace de Banach F, pour lequel T existe, et ceci de telle sorte que F

soit voisin de X, plus precisement de telle sorte que F soit finiment

representable dans X, ce que nous écrirons F f. r. X et dont nous donnons

la definition precise. 
’

Definition 1 : &#x3E; On dira que le Banach X1 est finiment representable dans

.l e Banach X~ si, pour tout e &#x3E; 0 et t out sous-espae de dimension finie
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Xi de ~l’ il existe un isomorphisme V : tel que

A propos de cette définition, rappelons le résultat celebre de Dvoretzki,

si dim(X) = 00, alors 12 f o r. X. 11 faut aussi mentionner la un résultat

de R. Co James relatif aux espaces B-convexes. Ces espaces ont été intro-

duits par A. Beck (1962) qui a donne la

D6finition 2 : Soit c E ]0,1[ et k entier &#x3E; O. L’espace X est appelé

(k,c)-convexe si, pour toute famille d’616ments de X, de norme ~.,

on a

Un Banach X qui v6rifie les conditions prec6dentes pour au moins un

couple (k,c) est dit B-convexe.

Le theoreme de James est alors

Theoreme 1 : X n’est pas B-convexe si, et seulement si 11 f. r. X.

James a aussi démontré que

Theoreme 2 : Si X est ( 2-c ) -convexe pour alors X est ref 1 exi f

et même super-reflexif .

Le pr6fixe "super" dans le dernier 6nonc6 a la signification suivante.

Soit P une propriété qu’un Banach peut poss6der ou non. On dira que X a

la propriété "super - P" si Y f. r. X # Y a la propriété P.

En fait, récemment Enflo a caracterise les espaces super-reflexif s
de la façon suivante :
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Théorème 3 : Un Banach est super-reflexif si, et seulement ql, il est t -

formément convexifiable..

Observons maintenant que la (2-e)-convexité est une super-propo

en ce sens que : (X est (2-e)-convexe et (Y f. r. X) # Y est 2-£ convex.

De ceci d6coule immediatement le dernier point du théorème 2. Notons

aussi que la B-convexit6 est une super-propriété. Soit X, B-convexe et

Y f. r. X~ Si 1’ on avait 11 f . r. Y, par transitivite on en deduirait

11 f. r. X, ce qui est une contradiction.

II. Precede d’extraction de "bonnes sous~-suites",

Le résultat essentiel de ~1 ~ est la proposition suivante où

S d6signe 1’espace vectoriel des suites réelles à support fini.

Proposition 1 : Etant donn6 un Banach X et une suite born6e (x ) dans X,
- n

il existe une suite (e ) extraite de (x ) et une application L : S -- lR ,
n n P

telles que,

La demonstration repose sur le theoremc combinatoire de Ramsey,

Theoreme 4 : 1 Soit X 1’ensemble des k- uples n = 29 ’.-,nk), d’entiers

distincts. Si X = X’ U X" est une partition de x, il existe une partie

infinie I de lN telle que tous les n dont les composantes sont dans I

appartiennent au m6me sous-ensemble :K’1 ou X"o

JR y d6finie par
+

a etant fixé dans S.

gs est bornée, 0  Y(n)  a. Supposons que a . - 0 si j &#x3E; k et posons
J

il existe alors une suite croissante d’ entiers 11 9 tel l e que, par
- a - 

n 
I

exempl e 0  Y(n)  a si les composantes de n sont pr i ses dans (i n).
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Puis on itere 1’argument en partageant en deux 1’intervalle [0,a]. 11
2

est clair que la suite extraite de (x ) donnee par la suite diagonale (in)
n n

vérifie 1’6nonc6 de la Proposition 1 pour un certain nombre L(a).

On considere alors les a E S, a coordonnee,s rationnelles. On

les ordonne d’une fayon quelconque. Une application supplémentaire de la

méthode diagonale donne le résultat cherch6 pour ces a, à coordonnées

rationnelles. Un argument de continuité evident acheve la démonstration,.

0

Nous supposerons maintenant qu’une telle sous-suite a été

choisie et nous la noterons (en). On pourra aussi supposer que (e )
n n

est une famille libre, quitte éventuellement a extraire une autre sous-suite.

Sinon, on possede deja une sous-suite convergente dans X. Soit y 1’appli-
cation 1 ineai re injective de S da.ns X, donn6e par y(a) = E a. ei . Il est

i i i

clair que 1’application 
1 

I IL

est une semi-norme sur 

Lemme 1 : Si pour un a E S, a = 0, on a L(a) - 0, la suite (en) est une
n

suite de Cauchy.

Supposons par exemple a = (a1, a2, a3, 09 0... ) et 0.

Pour c &#x3E; 0 et un certain entier -0, les en-

trainent que

qui impliquent a leur tour
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En resume . deux cas se present ent :
- ou bien, il existe une sous-suite convergente extraite de (xn),
- ou alors, il existe une sous-suite (e n ), telle que l’appllca-

tion

soit une norme sur y(S). On pourra aussi supposer que le i I = 1.
i

Lemme 2 : La norme précédente est invariante par translation et par

Wtalement", ctest-à-dire que, pour tout a ES, et toute suite croissante

d’entiers (k), on a
i

C’est une conséquence immidiate de la proposition 1.

Proposition 2 : Si y(S) est un espace norm6 et F le compl6t6 de y(S),
alors F f . r. X.

Soit F’ un sous-espace de dimension finie de F et (f 1 p une baseI P
de F’. Si c est donn6, on peut approcher les ft 1 par des combinaisons
linéaires des en et choisir m, tel qu’il existe dans E = 

n 1 p 1 2y m

ie sorte que l’application linéaire U définie par Uf! = f" soit un iso-
I i

morphisme de F’ dans Itespace F", engendre par les f’i, qui vérifie la con-

lition

D’autre part, 1’application lineaire T : y(S) - y(S) d6finie
par aiei+1 ; a ES, se prolonge en une isom6trie de F dans F.

i i

m 

I 
m

Puisque lim a.e.) !I = ~ I E on peut aussi considérer la
n -~ 

I

famille TnlE comme une famille equicontinue d’applications linéaires de
E dans X, en munissant E de la norme induite par celle de X. Si K est

une partie compacte de E, II rnx II converge uniformément sur K, ce qui montre
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1’existence d’un entier q, tel que Ilop6rateur W = Tq satisfasse a la con-

dition

Al.ors, 1’application lineaire V = WU v6rifie les conditions cherch6es.

is

III. Propriétés de 1’isométrie T : F -&#x3E; F et de liesj2ace de Banach F.

R6sumons les propriétés deja vues de F. Le sous-espace y(S)
est dense dans F et la norme I de F est invariante sous 1’etalement, en

restriction a Y(S). Llop6rateur T est une isométrie de F dans lui-m6me.
Pour chaque n, désignons par F n le sous-espace ferm6 de F engendre par les
(ei : La suite F est décroissante. Soit F o On a

i n n
n

Lemme 3 : Un element y de F est dans F~, si et seulement si y = Ty.

Supposons d’abord y E F~. Pour tout c et tout entier n, il existe E Fn,
tel que Soit p un entier a partir duquel a . = 0 si j ~ p.4 

, .. . 1 ~ . ,,I1 existe aussi y(b) E F , vérifiant y - Y (b) |  e. Par invariance sous l’éta-
p e ..4 , .

lement, on a done I  -. Puis, par isométrie I  - .2
On en déduit c, at enfin Y - Ty.

Inversement si y = Ty, t Par récurrence, on d6montre que y E Fn, y
pour tout entier n, ce qui donne y e F .

Remarque : Une consequence de ce qui precede est elaeF2. Sinon, on aurait

F2= ~ .. , puis y qui entrainerait ce qui est absurde s

Les sous-espaces Fn forment donc une suite strictement d6croissante.
n ,



XV.7

Soit a ; la forme lin6aire d6finie par

Il est aise de verif ier que E ai --- 0, si et seulement si 
i

Si a n’est pas continue, (1- T)F est dense dans F et dans ce cas F co (0~
Donc 1’hypothese F / (0) entraine que a soit continue et se prolonge a F
tout ent ier. Tout element y de F peut s’8crire y = ael + z avec 
et alors a(y) = a. Si YEF., a(y) / 0 lorsque y,~ 0, d’ ou 1’ on deduit que

dim 1. La somme directe topologique F = Foo + (1- T)F en decoule aus-
sitot.

N

La proposition 3 montre que T verifie le théorème ergodique dans le cas

ou F = (1 - T)F, ou bien F = (1-T)F et dans chacun de ces cas, on aCO

uniformément en r E lN, pour un element 

Pour énoncer la proposition suivante, il nous faut donner une

d8finition.

D6finition 3 : Une suite bornee (u n ~,d’un espace de Banach F, sera dite

stable s’il existe u E F, tel que

et ceci, uniformément sur 1’ensemble des suites croissantes d’entiers 

Remarquons qu’une suite stable possede la propriété de Banach-Saks.

Proposition 4 : Si le shift T v6rifie le theoreme ergo ique dans F, il

existe une sous-suite de la suite (e ), stable dans X.
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Pour chaque c :y 0, il existe un entier N(e)y tel que

Il existe aussi un entier lfi(c,p,q) , défini si p,q ~ 1~( E) , tel que, pour

tout systeme d’ entiers n 1 n 2 ... np  n P +1  ...  n P + , q si 
on ait

Choisissons alors une suite d’entiers Pn, verifiant les conditions :
n rt

Considérons, dans X, la suite

entraine que donc que (E) converge dans X vers un
n

element 1. Considerons les termes e. 1 --S d’indices i, pris dans la suite

et appelons ces 616ments Yl’Y2’... en les prenant dans cet ordre.

L’inégalité (1) entraine aussi que
n

Soit maintenant (i ) une suite strictement croissante d’entiers et con-
n

sid6rons la s6ouence &#x26; Pogons pour simplifier 
1 2 n 11
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Les eucli-diennes

d6finissant les entiers ë
11 résulte alors de 1’ inegalite (2), que

est major6e en norme 11.1’, par

En divisant par n, on obtient

et ceci achève la preuve de la stabilité dans X de la suite (yn).

p

D6finition 4 : On dira qu’un espace de Banach X est stable si toute suite

bornee dans X, contient une suite extraite stable.

Paul Erd8s et Magidor ont démontré l’identité des espaces de Banach stables

et de ceux qui possedent la propriété Banach-Saks: Il est clair que 1’on a

les implications suivantes

Stabilité =&#x3E; R6flexivit6 - Ergodicité,
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en convenant de dire qu’un Banach est ergodique si chaque isométrie lin6aire

v6rifie le théorème ergodique. Nous sommes maintenant en mesure de prouver le

Théorème 5 : Les propriétés de super-stabilité, super-réflexivité, super-

ergodicit6 sont equivalentes.

Il est clair que super-stabilite =&#x3E; super-reflexivite =&#x3E; super-ergodicité.

Supposons que X soit super-ergodique et soit Y unespace de Banach, finiment

representable dans X. Si (yn) est une suite bornee dans Y, qui ne soit pas une
n

suite de Cauchy, il existe une bonne sous-suite (en) de (y ) qui definisse
n n

un espace de Banach F, tel que F f. r. Y. Puisque F f. r. X, le shift T sur

F v6rifie le theoreme ergodique et, par la proposition 4, (e ) contient une
n

sous-suite stable dans Y. Done Y est un Banach stable et ceci prouve que X

est super-stable, ce qui acheve la démonstration.

IV. L’espace G de type E.S.A. Application aux Banach uniformément non carrés.

Compte tenu du r6sultat, deja mentionn6, d’Enflo, un espace de

Banach est super-stable ou super-ergodique si, et seulement si, il est uni-

formément convexifiable.

Nous avons vu comment, a toute suite bornee dans X, on peut associer

une bonne sous-suite et un espace de Banach F, finiment représentable dans X,
et admettant des propriétés assez simple relativement a un shift d6fini sur F.

Ncus allons maintenant simplifier la situation en construisant, dans le cas

ou le shift ne satisfait pas au theoreme ergodique, un autre espace de Banach G,

finiment representable dans F, muni d’un shift ayant des propriétés encore

plus simples que celles du shift sur F.

Soit a E S et, pour fixer les id6es, supposons que a = 

Pour tout couple d’entiers &#x3E; 0, n1 et n2, posons
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Par raison de convexit6, on voit ais6ment que

quels que soient les entiers &#x3E; 0, nl.,n ni,nl. On d6duit de IA que1 2 y 1 2

et, il est immédiat que ( . ( est une semi-norme sur y(S), majorée par

) . ). 11 est aussi clair que | . ( est invariante sous l’étalement.
0

Si le shift T sur F est ergodique, alors 
. 

( el - e2 ! , = 0.

Sinon nous affirmons que ( . I est une norme, ce qui se voit a partir
.. .

de 1’importante propriété suivante.

Preposition 5 : Soit a E S et supposons que pour un indice k, 0.

Alors, on a l’égalité

On peut se limiter au cas ou aa  &#x3E;0. Supposons d’abord que

soit rationnel. On peut alors ecrire ak= pa, ak+1 = qa’ p et q 6tant

detix entiers &#x3E; 0. Parmi les termes M(nl,n2; a), on a ceux de la forme

et le second membre de cette 6galit6 est un terme M(nl,n ; a’), associe
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a 1’ element tp(a’) = y (a) + ak+l ( ek -ek.+l ). Puis, on appl ique un argument
6vident de continuité pour achever la démonstration.

0

Corollaire : Soit a E S’ Si sont des coordonn6es consecu-

tives de a, on a Ilin6galit6

Il suffit bien entendu de considérer deux termes consécutifs a k e k +a k+I e k+1 .

Commençons par examiner le cas particulier ak= a, ak+l=-a, et ecrivons pour

simplifier u = E aiei, v= E a.e.. Soit n un entier positif et m un
ik

autre entier suffisamment grand pour que 1’on puisse 6crire, par inva-

riance sous l’étalement, les égalités

On en tire

et encore

Faisant tendre n vers 00, onendeduit Ie resultat cherche. Si maintenant

a.+ a..= p n’est pas 1’un des ak ou Ie même signe

que -~ ; supposons que ce soit a . En appliquant la proposition 5, on a
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Nous pouvons maintenant prouver qiie 
o 

I est une norme si ) e 1 - e 2 ! ) / O.

Soit a = (a.~a ~...) ES et supposons a 1 / 00 8i ! 
. t = 0, on a aussi

) a1e1 +be2 ! = 0’ en appliquant Ie corollaire avec b = i&#x3E;i a.. On ne peut
’ " " " ’ 

pas avoir d’ après l’hypothèse ! ( eI- e2 ( / 0.

En outre, l 1 al+bl.l ) et ) I I "" ! e ) / 0 entraine
que = 0, ce qui entraine une contradiction

En r6sum6, si T ne v6rifie pas Ie théorème ergodique dans F,

) . j est une norme sur y(S) et Ilon notera G Ie complété de pour cette

norme. La norme I . I a la propri6t6 6nonc6e dans la proposition 5 et

nous dirons que la suite (e n), engendrant G,est E. S. As pour G (equal signs
additive sequence).

Proposition 6 : Lorsque 1’espace de Banach G existe, on a aussi G f. r. X.

La démonstration est la mgme que pour 1a proposition 2 et nous laissons

la vérification au lecteur.

Donnons tout de suite une application de ces espaces G.

Théorème 5 : Les espaces (2-e)-convexes sont super-réflexifs.

Commençons par prouver que G est uniformément carr6, c’est-à-dire que G

n’est pas (2-c)-convexe pour tout c, si G ne contient pas de sous-espace

isomorphe A c . En effete cette dernière hypothese implique que
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Pour démontrer cela, posons y u2 = e. - e4 .1 ’. ’., et considérons

le sous-espace U de G, engendre par les u.
i

Soit x I r- S et supposons que supp(x’) Csupp (x). En utilisant le

corollaire, on voit que

qui donne aussit6t,

pour tout choix des ±1. On d6duit de là que, si
1

suite born6e, U - C 0. o

Soit alors n un entier positif et u et v les vecteurs de 

donn6s par

ou K est choisi de telle sorte que
n

En appliquant la

propriété E. S. A., on obtient

Ainsi pour tout en choisissant n suff isamment grand, on peut

trouver deux vecteurs unitaires u et v, tels que

ce qui fl8montre que G est unif ormement carrê.

Soit alors X un Banach (2-c)-convexeo Toute suite born6e dans X contient
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une sou;-,&#x3E;uite stable, sinon il existerait un G f r X, ne contenant

pas C , y et cela conduirait a une contradiction puisque la (2-e)-convexité
o

est une super-propriété. Donc X a la propriété de stabilité et m8me de

super-stabilité.
o

Voici une aut re propriété importante de G.

Théorème 6 ~ La suite (e ) est une base conditionnelle de G. Si G ne
20132013201320132013201320132013 n

contient pa,s Co, alors (e ) est "boundedly complete". e
o n

Introduisons de nouvelles notations. Soient Nous 6crirons

yLx (resp.zRx) pour exprimer q,ue le support de y (resp. de z) est a gauche

(resp. a droite) de celui de x.

Etant donn6 x E y (S) , posons

Lemme : L’application x est une norme E.S.A. et monotone,

equivalente à | . sur 
. c

Le corollaire montre que , en choisissant

et par continuity on voit que cet infimum est atteint pour un

couple D’autre part, , est une semi-norme monotone, en ce sens

que

et c’est évidemment une semi-norme E. S. A..

. On en déduite
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D’apres un r6sultat connu sur les bases, (en) est une base conditionnelle
n

de Banach, engendre par les e n relativement a la norme | . t, qui est

justement G.

Supposons de plus que Co ne soit pas contenu dans G. Soit (an) une suite
o n

r6elle telle que

n

et montrons que E a.e. converge dans G.
i=1

Lemme 4 : Sous les hypotheses qui viennent d’être faites sur a, la suite

(a1+...+ an) converge.

n

Posons S = a +...+ a . La suite S est bornée car ) I S ) I  | E a.e. I  C.n 1 n n n .~11.

Soient a = lim inf (S ) a + Y = lim sup (Sn) . Montrons que Y = 0.
n n

n 
n 

n 

Notons qu’il existe une suite croissante d’entiers (k.), tels que
J

Posons de telle sorte que

En appliquant le corollaire, on a pour chaque j,

qui prouve que Y est bien nul.

Maintenant supposons que la suite ne soit pas

de Cauchy. Alors il existe une suite croissante d’entiers n., et un nombre
J

D &#x3E; 0, tels que pour tout j, 
’ 

.
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Appliquant le lemme 4, on peut aussi exiger que

Posons ; alors pour chaque j, on a

et aussi, par le corollaire

cela donne, pour des entiers positifs k

et ceci implique que pour tout choix de signes ci = +1, on ait
i 

-

11 en r6sulte que C 
0 

est dans G, ce qui est incompatible avec l’hypothèse,
n

done la suite E a.e. est bien convergente.
i--l 1 I- ,


