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III.1

Dans tout cet exposé, on supposera p > 0.
§ 1. LE THEOREME FONDAMENTAL . .
bitopologique

Théoreme (III.1.1) : Soient E un espace a dual quasi-normé, G un espace

a quasi-boules compactes, u une application linéaire de E dans G, faible-

ment continue (i.e. pour o(E,E') et 6(G,G')). Alors u est p-sommante si

et seulement si elle est approximativement p-radonifiante, et, pour toute

probabilité cylindrique A de type p-approximable, Hu(k)”p < up(u)”K”:a

Démonstration
1) Supposons u approximativement p-radonifiante. Soit e = (e )nEIJune
suite infinie d'éléments de E, scalairement 1P, Soit ¢ = (c ) ENune

suite arbitraire de nombres > 0, de somme 1. Appelons A la probabllité

de Radon sur o(E,E') : A =X ¢ &
n 1
neN --5
(e ¥ oe)
On a u(r) = T < ) 1 , probabilité de Radon sur G. Alors
neN -=
(c,? ule,)) )
-= 1
* = * .
I e A
KN = E <, 6 -% + (z 6( ) converge étroitement vers A
~ 0sn<N (cn en) n2N+1

(pour la topologie étroite associée a o(E,E')), donc a fortiori
cylindriquement) et [/A

* < He”:, donc A est de type p-approximable, et
T #*
Hh“za = He“po Ensuite

N

i 1
1L, = (Pt NP = ([ fale) [Par()® -

A 1
T c |le.? PYP = |l
(2 el wle) P = uel,
Comme % est supposé approximativement p-radonifiante, de HeH* < +®
on déduit ”}“*a< +®, donc |lu( K)H < +» donc ”u(e)“ < +o, u(e) est 1Y,

Donc u transforme toute suite scalalrement 1p en une suite 1p on déduit

de la proposition (II,3 ;4 ) que u est p-sommante.

2} Supposons u p-sommante. Soit A une probabilité cylindrique de type
p-approximable. Soit (X, ) un ordonné filtrant de probabllltes de Radon
a -apport fini. convergeant cylindriquement vers A, avec H)H SHKH*a
Puisque u est faiblement continue (ce qui était d'ailleurs necessalre(u,i

définir 1'image d'une probabilité cylindrique). u(Aj) converge
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cylindriquement vers u(A). Mais, si A, = £ c¢. & , on peut aussi
jon (e )
neN J,n
1'écrire A, = Z c. ) , et alors on a comme dans la partie
?
neEN Jon "1
(c? e, )
J,n J,n
1) de la démordstration, avec e, = (e. ) , 8 HK.P*=”e.H*,Hu(A.)H =|lu(e ).
J j:n neN 'e " d'p Jp Jp

Puisque u est p-sommante, on aura donc
_ : I * 3 : *q .
lau )l = fhate ) sn @) leg % <n (iA%< v (a) (ISR + €)

Or on a vu a la proposition (I.4) que 1'ensemble des probabi-
lités de Radon p sur G, telles que “p“p < M, est cylindriquement compact
donc fermé, si les quasi-boules de G sont compactes. Donc u(A) est aussi

de Radon, avec
"y *
”u(%)”p < np(u)(“k“pd+ e) donc < np(u)”k”pa, cqfd.

Corollaire (III.1.2) : Si u est faiblement continue, et si G= c(H',H),

H Banach (voir exemple (II,1,5)), u est p-sommante si et seulement si

elle est approximativement p-radonifiante.

Corollaire (III.1.3) : Si u est faiblement continue, et si G est un

quasi-Banach séparé par son dual, u est p-sommante si et seulement si

elle est approximativement p-radonifiante de E dans d(G",G’) (voir
exemple (II,1,8)).

§ 2. PASSAGE DE G" A G

Dans tout c¢¢ paragraphe, p étant toujours > 0, on supposera
que G est un quasi-Banach séparé par son dual (exemple (II,1,5)). On
cherche dans quel cas, dans le corollaire (III,1,3), on peut remplacer

s(G",G") par G lui-méme.

Lemme (ITi,2.1) (Phillips) : Soit G un Banach. Toute probabilité de

Radon ~ur +(G,G') provient. par 1'injection G = c(G,G'), d'une probabilité

de Radon (unique) sur G. Admis.*

¢ Voir Schwartz 2], proposition (XI,2,3).
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Proposition (I11.2,2) : Supposons réalisées les conditions du

corollaire {(1I1.1,3) gi u p-sonmante. Soit w une application linéaire

de & dans un quasi-Banach G1 (séparé par son dual) compacte, c.a.d.

snveoyant les quasi-boules de G dans des parties relativement compactes

de Gl’ ou faiblement compacte si1 G1 ¢>t un Banach. Alors wuest approxi-

mativement p-radonifiante de E dans G1 lui-méme.

Démonstravion : Solt A une probabilité cylindrique de type p-approxi-

mable sur E. Alors u(A) est une probabilité de Radon dlordre p sur

<{G",G*) donc portée par G = U RB", B" boule unité de o(G",G').
R>0
D'abord w est continue donc faiblement continue de G dans(Hf autrement

dit elle est continue de o(G,G') dans G(GlgGij; clle se prolonge. pait
continuité ou bitransposition, en une applicat:on linéaire contiinue ~'w

de O(G'*,G'), donc de o(G",G'), dans O(Gi*’Gi) Nous supposerons ensuite

w faiblement compacte. Alors ttw transforme les quasi-boules de 1l'espace
bitopologique o(G",G') en parties relativement compactes de G(Gl'Gi)’ donc
ttw(u(k)) est de Radon sur G(Gl,Gi), Ou encore, w(u(A)) est une probabi-

1ité cylindrique sur G dont 1'image dans G(Gl’Gi) est de Radon. D'apres

19

le lemme (III,2,1) de Phillips, si G, est un Banach, il existe une

1

probabilité de Radon v sur G, dont 1l'image dans O(G,Gi) est la méme que

celle de w u(A). Mais les pribabilités cylindriques d'un espace ne
dépendent que de sa topologie affaiblie, donc wu (1) et v, ayant meéme
image dans G(Gl’Gi)‘ cofncident, et wu()) est de Radon sur Gla Si main-
tenant G1 n'est plus un Banach, mais si w est compacte, u(A) est portée
par une réunion dénombrable de quasi-boules de o(G",G') donc wu (\) par

une réunion dénomkrable de compacts de G donc 1c1 encore il existe une

1 s
probabilité de Radon v sur G1 telle que wu (i) et v aient méme image dans
G(Gl'Gi)’ donc wu (A)= v est de Radon sur G Dans tous les cas

wu () est d'ordre o

1°

Corollaire (I11,2,3) : Dans les conditions du corellaire (III,1,3), S1

G est un Banach rétlexif, on peut remplacer o(G".G') par G: il en est de

meéme s1 G est un quasi-Banach, p = +o, E un Banach réflexift.

Démons=tration : Le premier cas résulte de ce que l'identité G = G est
farblem:nt compacte, le deuxieme de ce que l':identité E - E est continue
donc ®-sommante. et faiblement compacte, donc approximativement -radoni-

france
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Proposition (III,2,4) : Dans les conditions du corollaire (III,1,3),

pour E Banach, si 1 < p < +®, on peut remplacer o(G",G') par G.

Démonstration : Reprenons la factorisation de Pietsch :

EYey 17(z,v) 2 I 1P(z,v)

S

Yo

Puisque E est un Banach, v est continue, donc aussi j v donc u, . Mais
S, sous-espace vectoriel fermé de LP, est réflexif; et j, donc j v donc

uy est p-sommante.

Le corollaire (III,2,3) prouve que u, est approximativement

p-radonifiante de E dans S ; u2 étant linédaire continue de S dans G,

u = u,u, est approximativement p-radonifiante de E dans G.

Définition (III,2,5) : Soient E, G, des espaces vectoriels topologiques.

On appelle opérateur p-nucléaire (sous-entendu & gauche) de E dans G une

application linéaire continue admettant une factorisation

ol v et w sont continues, et ol a est la multiplication

(t nEN (a n)nEN

par une suite o € 10, € ¢ sip = +®) .

Si p = 1, on retrouve les opérateurs nucléaires de Grothendieck.

Proposition (1II,2,6) : Tout opérateur p-nucléaire d'un Banach E dans

un quasi-Banach G &t p-radonifiant

¢ Si p < 1, nous verrons méme ultérieurement un résultat beaucoup plus

fort : 1 est O-radonifiant , donc g-radonifiant pour tout ¢ 2 0.
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Démonstration : Soit A une probabilité cylindrique de type p sur E.

Comme v est un morphisme d'espaces a duals quasi-normés, v(A) est cylin-
drique de type p sur 1m, donc de type p-approximable parce que le couple
(1%, (1)) a 1a propr1été d'approximation métrique de (I,4). Alors o € 1P
peut s'écrire comme produit o = Y@, a = yan pour tout n € N ol BElp et
ou y tend vers 0. Alors @ estp-somﬁ%nte de 1° dans 1P (voir (1I,5,1)),donc
approximativement p-radonifiante de 1~ dans o((1P)",(1P)') par le corollai-
re (II1,1,3): comme y est compacte de 1P dans 1P, la propesition (III,2,2)
montre que yB = a est approximativement p-radonifiante de 1° dans 1p;

donc a(ir) est de Radon d'ordre p sur 1P: et alors son image dans G est

de Radon d'ordre p aussi.

Proposition (IIIw2i7) ¢ Soit p = 1. Dans les conditions du corollaire

(111,1,3) on peut remplacer o(G",G') par G, si E est un Banach réflexif

ou de dual fort séparable *. Plus généralement, si E, et E sont des

Ranach, et si y est une applicaticn linéaire faiblement compacte de E1

dans E, uy est 1-radonifiante de %hdans G.

Démonstration : Partons de la factorisation de Pietsch. L'opérateur jv

est intégral, au sens de Grothendieck, puisqu'il se factorise par
l'injection canonique L - Li. Alors, d'apres un théoreme de Grothendieck“
si E est de dual fort séparable ou si y est faiblement compacte, 1l'appli-

cation 1 jJv y de E, dans (Ll(Z,v)", ou i est l'injection de L1 dans son

1
dual fort (Ll)".est nucléaire ; donc, par (I11,2.6) elle est l-radonifian-
te. Si donc Kl est une probabilité cylindrique de type 1 sur E1,
de Radon d'ordre 1 sur (Ll\"ﬂ Mais i jvy = ij'u1 Y. ou j' est l'injection

de S dans Ll.

ijvy est

Introdursons la notion suivante. Soient U un espace vectoriel
séparé par son dual, F un sous-ensemble de U. On dit qu'une probabilité
cylindrique . sur U est scalairement portée par F. si. pour tout € € U!',
E(n) est portée par E(F). Si alors w est une application linéaire
faiblement continue de W dans U, et si v est une probabilité cylindrique
sur W, w(v) est toujours scalairement portée par w(W).Si en effet § € U',

ou bien Ew(W)= R, ey c'est fini, ou bien Ew(W)=0, alors Ew transite

¢ Exemple : E = (p, E' = 11"

¢¢ Voir CGrothendicck, These (M9mﬂira of rke Amer. Math. Soc.,n°16, 1955)

lerve partie. §4, u®3, coroliaire 2 ei corollaire 3, page 134.
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N

par W = 0, donc §w(v} est une image de & donc est &, portée par

ngﬂﬁ, Donc 1 j° Uy Y (Kl) est une probabilité de Radon sur(Ll)”m scalaire-
ment portée par 1 j ul(E) donc par ij' (S). Mais i 3° (S) est fermé dans
(Ll)", parce que L1 est fermé dans (Li)” et S ferm¢ dans LIA et que 1

et J' sont dvs isométries. D'autre part, si . est une probabilité de Ra-

don sur U localement cenvexe scalairemein’ portée par un sous-ensemble

fermé convexe I ae U, ¢ile est portée par F En effet. soit a £ F; 11

existe un voisinage ocuvert ccnvexe O de a gui ne rencontre pas F. donc
une forme linéaire continue £ sur U qui separe @ et F; aiors E(v) doit
étre portée par E(F) qul ne rencontre pas £{0), donc w(a)s\-@'l(g(a)));
(E(v3)(E(a@)) = 0, donc le support de v ne contient pas a, et v est bien
portée par F. Donc 1ci ij'uiy{ki) est de Radon sur (Li)“, pertée par

S. Donc il existe une probabilité de Radon p sur S. dont 17image par

13 est ij‘uiy(kl)“ Donc p et uly(Kl} sont des pro?abilités cylindriques
sur S, p de Radon, dont les images par 31’ dins (L7)" cofncident. Cela
veut dire qu'elles ont méme image par toute forme linéaire continue sur
S qui transite par ij'; c.a.d. par tcute forme linéaire continue sur S,
diapres Hahn-Banach denc uly(ﬂi) = o est de Radon sur S, et d'ordre 1
trivialement puisque L~ = L était 1-sommante. Donc uy(‘1)=u2u1y(hl) est

de Radon d'ordre 1 sur G | cgfd.

Proposition (IIIL238) : Sip<4+4w, et si G = H' est un dual fort

séparable d 'un Banach H‘? s1 les conditions du corollaire (III,1,3) sont

réulisées, on peut remplacer 5(G",G') par G lui-méme.

Démonsiration : OUn sait déja que., s:; . est une prohabhilité cylindrique

de 1ype p-approximable sur E. u{(i) est une probabiiité cylindrique sur

" dent 1'image par h'__g_,*(ﬂ‘,ﬂ) est de Radon d'ordre p (corollaire
(I11,1,2)). Mais H' est un Banach séparable, donc polonais; donc il existe
une probabilité de Ras n v sur Il telle que ov scit ou{r). Puisque v est
de Radon sur ¢ - I . s¢n 1mage de Fovurier % sur G' = H" est continue.

pour la topoicgie Gé de la convergence uniforme sur les compacts de G

[en effet. quelgque so11 ¢ > 0, 11 existe un compact K de G qui porte v

el '2‘;{ 9 ) <,
T ditti g oinsX §>dﬁ(x)9 d'ou

a © pres : alcrs différe d'av plus ¢ de € =

v
: - . K A
le resultat ' Dfautre part. . étant de type p deuc a fortiori de type 0.
VS . 1 . . X - . .
A est coniainve sur EY mani de sa nerme ” | {voir lemme de la proposition

¢ Exemple G = 11 |
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2 de 1l'exposé 1); mais u, p-sommante pour p < +®, est a fortiori g-somman-
te pour un q fini > 1, donc transite par un Sq c LY dont 1la boule

unité est faiblement compacte, donc 1'image par u de la quasi-boule uni-
té de E e-t contenue dans un faiblement compact convexe de H' (i.e. dans
un convexe compact de o(H',H")). Alors (u(k))A, image réciproque de

0 par ta ((u(2))" = Qotu) est continue sur H", muni de la topologie de

la convergence uniferme sur les parties G(H',H")-compactes convexes,
c.5.d. pour t1(H",H'), tecpologie de Mackey. Donc (u(k))A et U sont toutes
deux continues sur t(II",H'). Or les images de u() et v dans o(Il',H) coin-
cident, ce qui veut dire que (u(2))” et € coincident sur H. Mais H est
dense dans o(H",H') donc dans +<(1I",H'), donc (u(n))" = 0 et u(r) = v,
u(A) est de Radon d'ordre p sur G = H'.

¢ 3. SUPPRESSION DE LA CONDITION D'APPROXIMATION

Si E est un Banach, et si (E,E') a la propriété d'approxima-

tion métrique, on a vu au paragraphe 4 de 1'exposé I que toute probabili-
* *
té cylindrique de type p est de type p-approximable, avec HKHP = HKHpa,

donc, dans le corollaire (III,1,3), on peut supprimer "approximativement".

Voici un autre cas

Proposition (III,311) : Supposons E Banach. §i p 21, dans les condi-

tions du corollaire (III,1.3), on peut supprimer "approximativement".

Démonstration : Soit A une probabilité cylindrique de type p 2 1 sur

E. Reprenons la factorisation de Pietsch. Alors v(r) est cylindrique

de type p sur L (v est continue). Mais (L%,(L”)') a la propriété d'appro-
ximation métrique, donc v(») est de type p-approximable sur L”. Ensuite
LP est locslement cuuvexe etjest faiblement continue et p-sommante, donc
jv(A) est de Radon d'ordre p dans o((LP)",(LP)'). Comme jv = jlug,

jv(A) est scalairement portée par S, donc. éitant de Radon. est portée par
1'adhérence de S dans 6((Lp)”,(Lp)'), donc par o(S",S'). Donc elle est
1'image par j' d'une probabilité de Radon v de o(S",S'). Alors ul(h) et

v ont méme image par j'; alors, o(S$",S') étant la topologie induite par
s((1Py (LP)'). toute forme linéaire continue sur a(s".s') se prolonge

a d((!p)",(Lp)‘), douce u1<&) = v,ul(i) est de Radon sur o(S",S'). et par

suite ui ) = uzu (*) de Radon =ur J(G’.G')q d'ordre p. cqfd.

1
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Remarque : On vérifie aisément que si a la fois une condition du
paragraphe 2 et du paragraphe 3 sont vérifiédes, u p-sommante est alors

p-radonifiete de E dans G.

§ 4. RECAPITULATION

Soient E et G des Banach, pour simplifier, et soit u p-somman-

te de E dans G. Alors

1) Si p = +®, u est w-radonifiante dans o(G".G'): dans G si E ou G

est réflexif.

2) Si 1 <p<+», uest p-radonifiante de E dans G.

3) Si p =1, u est i-radonifiante de E dan- o(G",G'); dans G si E ou

G est réflexif, ou si E a un dual E' séparable, ou si G est un dual

séparable H' d'un Banach 1, ou si u est nucléaire:

4) Si p < 1, u est approximativement p-radonifiante de E dans o(G",G");

on peut supprimer "approx:mativement' si (E.E') a la propriété d'appro-

ximation métrique ou si u est p-nucléaire; on peut remplacer o(G",G')

par G si G est réflexif ou dval séparable H' d‘un Banach H, ou si u est

p-nucléaire.

Remarque : Ces résultats ne peuvent pas étre considérablement améliorés.
Pour p < 1., on ne sait pas si, lorsque (E9E') n'a pas la propriété d'ap-
proximaticn métrique. u peut ne pas étre p-radonifiante. Mais on sait
que. i identité E = E., pour E Banach sion réflexif, n'est pas en

général w=-radoiiifiante; et que liinjection Lm(2$v) - Ll(Z,v), si v est

di1ffuse, nie~-t pas l-rvadonifianie.
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