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III.1

Dans tout cet exposé, on supposera p &#x3E; 0.

§ 1. LE THEOREME FONDAMENTAL 
bitopolosiqu~

Théorème LUI- i °1 ) ~ Soient E un espace à dual quasi-norme, G un espace7
à quasi-boules compactes y u une application linéaire de E dans G, faible-

ment continue (i.e. pour cf(E,E’) et Alors u est p-sommante si

et seulement si elle est approximativement p-radonifiante,et, pour toute

probabilité cylindrique X de type p-approximable, 
p 

~~ ’ 

~ 

P P P

Démonstration i

1) Supposons u approximativement p-radonifiante. Soit e = ,

suite infinie d’éléments de E, scalairement 1p. Soit c = 

suite arbitraire de nombres &#x3E; 0, de somme 1. Appelons À la probabilité
de Radon sur nÉlbl en 1 

.

nE]N -2013

(c P en)’ 

n

On a probabilité de Radon sur G. Alors

converge étroitement vers À

(pour la topologie étroite associée à o~E~E’)), donc a fortiori

cylindriquement), et , donc À. est de type p-approximable, et
Il j~ ~ P 

’ 

P

Comme A est supposé approximativement p-radonifiante, de ))et!  +00

on d é du l t, B1 t, Il *a  + co . don c Il u (:À.) Il  + 00 don c Il u ( e ) Il  + co , U p est l 1-&#x3E; .on déduit p +m, donc  +co donc  +Co, u(e) est 1

Donc u transforme toute suite scalairement lp en une suite lp; on d’éduit

de la proposition (11,3 ; 4 ) que u est p-sommante,

2) Supposons u p-sommante. Soit À une probabilité cylindrique de 

p-approximable. Soit /1, un ordonné filtrant de probabilités de Radon
J 

~ t it j ~a
il fini  convergeant cylindriquement vers O,, avec Î)1,)) a - t f in 1 , conver géant cyl indr iqu.ement ver s ~,, P P E~
Puisque u est faiblement continue (ce qui était d’ailleurs nécessaire 1

définir l’image d’une probabilité cylindrique), i u(,,. converge
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cylindriquement vers u(Â)* Mais, si on peut aussi

l’ écrire et alors on a comme dans la partie

1) de la démonstration, avec 1

Puisque u est p-sommante, on aura donc :

Or on a vu à la proposition (1.4) que l’ensernble des probabi-
lités de Radon g sur c, telles que M, est cylindriquement compact
donc fermé, si les qùasi-boules de G sont compactes. Donc u~~,) est aussi

de Radon, avec

Corollaire (III.1.2 i Si u est faiblement continue, et si G = 

H Banach (voir exemple ~II,1,~)), u est p-sommante si et seulement si

elle est approximativement p-radonifiante.

: Si u est faiblement continu, et si G est un

quasi-Banach séparé par son dual, u est -sommante si et seulement si

elle est approximativement p-radonifiante de E dans ~(G",G’) (voir
exemple (II,1,8)),

§ 2. PASSAGE DE G" A G

Dans tout c; paragraphe, p étant toujours &#x3E; 0, on supposera

que G est un quasi-Banach séparé par son dual (exemple ( II 91, 9 ~ ~ ) . On

cherche dans quel cas, dans le corollaire (III,1,3), on peut remplacer

par G lui-mëme. n

Lemme (lTl,2,l) (Phillï ~s : Soit G un Banach. Toute probabilité de

Radon FGr ~(G, G’ ) provient, par l’injection G -~ f(G,G’) , d’une probabilité
de Radon (unique) sur G. 

. Voir Schwartz proposition (XI,2,3)
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: Supposons réalisées les conditions du

()t’Ollaire et u p-sommante. Soit w une application linéaire
de G dans iin quasi-Banach G 1 (séparé par son dual) compacte, c.à.cl.

quasi-boules de G dans des parties relativement compactes

de Cr ou faiblement compacte si G e-t u.n Banach. Alors wuest approxj-

mat) veinent p-radoriit’iarite de E dans Gl lui-même.

Démonstration i Soit A une probabilité cylindrique de type p-approxi-
mable sur E. Alors est une probabilité de Radon d’ordre p sur

T donc portée par Q = U RB", B" boule unité de .

R&#x3E;O

D’abord B4l est continue donc faiblement continue de G dans Cir autrement

dit elle est continue de o«;,G’) dans eLle se prolonge, par

continuité ou bitransposition, en une application linéaire continue tt w
de o(G’ ,G’), donc de o~G~.G’), dans O(Gi ~G;) Nous supposerons ensuite

w faiblement compacte. Alors w transforme les quasi-boules de l’espace

bitopologique en parties relativement compactes de donc

est de Radon sur ô(G1,Gi). Ou encore, w(u(;~» est une probabi-
lité cylindrique sur Gi, dont l’image dans ô(G1,Gi) est de Radon. D’après
le lemme (111,2,1) de Phillips, si G 1 est un Banach, il existe une

probabilité de Radon v sur G1 dont l’image dans c(G,G’) est la même que

celle de w u(À).. Mais les probabilités cylindriques d’un espace ne

dépendent que de sa topologie affaiblie, donc wu (~.Ï ayant même

image dans coïncident, et wU(À.) est de Radon sur G~~ Si main-

Tenant G1niest plus un Banach, mais si w est compacte. uCÀ-) est portée

par une réunion dénombrable de quasi-boules de donc w u (À) par

itiie reunion denombrable de compacts de Gi, donc ici encore il existe une

probabilité de Radon ,,&#x3E; sur G 1 telle que wu et -,) aient même image dans

G ( G 1 ’ G.)~ donc w ii est de Radon sur G . Dans tous les cas

w li (.A) est d’ordre ,,

Corollaire Dans les conditions du corollaire ~III,1,3), si
G est un-lianach réflexif, on peut remplacer par G; il en est de

même si G un quasi-Banach, p = +m, E un Banach réflexif.

: Le premier cas résulte de ce que l’identité G - (é est

compacte, te deuxième de ce que l’identité E - E est continue

donc ~-sommante, et faiblement con!pacte? donc appioximativement oo-radoni-

t’i«nte
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Proposition (IIT,2~ : : Dans les conditions du corollaire (111,1,3),
pour E Banach, si 1  p  on peut remplacer ~ar G.

Démonstration : : Reprenons la factorisation de Pietsch :

Puisque E est un Banach, v est continue, donc aussi j v donc u1* Mais

S, sous-espace vectoriel fermé de Lp, est réflexif; et j, donc j v donc

u1 est p-sommante.

Le corollaire (III;2,3) prouve que u est approximativement
p-radonifiante de E dans S ; u2 étant linéaire continue de S dans G,

u = est approximativement p-radonifiante de E dans G.

Définition ~III~ 2~ : Soient E, G, des espaces vectoriels topologiques.
On appelle opérateur p-nucléaire (sous-entendu à gauche) de E dans G une

application linéaire continue admettant une factorisation

oh v et w sont continues, et oh a est la multiplication
- . - ~ . ’~’ 

,

par une suite « E i E de si p = +00).

Si p = 1, on retrouve les opérateurs nucléaires de Grothendieck.

: Tout opérateur Banach E dans
un qûasi-Banac.h G p-radonifiant ~.

o Si p  l, nous verrons même ultérieurement un résultat beaucoup plus
fort : ’ l est U-radonifiant , 1 donc q-radonifiant pour tout q z 0.
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Démonstration : Soit ~, une probabilité cylindrique de type p sur E.

Comme v est un morphisme d’espaces à duals quasi-normés, v(~.) est cylin-
00

drique de type p sur 1 , donc de type p-approximable parce que le couple

(1°’, (1°’l ’ ) a la propriété d approximation métrique de (1,4) ~ Alors a E lp

peut s’écrire comme produit o. = y~ , q u ri = 

n 
pour tout n où fiEl et

où y tend vers 0 , Alors (3 est p-somnÀn’e de 100 dans lp 

approximativement p-radomfiante de 1 dans par le corollai-

re (111,1,3); comme y est compacte de Ip dans lp, la proposition (111,2,2)
00 T)montre que y~ = a est approximativement p-radonifiante de 100 dans 1 ;

donc a(À) est de Radon d’ordre p sur 1 p ,,, et alors son image dans G est

de Radon d’ordre p aussi. ,,

r Soit p = 1, Dans les conditions du corollaire

(111,1,3) on peut remplacer c(G",Gl) par Ci, si E est un Banach réflexif

ou de dual fort séparable Plus généralement, si E1 et E sont des

Banach, et si y est une application linéaire faiblement compacte de El
dans E, uy est 1-radonifiante de E dans G.

Démonstration : Partons de la factorisation de Pietsch. L’opérateur jv

est intégral, au sens de Grothendieck. puisqu’il se factorise par
ce 1 , , , 

.

l’injection canonique L - Ll. Alors, d’après un théorème de Gruthendieck~~ 
si E est de dual fort séparable ou si y est faiblement compacte, l’appli-
cation 1 j v y de E dans L~~Z !a)", oû î est l’injection de L1 dans son
dual fort (Ll)".est nucléaire ; 9 donc, par (III,2.6) elle est 1-radonifian-

te. Si donc ~1 est une probabilité cylindrique de type 1 sur El, ijvy est

de Radon d’ordre 1 sur (L 1 Mais i jvy.=. , où j’ est l’injection
de S dans L 1 0

Introduirons la notion suivante. Soient U un espace vectoriel

séparé par son dual, F un sous-ensemble de U. On dit qu’une probabilité
cylindrique li, sur U est scalairement portée par F. si « pour tout E E U’ ,

~(4) est portée Si alors w est une application linéaire

faiblempnt continue de W dans U, et si °v est une probabilité cylindrique
sur W, w(~) est toujours scalairement portée par w(W)ftSi en effet 9 E U’ ,

ou bien R e7 c’est fini, ou bien alors Ew transite

~.r__~_..~..~.._..~...~r....~ r._~..-~.. --

6 Exemple : E = c°, E’ _ 11,.
.. Voir uf Math. 1955)

Ç.1; ru’3, corollaire 2 et corollaire 3, page ..
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par ~V 0, 9 donc est une image de 6 donc est ôç c¡ portée par
§u(W) Donc i j’ li1 ’-/ 1J"- 1 ) est une probabilité ’ de Radon sur scalaii.p-

ment portée par ij li1 (E) donc par ij’ CS) , Mais (S) est fermé dans

iL~ l "~ parc que L ~ est fermé dans (L ~ )’ et S fermé dans Li, et que 1

et j " sont îsométries,, D’autre part,, si ; est une probabilité de Ra-
don sur U lotalement convexe portée par un sous-ensemble
fermé convexe F ae U, est portée par F En effet- soit a ,É F; il

existe un voisinage ouvert ccfivexe Ci de a qui ne rencontre pas F. donc

une forme linéaire continue f sur U qui separe a et F; alors ~(v) doit

être portée par qui ne rencontre pas 0) , donc .J(Gl’ ,1§ ~(§(Ct))).:
i§(.v))(§(Q)) =- 0, donc le support de ne contient pas a, et Ni est bien

portée par F. Donc ici est de Radon sur (L~) " , portée par
S, Donc il existe une probabilité de Radon p s-ur s; dont l ’image 

i est Donc peut / sont dc, probabilités cylindrique
sur S, p de Radon, dont les images par 1,1 

0 

d,ns (L )" coïncident, Cela

veut dire qu’elles ont même image par toute forme linéaire continue sur

S qui transite par ii c-a.d. par toute forme linéaire continue sur S,

diaprés Hahn-Banach donc uly(Ai) = o est de Radon sur S, et d’ordre 1

trivialement puisque L~’ - L était 1-sommante. Donc est

de Radon d’ordre 1 sur G , 9 £gfdo

(III 2 8 : Si p  +co, et si G = H est un dual fort

séparable d un Banach Il*, si les conditions du corollaire (III,1,3) sont

on peut remplacer (?(G"~G’) par G lui-même
.

Démon strat~K~n : On sait déjà que, sx &#x3E;. est une probabilité cylindrique
de ’ype p-approxlmable sur E. u(Fi) est une probabilité cylindrique sur

Il" dont l’image par 
l ,1 r ) est de Radon d’ordre p (corollaire

~111,1.2)). II r esi 11 n Banach s é par a b 1 e? donc polonais; donc il existe

une probabilité de 1; sur il telle que scit C5u(.*-,) , y~ Puisque v est

de Radon sur G - II c scn image de sur G~ t n H" est continue,

pour la t.opni;gie de la convergence uniforme sur les compacts de G

[en effet, ii;.lque seiT r &#x3E; 0., il existe un compact K de G qui porte B)

à F près t i 21 Î) d i 1 r (-- r e ,l au. p 1 u s e ci e / r) - :2 i j1~  x ~ S &#x3E; d () d! oha ~ près ~ diffère d’au plus 8 (e ~ ~ 
~K r 

e 
" ~ dB(x), d’ou

le résultat-’ D’autre part. ,. étant de type p Cl~I1C a fortiori de t}pe 0

~ B est coî~jLnue sur E’ m’uM de sa norme ,j ’!" lemme de la proposition’Î est .ll!u.e sur E- nJi1111 d(-, sa ¡j ,i voir leiiirie de la propos11. Ion

. Exemp- 1 tà (r = l 1 II J -, ,’B
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2 de l’expose 1); mais u, p-sommante pour p  +°’; est a fortiori q-somman-

te pour un q fini &#x3E; 1, donc transite par un 5q Lq dont la boule

unité est faiblement compacte, donc l’image par u de la quasi-boule uni-

té de E est contenue dans un faiblement compact convexe de H’ (i.e. dans

un convexe compact de Alors (u(Â.) y") image réciproque de

"’’Î par "u i lv(&#x3E;~’0.1’)~ = B0 u) est continue sur H" , muni de la topologie de

la convergence uniforme sur les parties 0’(11’ ,I-IH)-cornpactes convexes,
c. à. d. pour i;(H",H’), tcnoiogie de Mackey. Donc (u(~)) et Ù sont toutes
deux continues sur Or les images de u(~,,) et B) dans coîn-

cident, ce qui veut dire que (U(~))A et ~ coïncident sur H. Mais H est

dense dans donc dans 1; (II" , H ’ ), donc (u ( )" ) ) /’ = v et u(B) = v ,

u(~,) est de Radon d’ordre p sur G = II’,,

§ 3. SUPPRESSION DE LA CONDITION D’APPROXIMATION

Si E est un Banach, et si (E,E’) a la propriété d’approxima-
tion métrique, on a vu au paragraphe 4 de l’exposé I que toute probabili-

té cylindrique de type p est de type p-approximable, avec = 
,

donc, dans le corollaire (111,1,3), on peut supprimer "approximativement".
Voici un autre cas :

: Supposons E Banach. Si p &#x3E; 1, dans les condi-

tions du corollaire (111,1.3), on peut supprimer "approximativement",

.Démonstration Soit ~, une probabilité cylindrique de type p ~ 1 sur

E. Reprenons la factorisation de Pietsch. Alors v(À) est cylindrique
de type p sur Loo (v est continue). Mais (L~, (L~°1 ’) a la propriété d’appro-
ximation méi,rique, J donc v(~) est de type p-approximable sur L co 0 Ensuite

LP est localement ((dlvexe etjest faiblement continue et p-sommante, donc

jv(".) est. de Radon d’ordre p dans (?((L~)’’,(L~)’). a Comme jv = jlui,
jv(B) est scalairement portée par S, donc. étant de Radon. est portée par
l’adhérence de S dans ~((l~)",(l~)’), donc par o(S",S’). Donc elle est

l’image par j’ d’une probabilité ’ de Radon m de 0(5".5’). Alors u 1(;~) et

’J ont même image par j’; alors, c(S",S’) étant la topologie induite par

’) , toute forme linéaire continue sur J(8",,8’) se prolonge

a doue u ,,u,(À) est de Radon sur et, paril 0 ( 1 1 "’ "~ , (LP &#x3E;  &#x3E; , d 0 1 i l’ U 1 ( 1 ) =. ,., U 1 l’A &#x3E; est fi e Radon 8 u. r 0 S 1! ~ s ’ &#x3E; . e t, par

de Radon -’ur ,5(G.G~l . d’ordre 
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-z On vérifie aisément que si à la fois une condition du

paragraphe 2 et du paragraphe 3 sont vérifiées, u p-sommante est alors

de E dans G.

§ 4, I~CAP~U~T~ON

Soient E et G deo Banach, pour simplifier, et soit u p-~somman~

te de E dans G. Alors :

1) Si P = u est oo-radonifiante dans «. dans G sï E ou G

est réflexif.

2) Si 1  p  u est ~p-radonif iamt~e de E dans G.

3) Si p = 1. u est 1-radonifiant,e de E dan,-, dans G si E ou

G est réflexif, s ou si E a un dual E’ séparable, a ou si G est un dual

séparable H’ dl-un Banach II9 ou si u est nucléaires

4) Si p  1, u est approximativemenï p-radonifiante de E dans 9

on peut supprimer si (E~E’) a la propriété d’appro-~

ximation ou si u. est p-nuc~INaïre4 on peut rer~pla~cer 

par G si G est réflexif ou dual sé arable IIP d’un Banach II, ou si u est

p-nucléaire.

Remarqu e : Ces résultats ne peuvent pas être considérablement amélîorés

Pour p  1, on ne sait pas ?i, lorsque (E,E’) n’a pas la propriété d’ap-

proximalion métrique, ; u peut ne pas être p-radonifiante. Mais on sait

que« 1. identité E - E, pour E Banach non réflexif, 9 n’est pas en

gênerai 00- rad 0 J ¡ l f i an te. et que Ilinieetîon si v est

diffuse, ’; n";, l pas 1-r’adoi&#x3E;ifiantea n
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