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§ 1. DEFINITIONS SUR DES evt

(1.1) On appelle espace vectoriel E & dual quasi-normé la donnée d'un

couple (E,E'") d'espaces vectoriels sur R ou €, en dualité séparante}

et d'une quasi-norme ” sur E' pour laquelle la quasi-boule unité est
o(E',E) bornée (ce qui revient & dire que 1'injection de (E',| ||) dans
o(E',E), est continue). On appellera E la topologie (E, || ”N)’ normée

sur E, ayant pour boule unité (convexe équilibrée o(E,E')-fermée) la

polaire de la quasi-boule unité de E': c'est la topologie induite par

celle du dual fort E" (espace de Banach) de (E',|| ||), elle est donc plus

fine que o(E,E').

(1.2) On appelle espace bitopologique G la donnée d'un espace vectoriel

topologique (G,?;) = G, séparé par son dual (mais non nécessairement lo-

calement convexe) et d'une "quasi-norme H H a4 valeurs dans [0, +=]",

dont les quasi-boules sont bornées et fermées pour la topologie donnée 1

de G. Si Q est le sous-espace vectoriel des éléments de quasi-norme finie,

G, - (G,fs) est donc une injection continue. Mais en général,
(Q,H H) a une topologie strictement plus fine que la topologie induite
par sur G. Il importe donc de ne pas confondre ces deux topologies

(surtout si G est G lui-méme). D'olt le nom de bitopologique. Nous appelle-
rons QN l'espace (3 muni de la quasi-norme H H, alors que G et G seront
toujours considérés comme muni de la topologie i;. Les exemples (1.7)

et (1.8) seront particulierement démonstratifs des différences entre Gfs

et QV'

Ces définitions sont légerement différentes de celles de 1'ex-

posé I. Voici des exemples fondamentaux :

(1.3) Un Banach E définit un espace a dual quasi-normé, avec pour E' son
dual, muni de la norme duale H H. Alors H HN est la norme initiale de

E.

{1.3b1s) Il en est de méme si E est seulement quasi-normé, mais alors

EN est différent de E muni de sa norme initiale. Ainsi

(1.4) Prenons (E,E') = (1°1%), 0 < s <1, avec || || = || | _ sur ",

o . ~ . 1
c'est un espace a dual quasi-normé (et méme a dual normé). Alors
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(1.5) So:t F un espace vectoriel quasi-normé séparé par son dual F'.
Alors E = ~(F',F), E' = F, | | = || HF sur E', est un espace vectoriel
a dual quasi-normé Ici EN est le dual fort F' de F, espace de Banach.

(1.6) Un Banach G est un espace bitopologique, avec sa norme.

(1.7) Soit H un Banach. Alors G = o(H',H), avec pour norme la norme duale,

est un espace bitopologique.

(1.8) Soit G un quasi-Banach séparé par son dual. Son dual fort G' est
un Banach, et aussi son bidual G", et G ¢,G" est une injection continue.
Prenons E = o(G",G'); appelons quasi-boule unité B" de E 1'adhérence,
dans o(G",G'),de la quasi-boule unité B de G; elle est o(G",G')-compacte.
Elle définit sur o(G",G') une quasi-norme & valeurs dans [0,+®], ol G,
sous-espace vectoriel des éléments de quasi-norme finie, est le sous-es-
pace vectoriel engendré par B". Alors o(G",G'), muni de la quasi-norme
jauge de R", est un espace bitopologique, a quasi-boules compactes pour

sa topologie o(G",G').

(1.9) Soit E un espace vectoriel a dual quasi—normé. Soit E* son dual
algébrique. Considérons, dans G(E*,E), 1'adhérence B" de la quasi-boule
unité B' de E'. Elle définit, sur E*, une quasi-norme a valeurs dans
(0,+»], dont les quasi-boules sont compactes par G(E*,E); on fait ainsi
de O(E*,E) un espace vectoriel bitopologique & quasi-boules compactes.
De méme, si G est un espace bitopologique, le couple ((QN)',QN) est un

espace (QN)‘ a dual quasi-normé.

(1.10) Un morphisme d'espaces & duals quasi-normés, Elji;E, est une
3*

application linéaire v, dont la transposée tv : E' - E1, envoie la quasi-

*
boule unité de E' dans 1'adhérence RB

3
,» dans G(El,El), d'une boule RB;

. 't t
de rayon R de E!. Le plus petit R possible s'appelle quasi-norme “ Vh de

1

(1.11) Un morphisme d'espaces bitopologiques, G.i*(%j est une applica-
tion ! . nc¢aire, dont la restriction a Ql est continue de (Ql)N dans QN;

sa quasi-norme rv ﬂ est sa quasi-norme dans £(Q1)V;GN)

<
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§ 2. QUASI-NORMES DANS DES ESPACES DE SUITES

(2.1) Soit G un espace vectoriel bitopologique. Soit 0 < p < +=, et

soit g = une suite d'éléments de G. On posera

(e) hen

1
(zllg, PP sip < 4w,

lel,
lell.

]

sup llg |l
n

On dira que la suite g est 1P ou que g € lp(G))si ”ng < +@;

cela exige que g soit dans le sous-espace vectoriel G des éléments de

quasi-norme finie de G. Alors lp(G) = lp(Q) est un espace vectoriel, sur
lequel H “ est une quasi-norme, (si, sur G, “ “ est une r-quasi-norme,
rsi, | H est une Min (p,r)-quasi-norme). Si Gy est complet, on montre

(Figher- Rlesz) que 1P(G) est complet.

(2,1') On aura aussi besoin de considérer des valeurs de p finies < 0
Mais alors nous ne considérerons que des suites finies. Soit g = (gn)OSnsN
une suite de N + 1 éléments de G. On posera

O e, . %: .

gl

P OznsN 0snsN '&p
sip<o,?=|pl;
. loge, | T Nti
lelly = exp (2 —m-) = (
O<n<N OsnsN

”g”o n'est autre que la moyenne géométrique des éléments de la suite finie
g. Pour p < 0, si 1'un des g, est nul, ”g”p = 0; il n'est donc pas possible
d'identifier une suite de N + 1 é1éments a une suite de N + k + 1 éléments
dont les k derniers sont nuls. On a toujours Hg”p < + &,

Si 1l'un des g, est dans G - G, HgnH = +» donc ——lf:— = 0, et

e, |IP

il ne compte pas dans le calcul de Hg“p, Remarquons que p & “g“p ( quion
peut calculer, pour p 2 0, en identifiant g a une suite infinie dont

tous les éléments de rang 2 N + 1 sont nuls) est continue, sauf en géuné-

¢ Comme le montrera la proposition {(5.7), seules les valeurs > - 1 se-

ront en fait utiles.
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ral au point p = 0.

[Supposons d'abord tous les g, # 0. Posons A(p) E ”g “p

pour p £ 0, A(0) = N + 1. La fonction A est de classe c” sur ip avec
A (0) = E log”g II. Lorsque p £ 0 tend vers 0,
0<n<N
SRR g
- = [n .
lell, = (G = e T GiEhy
1
= (N+1)p exp | __gA(p)— log A(O))

1
1 A'(0 =
~ (N+1)p exp (A 0 ) = (N+1)p ”gHO’

donc, sauf dans le cas d'une suite & 1 élément (N = 0), Hg”p tend vers

+® quand p % 0 tend vers 0.

Si maintenant la suite g a k éléments # 0, 0 < k < N + 1,
”g” ~ kp ( I ] U)l/k, oh.TT-est le produit calculé sur les gn£(),

et [lgfl =0 si k<N+1].

(2.2) Soit E un espace vectoriel a dual quasi-normé. Soit d'abord p > 0,
et soit e = (en)nGIJune suite infinie d'éléments de E (une suite finie
peut alors étre identifiéde & une suite infinie & nombre fini de termes

£ 0). On posera

1
Hail® _ 2 , 2% .
0 Tlg)E (Sex [<ep 8>[7)P , pour p < 4=
He“:m =  Sup sup |<e ,§>| = sup He “E (de sorte que, dans le cas
igl|s1 neN neN "N
*
de 1'exemple (1.3) = (1.6) ou H ”E = “ ”E’ ”e”+m = He“+m)-
N
*
On dira que e est scalairement lp, e € <KP(E), si ”e”p <+ @
Alors <{1p E) est un espace vectoriel, sur lequel H H est une quasi-

norme (tres exactement une Min(p,1)-quasi-norme). D'allleurs g + (<e E>%€D
est alors une application linéaire continue de E' dans lp, et HeH

la qua<i-norme de cette application; de sorte que—&lp(E) c £(E',1 )’ et

que “ “: est la quasi-norme induite sur Jle(E) par I(E';lp).

On voit facilement que, si Ey est complet,.&lp(E) est fermé

dans £(E'; lp), donc complet, c'est un quasi-Banach.
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(2.2') Maintenant soit p fini < 0, et soit e = (en)Osn<N une suite finie
d'éléments de E. On posera
#* P 1
lell* = sup (3 |<e_,55[P)0
P Hgﬁsl 0<n<N
P
lelst o=nsw |<en:8>[P
pour p <0, p = |p|;
1
lell; = swp (T J<e, e+
lellst osnsN P
Si 1'un des e est nul, He“i = 0. Si au contraire tous les e, sont £ 0,

comme E' n'est pas réunion finie d'hyperplans, il existe au moins un §

. 3
tel que tous les <en,§> soient 4 0; donc ||e||p £ 0.

§ 3. LES APPLICATIONS p-SOMMANTES

(3.1) Soient E un espace vectoriel & dual quasi-normé, G un espace vec-

toriel bitopologique, u une application linéaire de E dans G. On dit

que u est p-sommante, -® < p S +o, s'il existe une constante M finie

2 0 telle que, pour toute suite finie e d'éléments de E,

(3.2) Ju(e)] M||el|:.

Pour p > 0, cette inégalité reste alors vraie pour une suite

infinie e, par passage a la limite. La borne inférieure des M pour

lesquels 1'inégalité ci-dessus est vraie s'appelle quasi-norme p-sommante

gf u, et se note np(u). Pour p > 0, l'ensemblelT;(E;G) des applications
p-sommantes de E dars G est un espace vectoriel, sur lequel np est une
quasi-norme (une Min (r,p)-quasi-norme, si “ H est une r-quasi-norme

sur le sous-espace vectoriel QN des éléments de G de quasi-norme finie).

Pour p < 0, et pour une suite finie (en)OSnSN’ 1'inégalité (3.2)
s'écerit
I NN U WD S S
P (e )P (e (@) lgllst osnsX [<e g1

pour p £ 0, p = |p[;
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TT e ) s (n (@)™ i TT <e &>
H§

0<n<N <1 Osnx<N

Quel que =o0it p, on voit que l'image par u de la boule-unité de EN est
contenue dans la guasi-boule de rayon up(u) de QN ; 11 suffit, pour

le voir, d'appliquer (3.2) & une suite e a un seul élément. Donc u est
linéaire continue de EN dans QN; et np(u) est au moins égal a la quasi-
norme de u dans S(EN;QN). Pour p = +», il est équivalent de dire que u

est ®-sommante ou qu'elle est continue de EN dans QN’ et

-r‘;(E; G) = L(EN;‘QN)anw(u) = Hull&(EY\I;qN)o

Proposition (3.4) : Soit p > 0. Pour que u, application linéaire conti-

nue de EN dans QN’ soit p-sommante, il faut et il suffit que 1'image

par u de toute suite e scalairement 1P de E soit une suite 1P de G.

Démonstration : Il est évident que c'est nécessaire, montrons que c'est

suffisant. Supposons que u ne soit pas p-sommante. Pour tout n € N, on

n)”: <1

. . n
peut trouver une suite finie e ), a N é1éments, telle que |le

et puo(n)w 2 2, Appelons e la suite infinie obtenue en mettant les

(n )

= +®, ce quli est contradictoire.

suites e les unes a la suite des autres ; on aura ”e“: < +o, “u(e)”p

Proposition (3.4bis) : Supposons EN et QN complets, et soit u une

application linéaire continue de Ey dans QN" Les trois propriétés suivan-

tes sont équivalentes :
1) u est i-sommante;
. . . . 1
2) u transforme tcute ~uite scalairement 11 de E en une suite 17 de Gy

\ . . 1
3) u transforme toute suite sommable de EN en une suite 17 de G.

Démonstration : L'implication 1 = 2 résulte de la proposition précédente.

. 1 .
D'autre part, toute suite sommable de EV est scalairement 17, donc 2 = 3.

Supposcas 3 réalisée L'espace S(EN) des suites sommables de EN est un
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sous-espace vectoriel fermé de 4511(E); comme dﬁl(E) est complet,
S(EN) est complet pour la topologie induite.

Alors u définit une application linéaire ¥ de S(E ) métrique
complet dans 1 (QN) métrique complet; elle est tr1v1alement continue quand
on munit 1 (QN) de la topologie moins fine induite par QN , puisque u
est continue de EN dans QN, donc son graphe est fermée, donc ¥ est conti-
nue. On en tire aussit6ét l'existence d'une constante M telle que 1l'on

ait (3.2) avec p = 1, donc u est 1-sommante, 3 = 1, cqfd.

Proposition (3.5) : Soit u une application p-sommante de E dans G. Soit

v un merphisme d'espaces & dual quasi-normés de E1 dans E, w un morphis-

me d'espaces bitopologiques de G dans Gl' Alors w u v est p-sommante de

E1 dans Gl,-gp

(3.6) np(w11v) < |lwl| np(u)“tv”.

Démonstration : Soit e, une suite finie d'éléments de El' Alors, en

supposant p > 0

lwuv(e) ) = Iwllay (el s [l 7 (w) [lv(ey )h < vl (u);gsHuplikvel, §>||
t fE'
= ”w”n (u) sur H<e , vE’>H < “w”n (u) ﬁ%?g”tvu H<e1,T|1>|1

ECE! ny €EF

[1( norme “ﬂ “ est ici prise dans l'espace bltopologlque G(E1 E ) décrit
a (1.9)7 = hWM n (u) H vil su ”<e1,ﬂ1>H < jlwiin (uw V'” sup |\olﬁﬂ>l
”ﬂ1T51 (1
3 N
m, €E, Ty €84

t ¥*
= vl = Gl Tey [0

ce qui montre le résultat. Nous laissons a 1'éventuel lecteur le soin
de vérifier que tout se passe de la méme maniere pour p < 0 et p = 03
| *
PSRN . | . S
c'est dii & ce que les fonctions || H et H “p sont toujours homogenes

de degré 1, pour la multiplication par les scalaires.
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§ 4. INEGALITES ET FACTORISATION DE PIETSCH.

Théoreme (4.1) : Soient E un espace h dual quasi-normé, G un espace

bitopolog:yue, u une application linéaire de E dans G. Soit p < +». Pour

que u so1t p-sommante., il faut et 11 suffit qu'il existe une application

linéaire v de E dan= un Lm(Z,.)c ou Z est un ensemble muni d'une tribu

., , t © ' ¥*
et v une probabilité sur 7. telle que la transposée v o (L (Z,v)) -E

A,

3
o 4 ¢ N © ~ - .
envole les caracteres de 1‘algebre L (Z,v) dans une quasi-boule RB  , ou

I . ¢
B est l'adhérence dans o(E ,E) de la quasi-boule unité B' de E' , et

que l'on ait :

(4.2) la(x) ! s Jlwv{x) i sip >0,
LP(z.,\) -

1
(4.) () < ([, 1+ ()P0 () sip <0

L X J

¢ v n'est pas nécessairement un morphisme d espaces a duals quasi-normés
de E dans L. car. la quasi-boule RB* n'étant pas en général convexe, V
n'envoie pas nécessairement toute la boule unité de L* dans RB*. Ce sera
un morphisme si B’ est convexe, et on aura alors R = HtVH. Si E est un
Banach, exemple (1.3), v sera simplement une application linéaire continue,
R = Htvﬂ = llvl]. Ceci montre que 1'énoncé donné dans la prop. (3.6)

page 200 de Schwartz 1] est inexact : l'application tV définie apres

(3.7) a seulement la propriété indiquée ici relative aux caracteres de

L”, points extrdmaux de la boule-unité, mais non la propriété indiquée
pour toute ia boule unité de L®. Le (4,12“1) de Schwartz [1] page 222

doit etre modifié de la memc¢ maniére

¢¢ C'est la méme chose, si1 ce n'est qu'on ne peut pas parler de 1l'espace

LP pour p £ 0
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(4.4) llu(x)l] < exp (leogl(v(x))(z)ldv(Z)) sip =0,

Dans ce cas, n_(u) s R. En outre, il est possible de choisir pour Z

3% 3*
1'adhérence B dans o(E ,E) de la quasi-boule-unité B' de E', de la munir

3 o
de la topologie o(B ,E) qui la rend compacte (voir (1.9)), de prendre pour

v une probabilité de Radon, et de prendre pour v l'application de E dans

=] I . . K © 3
L (B ,v) qui, a x € E, fait correspondre v(x), classe dans L (B ,v) de

¥
la fonction continue sur B : € »~ np(u)<x,E>.

Démonstration

1) Supposons cette condition réalisée, et montrons que u est p-sommante,

avec np(u) < R.

3
Tout d'abord L (z,v) est une C -algebre de Banach commutative.

A
Soit 7Z son spectre, compact. Alors on sait qu'il existe un isomorphisme
#*
de C -algebres de Banach commutatives, f - ? de L°(Z,v) sur C(Z), espace
des fonctions continues sur Z Soit ¥ la probablllte de Radon sur Z

définie par v(f) = v(f); elle a pour support Z tout entier.

A .
Alors on sait aussi que C(Z) = Lm(ggc) est un isomorphisme
A

toute fonction sur Z, J-mesurable et bornée, est V-presque partout égalc

’

I4
\
a une fonction continue unique). Si alors f' est une v-classe de fonctioux

v-mesurables = 0 sur Z, elle est la limite croissante des Inf(f,n),n C N

)
donc on peut lui faire correspondre une fonction f = %lg(lnf(f}n)ﬁfonctlon

h B T ~ 3
sci=f donc une V-classe f de fonctions V-mesurables 20,avec conservatbon
. + 4 , o 3 ul n A s, o ’
1n~ogrdemrz fdv = Ig fdv; d'ou le méme résultat pour les v-classes de

J O
fonctions réelles bornées supérieurement ou bornées inférieurement. Il
. ~ . .
est donc possible de remplacer Z,v par %,V dans la propriété supposce,

en remplacant v(x) par ¥(x) = (v(x))"

Nous conserverons Z7Z.,v, mais supposerons que Z est un espace
compact, ', une probabilité de Radon sur Z, et que v est une application
de E dans le Banach C(Z), avec 1'inégalité (4.2) ou (4.3) ou (4.4).

Supposons d'abord p > 0, et soit e (e )Osn<N une suite finie d'éléments
de E.

LI
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”u(e)Hg = E : ”u(en)”p

0<nsN

<2 [l ) (2) [Pav(2)

0<nsN
= IZ E r E |<v(e ), 6 >|pdv(Z)
0<n<N 0<nsN

(o 6(2) € C'(2) est la mesure de Dirac du point z, de norme 1 dans c'(z))

= fz E |<en,tv(6(z))>|pdv(z)

0=n<N

< sup E ’<e ) v(é ))>|p

z€Z 0<nsN

(parce que v est de masse 1)

s RPsup 2 |<e 8P
'lgl]sll vl 0snsN
£ e E¥

(pa:ce que 6(2) est un caractere de €(2))

= RP Sup (d'apres la définition de 1'cspace
|[#]|s1
E€E!

* *
bitopologique o(E ,E), (1.9)) = RP ”e“pp, donc u est p-sommante, et

s R.
np(u)
Soit maintenant p < 0, p = |p].

1

1__\p
(nulei”p) E u en)‘ﬁ

- 1 -
; IZ Iv(enj(zj]ﬁ dv(z) = f7 b

2 Inf T — =
z€Z n |<eu, v(é(é))>l

SIE T S S S S
RP HgHs1 n l<e .§>|p
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I S
= == —%
RP [le]”T
P
.
d'ou encore “u(e)xp R “e“p, donc np(u) < R.

Supposons enfin p = 0.

TT el s TT exp ([ vorlv(e,) (=) ]av(=))

0sn=<N 0<nsN

= exp (T I ...) = exp (I z...)
n %7 Z n

< exp (Sup T log |<e , ty 6(Z)>l)
z€Z n

t
= Sup l I <e , v(8 )>
z€Z 0=ns<N | n (2) |

N 3
s v g 1——|— |<e_,&5] = RN+1”eHO(N+1)’

Iglst  odneN

d'olu encore “u(e)“o < RUe”i, et no(u) < R.

2) Supposons inversement que u soit p sommante. Prenons Z = B*,
v(x) () == (u)<x,€>, donc v(x) € C(B ), v app11cat10n 11nea1re de E dans
C(B*), La tLansposee tv est 1l'application de C' (B ) dans E qui, a une
mesure de Radon v € C'(B ), fait correspondre 1'élément v(v) de E .

* <x §> dv ().

En particulier, si 6(?) est un caractere de C(B ) g € B R tv(é(g)) =

définissant la forme linéaire sur E : x » =« (u) r

#* *
n (u)e € np(u)B : te envoie donc bien les caracteres de C(B ) dans np(u)B '

#* i , .
mais, B n'étant pas forcément convexe, n'envoie pas en général la boule

3* *
unité de C'(B ) dans Ttp(u)B .

Nous devons montrer gu'on peut alors trouver une probabilité
3*
de Radon v sur o(B ,E), telle que 1l'on ait (4.2). (4.3), ou (4.4).

utilisera pour cela le lemme !

I . - s N .
Lemme {(4.5) : Soit I' un ensemble de fonctions sc1 (semi-continues 1nfé-

rieurement) sur un compact 7 h valeurs dans J}-®.+x]. stable par addition,.

et tel que chaque fonction ¢ € ' ait un minimum < 0. Alors
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il existe une probabilité de Radon v sur [ telle que pour toute 9 € T,

v(p) < 0.

*
Démonstration du lemme (4.5) : Supposons d'abord que I' soit un cdne

convexe C £(Z). Soit Q le cbne convexe ouvert formé des fonctions continues
>0 sur Z. Alors " 7" Q = . Donc il existe (Ilahn-Banach) une forme linéaire
continue v € C'(Z), >0 sur Q, <0 sur '; v > 0 sur Q signifie que v est
une mesure 2 0 non identiquement nulle, on peut donc supposer que c'est

une probabilité, d'olu le résultat.

Supposons maintenant " formé de fonctions sci, et seulement
stable par addition. Soit I'' 1'ensemble des fonctions continues ¢' sur Z
ayant la propriété suivante : il existe ¢ € I’ et k rationnel 2 0 tels

. 1
que @' < ko. Alors T' est encore stable par addition (s1 @i < E— PR
1

p2 1
@é < a:2¢2 , On aura @) + @é < EIH; (p1q2¢14-p2q1¢2), et P a0y ¢+ p2q1@2€T)

et par multiplication par les scalaires rationnels 2 0; en outre toute
fonction de I'' a un minimum < 0. Soit alors T'" 1'adhérence de I'' dans
C(Z); c'est maintenant un cdne convexe fermé, et toute fonction de T

a un minimum < 0. Ddnc il existe une probabilité de Radon v sur Z telle

que, pour toute 9" € I'", v(p") < 0. Alors, pour ¢ € T, v(9) = sup v(¥)=0,
vec(z)
¥<p
cqfd.

Achevons maintenant la démonstration du 2) du théoreme (4.1).

Soit e = une suite finie d'éléments de E, telle que tous les

(ey) gxnen
u(en) solient % 0, donc aussi tous les e - Pozuns

) = e _ p p ; .
9.(8) = z laCe P - (x (w)) Z[<e, £, sip >0
0 () = ——= s —t—— .2 —  sip<o0, 5= ols
(r,())® 0 [<e ,&5["  n fule )P
00 (8) = = log fiule )] - T logl<n, (a)e,, 8| sip=0.

¢ Un cone ici ne contient pas nécessairement l'origine c'est un ensemble

stable par multiplication par les réels > 0.
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Alors P est une fonction continue sur B* (topologie G(E*,E)!), a valeurs
dans ]-w,+=] (dans Rpour p > 0). L'ensemble I des ¢,, lorsque N et e
varient, est stable par addition, parce que, si e = (en)OSnsN et

f = (fm)OSnsN sont deux suites finies, P, + 9p = ¢g, ol g est la suite
(eo’e1’°"eN’fo’fl""fM) a M+ N + 2 é1éments. (C'est méme un cdne

convexe si p # 0).

Toute 9 € ' a un minimum < 0 sur B*, ou encore un Inf < 0
sur B', par définition méme de n_(u). Donc il existe une probabilité de
Radon v sur B* tel que v(9) < 0 pour toute 9 €T, d'apres la lemme (4.5).
En prenant ., définie par une suite e & un seul é1ément x, on trouve

exactement :
1
la(x)lls ([ Iz (w)<x,65[Pa(8))p ,  pour p £ 0,
B' 1Y

lu(x)[sexp ([ , log|<r (w)x,e>lav(F)), pour p = 0, cafd.
B

Théoreme (4.7) (factorisation de Pietsch) : Soit 0 < p < +®. Soient E

un espace a dual quasi-normé, G un espace bitopologique tel que QN soit

complet, u une application linéaire de E dans G. Pour gu'elle soit

p-sommante, il faut et il suffit qu'il existe un diagpamme'commutatif

de la forme suivante

v

i
E— 51%(z2,v) ————1LP(2,v)

u1 ,j'

ol Z,v,v sont comme dans le théortme (4.1), o S est un sous-espace vec-

toriel fermé de Lp(Z,v), avec la quasi-norme induite, et j' son injection

canonique, et ol u, est linéaire continue de quasi-norme < 1 de S dans G

(c.a.d. dans Gy)- Alors = (u) < R défini & (4.1); et on peut prendre
£-8.2. Cal Alors getlnr a
z =8, (v(x))(g) = np(u)<x,§> comme dans (4.1).




IT.14

Démonstration : Si un tel diagramme existe. on a l'inégalité de Piet=ch

|I I | ! _ 1. ' ’ B i' . At .
ha(x) ! < Hu,(x)“ = {iJ'u \X)H = ljv(x)] ., donc u est
s P (2,0) P(z..)

p-sommant- , et np(u) < R.

Inversement, supposons u p-sommante. On a une inégalité de
Pietsch comme dans (4 1;. Alors l'application linéaire jv(x) + u(x) de
JV(E) dans QN est bien définie, et continue de quasi-norme < 1, puisque
lu(x)]] = Hjv(x)]| - Comme G est complet, elle se prolonge en une
application 1iné%§re continue Uy, de norme S 1, de S dans GN’ ou S est

1'adhérence de jv(E) dans LP(Z,»); et, pour x € E, u(x) = u2JV'(x) = ugu, x)

cqfd.

Remarque : Pour p < 0, il y a bien une inégalité de Pietsch, mais pas

de factorisation de Pietsch parce que Lp(Z,v) n‘existe pas.

§ 5. APPLICATIONS DES THEOREMES DE PIETSCI.

Proposition 6“1) : Soient Z un ensemble muni d'une tribu, v une

mesure 2 0 sur cette tribu, a une fonction de Lp(Zav), 0 < p = +m,

Alors la multiplication par o est une application p-sommante de Lw(qu)

dans Lp(Z,v), de quasi-norme p-sommante S “a“

LP(z.v)

Démunstration : Elle se factorise¢ comme suit

. Id (1P, Id p,, rmultiplication
7.y ”(ZA431~1)_____%,LP(Z iﬁl—l) LLP(Z,v).

9

tocl . Ua”pp par o
L L

Ta premiere application v, entre espaces de Banach, est linéaire

continue de norme < 1: la deuxieme u est p-sommante. pour p < +®, de

. . iolP,

quasi-norme + (u) < 1, parce que -~
P

est une probabilité , et c'est

Haﬂp

B
vral a:<=i pour p = +® pulsqu'alors toute application linéaire continue
u entre Banach est «--<ommante, et nm(u) = "u’; la troisicme w, la multi-
plica',ur par o . est lincaire continue de norme < oy i 11 suffit donc

)
N o - e, oLt
d appiitquer lJa preposition {3 3) et 1 wnegailité (3.6)7



IT.15

Proposition (5.2) : Une application linédaire u, p-sommante, est g-som-

mante pour q 2 p, et nq(u) < np(u).

Démonstration : Montrons d'abord que, si v est une probabilité sur

1
Z et f une fonction v-mesurable, - J(p)= £(z) |Pav z))P est croissante
p |4 !
Z

sur ]-=,+®] (en la remplagant par ce qu'il faut pour p = 0 et p = +®).
Pour p > 0, cela résulte de 1'inégalité de H8lder. Pour p < 0 aussi,

car cela revient & dire que p = (I | ¥%;)]§d»(z)) est croissante pour
Z

P > 0. Il suffit donc, pour couvrir tous les cas de figure sur J-w,+=],
de montrer que, lorsque p > 0, J(p) 2 J(0), de sorte que la fonction
sera croissante sur [0,+®], et, par changement de p en -p et de f en %,
elle le sera aussi sur ]-®,0], donc sur J-®,+=] (en fait, J(p) 2 0 est
toujours défini pour p % 0, & valeurs dans [0,+®], mais peut n'étre pas
défini pour p = 0; cependant, si J n'est pas identique & + ® sur
10,+=], J(0) est défini et <+w, et, si J n'est pas identique & 0 sur
J-2,0[, J(0) est défini et > 0; le seul cas ou J(0) n'est pas défini
est celui ou J est +o sur ]0,+®»] et 0 sur J]-«,0[, auquel cas elle est
bien croissante malgré son indétermination !). Il suffit de nous placer
dans le cas suivant : J(po) < 4+ pour un P, > 0, et J(0) est défini et
> 0, autrement dit I |log|£(2z)]||dv(z) < +=. En particulier, f est v-
presque partout £inil et # 0. Posons A(p) = Izlf(z)|pdv(z), P, 2P > 0.

o
J

Lebesgue montre que A est continue sur ]O,pOT, et tend, a l'origine,

p
Comme |f(z)|p <14+ |£(2)] le théoreme de convergence dominée de

vers A(0) = I dv(z) = 1. Dérivons formellement par rapport a p
7

A(p) = jZIf(z)Iplog'f(Z)!dv(Z)l ;

comme, pour p S p_ - =, !f(z)]plloglf(z)ll < const. (|f(z)|po+|log|f(z)|‘)’
le théoreme de dérivation sous le signe I montre que A est effectivement
continuement dérivible sur fO,po[, et que A'(0) = j 10g|f(z)ldv(z)-

Donc J(p) = (A{p))P, d'apres la raisonnement fait 32(2.1'), et compte

tenu de A(0) = 1, tend vers exp(A'(0)) = exp I loglf(z)ldv(z) lorsque

p >0 tend vers 0; la croissance de J dans ]O,pO] montre alors sa

. 4
croissance dans [O,poj.
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1
Alors 1'inégalité de Pietsch [[u(x)] < (f lv(x)(z)lpdv(z))v ,

. . ..., 2 N
si u est p-sommante., avec R == (u) (v01r définition"de R au théoreme

(4.1)). ‘onne a fortiori [ju(x)]|| s (j |v(x)(z)[qdv(z))q pour q 2= p,
Z

denc n (2) < R = (u).
q P

Corollaire (5.3) : Pour toute application linéaire u de E dans G, il

existe une ccupure P, € R. telle que u soit p-sommante pour p > P, et

ne le soit pas pour p < P,

Nous verrons (conjecture de Pietsch démontrée par B. Maurey
et S. Chevet) que, si E est un Banach, la coupure P, est ou bien 2 1,

ou bien - 1, ou bien -= (voir (5.6) et (5n7) pour mieux comprendre).

Proposition (5,4) : Soient E Banach et G bitopologique. Si u est

&+

p-sommante, p < +®, elle est faiblement compacte de E dans QN e

’

et transforme tout faiblement compact de E en un compact de QN et

Démonstration : On peut toujours. d'apres (5.2), supposer 1 < p < +o.

On a la factorisation de Pietsch (4.7), avec v continue. Soit B la boule
unité de E; comme LP est reflexif, jv(B) est faiblement relativement
compacte. Donc ul(B) est faiblement relativement compacte dans S faible-
ment fermé de Lp(Z,u), donc u(B) = u2u1(B) est faiblement relativement
compacte dans QNg a fortiori dans G. Soit ensuite K un faiblement compact
de E. alors v(K) est faiblement compact dans Lw(Z,v). Mais'Lé a la pro-
priété de Dunford-Pettis : si j est une application linéaire céontinue de
Lm dans un espace vectoriel localement convexe (ici Lp), qui transforme
la boule en une partie faiblement relativement compacte (ici LP est

réflexit). j transforme tout faiblement compact v(K) de L (faiblement

. o<l [=} s N . p .
veut dire : pour oL ,(I )')) en un compact, ici de LP;don¢ jv(K) est
compact dans S; alors u(K) = uzui(K) est compact dans QN’ a fortiori
dans G

Proposition (5“5) (Dvoretsz—Rogers) ¢ Soit E un Banach. Si toute
'

suite jommable de £ est absolument sommable’E est de dimension finie.

Démori-cration :  FEn vertu de la proposition (3.4bis), l'application iden-

tique de E est i-sommante. Donc, d'apres (5.4) sa boule unité est faibic-

ment compacte parce que faiblement fermée : donc. par réapplication de
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(504), compacte, cqgfd.

Proposition £5.6) ¢ Soit u une application linéaire continue de rang

fini de EN dans QN" Alors elle est p-sommante pour tout p > -1.

Démonstration : Pesons u(E) = H, que nous munirons de la structure

euclidienne de R " par choix d'une base. On peut factoriser u par :

u Id

E___,H = R"__u-R"_ % _¢

D'abord E__E_qH est un morphisme d'espaces & duals quasi-normés. En effex,
elle est continue de EN dans H, muni de la topologie quasi-normée induite
par QN’ donc dans If% donc tv est continue de (If“* dans (EN)' c E*,

donc envoie la boule unité de R" dans une boule de (EN)', c.a.d. dans
1'adhérence, pour O(E*,E)s d'une boule de E'. Ensuite FPC;(%Jest con-
tinue, donc cha,G est un morphisme d'espaces bitopologiques. Il reste
donc, par la proposition (3.5), & montrer que l'application identique

de R" est p-sommante pour p > -1, Il suffit de le montrer pour -1 < p < 9.

n
la mesure de

]pl = p. Prenons pour mesure de Pietsch sur (BP)' =R
Lebesgue sur la boule unité B, normalisée pour qu'elle ait la masse 1.

> const. | —2I—— dg dE,...df . On peut

On doit montrer que

=[P B |<x,g>|?
se borner, par homogénéité, & ||x| = 1; puis, & cause de 1'invariance
par rotation, a x = (1,0,0,...0). Il suffit alors de savoir que, pour

tout p < 1,

1
IB -TE;]v d§1d.§2 ,ﬂ,dgn < +»,

dg
ce qui résulte aussitét de Ii —-?ﬁ <+ cgfd .

La proposition suivante montre au contraire que seul le ca-

p > -1 est intéressant

Propesition (5.7) : Soit u une application linéaire de E dans G, telle

que u(E) contienne au moins un sous-espace vectoriel H de dimension 2 d:

{
G. Alors u n'est pas p-sommante pour p =< -1.

Moralement, une application ne peut étre p-sommante, p < -1.

que s1 elle est de rang 0 ou 1.
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Démonstration : Supposons qu'elle le soit, nous aboutirons a une

contradiction. Soit p = lpln Il existe un socus-espace vectoriel L de
dimensic: 2 de E tel que u soit une hijection de L sur li. Munissons

L et I de bases, la dcuxiéme image de la premiere par u, ce gul permet
d'1dentifier L e: ma R . et la restriction u : L_yH & 1'ideatité de

2

)
R” . Les ncrmes R™ ¢ F_ sur L sont équivalentes. donc lorsque £ décrit

A
la quasi-boule unité B' de E', sa restriction 7 a L parcourt une partie
; 2 < . .
de L' = R~ contenue dans et contenant une bcule de Il2n Autrement dit
A .
les deux valeurs de Hew)a pour une suite e de L, correspondant a cette

suite considérée dans R ou dans E_, sont majorées chacune par une cons-

N}
tante fois l'autre. De méme. la norme P? et la quasi-norme de G sont

équivalentes sur H, donc les deux valeurs de¢ ;u
2]

v
-~

e)ﬂp, cerrespondant a
u(e) considérée comme suite dans R” ou daus G, sont majorées chacune

par une constante fois l'autre. De ce que u : E = G est p-sommante; on
déduit donc que u = 1dentité de B? , est p-sommante. Nous allons montrer
que ceci est contradictoire pour p < -1. Il dozt en effet exister une
probabilité de Pietsch v sur la boule unité B de B?, dont nous retiendrons

. 1
seulement que, pour tout x de norme 1, | - du(g) < 4o,
s 9 dB |<xq5/IF

De cela on déduit d'abord que tout rayon du disque unité est v-négligea-
bie. =ans quoi, en prenant X sur ce rayon, on trouveralt une intégrale

infinie.
Appelons F(@) la v-mesure du secteur angulaire
0 s ( <
(les < peuvent étre remplacés par des < d'apres ce que nous venons de

voir). Alers F est .ne fonectinn croissante sur [0,2- . F(0) = 0, F(2r1) = 1.

Donc 1l existe au moins un point 8 ou F n'ait pas une dérivée nulle.

Il exi1=te¢ donce une suite (en)neN tendant vers § . et un nombre a > 0,
tel que

F(e ) - Flg")

- |2

(O
en C)
9
Prenons alors vne necuvelie base orthensrmée direcie de R™ . donnant des
cosrdeances nouvelles £ 71 avee pour deuxieme vecteur de base le vecteur
LR -

unitaitre d-argument § Prenons pour x ie premier vecteul de base 0On a

C .
Piinédgalric
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vo > [ —L—ay(g) - [ ——=

1
=— dv(g!.€L).
B |<x,g>|P B |gg|P 1e

Comme les rayons ne portent pas de masse, si Sn est le secteur angulaire

6, < Arg(§1,§2) < 9 ou 9 < Arg(§1,§2) < o selon que §° <6 oud > B .

I __lT?_ dv(§i,§é) doit donc tendre vers 0 pour n infini, par la conver-
1
Snlgl
gence dominée de Lebesgue. Or cette intégrale est
1 F(e,) - F(e")
> = |F(s,) - F(e)] = | o |
|sin(en- 6")| n

@uisque P21et Isin u| s ,ul) 2 a, donc elle ne peut pas tendre vers

0, d'ou la contradiction, cqfd.



