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XXVII.1

Considérons un espace de Banach ¢ de dimension N et un
espace euclidien E de méme dimernsion. Si I est un isomorphisme algébrique
de ® sur E. i'image I({3) de la boule unité de J3 est un corps convexe de
E, gue nous noterons encore ® . Si on munit E de la norme définie par
la jauge d= (% , I est alors un isomorphisme isométrique de € sur E ; on

dira gue dans ces conditions E est une réalisation du Banach €.

Quitte a faire des transformations qui sont des isométrics
d'espaces de Banach, on peut obtenir pour 5 1a disposition qu'indique le
lJemme 2.

Notons r(x) = ”x'k , et s1 x € Fn’ sous-espace de EN de

dimension n donné par le lemme 2, posons

o = N xll
1

D'apres le lemme 2, on a donc :
r(x) < ”xllE pour x € E

et

rw(x)

< r(x) pour x € F .

On va maintenant se placer dans Fne Soit Sn sa sphere unité. On considere

1’ensemb1e~ﬁl8 (r), e,-voisinage de 1'ensemble {r(x) = Cn(r)}e Par

conséquent, pour tout point x, de ﬂe (r) (noté plus simplement ﬂe ), 1l
1 1

existe un point xO de l'ensemble {r(x) = Cn(r)} tel que ”x-— XOHE:S ey

On a
. 1
- - - : -x < - <
r(x) Cn(r)l = r(x; r(xo)l < Irix xo)i | x xoh E ey

C (r) & (e, dépend alors de n).

Posons ¢ - )
R | n o 1

D'apres le lemme 1, pour ¢ il existe un sous-espace Fk

2’

(de dimension k) de Fn tel que tout point de Sk se trouve a une distance
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inférieure ou égale a €y de 1l'ensemble Sk n ﬂe

1

La dimension de Fk est fonction de n, €, Egs et est donnée

par la formule
2 Cz

1
1/2 e n(r)n - log Eé - log 2

dim F_ = - + 2

- log sin >

On va montrer que la distance entre F, muni de la norme induite par &

k

et Fk muni de la norme euclidienne est inférieure a ¢.

On a vu que pour tout x € Sk N me , on avait
1

[r(x) - Cn(r)l < €, Cn(r) ,

on va faire, pour simplifier les calculs, une transformation de la norme

. o 1
euclidienne ; on remplace ”x ”E par E;T?T ” xllE . On notera ” ll la
nouvelle norme euclidienne. On pose

1 -

A :Wtskﬂ%lelj;

soit S' la nouvelle sphere unité.
Apres cette transformation, tout point de U' vérifie
d lr(x) - 1] < €,
et tout point de Sk est a une distance inférieure ou égale a €y de U'.

Soit x € (1-eo)ﬂ'. On peut poser x = (1 - so)y, y €U, et

on a :
r(x) = (1-¢)r(y.
Or, d'apres @, on a

1-¢g < r(y) < 1-+eo,
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et donc r(x) < (1- so)(1+-so) < 1,

Donc x € (3 , boule unité du Banach. Donc (1-30)3' c @,
et, puisque & est convexe, on a aussi

conv (1 - eo)M' c 63,

D'autre part, puisque tout point x de S' est a une distan-
ce de U' inférieure a €5, U homothétique de rapport convenable de conv U'
contient S'. Soit 1/ ¥ 1le rapport de cette homothétie. Si 1'on considere

une section convenable par un s.e.v. de dim 2, on a la figure suivante

/»/,_.l(_._._\
y /,'7/\/ /;ZV:’ 2
[N )

On en déduit que 1 - L - 1 =41 - 82

5 est de 1l'ordre de 82/2 .

On a donc

jﬂ S' C conv W

et
r' (1—30)8' C conv (1-50)91' c B .
Considérons z € B N F . On a r(z) = 1, et ||z || 2 1. Considérons les
éléments z < 0> N Fk pour lesquels on a ||z || > -T%}j;- . I1 existe x, € R
x X
tel que € U', et tel que —— et —2- soient voisins & moins de
I, I e Il T2l
L c'est-a-dire
x r,
o _.z < e,
B T
x x
Puisque 2 €cU', onal - e, = r(—= ) d'ou 2 1- €, et
I, | I, I, I
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1
1-¢
0

P

On considere 1l'espace de dimension 2 engendré par z et X,

Soit A la droite joignant z a X

Soit t_la distance de 0 a A ; soit s la distance de x_ & {rz}. Soit
' o I
*o TI N * =N
1

2 1- g °
donc il en est de méme de la distance de x' a {Az} et le

car la distance de x' a z' est infé-

On a 8 < ¢

rieure a €y
PR . . : P ; 1

rapport de 1'homothetie qui fait passer de xé a x, est inférieur a -3 °

o
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D'autre part, puisque B est convexe, r(iz+ (1-?\))(0) = 1
lorsque A < O (c'est-a-dire a droite de x_ sur la figure). Considérons
d'abord le cas ou la distance t de 0 & A est atteinte en un point situé
entre X et z (c'est-a-dire 0 < A < 1). Alors cette distance est certaine-

ment supérieure a la distance de 0 a la droite A' j/u'_gn%gt z' et x! ;

€7 € .
cette derniere vaut t' =1 - —4— . On a donc t = ‘;1-—43. Dans la cas ou
elle est atteinte pour un A < 0; soit y le point correspondant. Puisque
f> est convexe, on a r(y) = 1, et, puisque X (1- eJS‘ c (R), on a

tz Lo(1- eo) . Cette derniere condition sera toujours vérifiée si

5
/| e
1--2 > '/L(l - eo), c'est-a-dire

4

82 < 41 - 9(,2(1-80)2], d'ou :

2 2
@ 82S2\/1-%(1-80),

Par ailleurs, on a

z _ 1
z-x”_s :
o

On en déduit que, si €y vérifie @)

€
1_260 ”z ” 2 s”z ” = t”z-on 2 /ta(l-eo) ”z - on = (1-80)(”ZH - on”}o

D'ou

€

1_'280 Izl = %(1-80) Izl - 'Ka(l-eo) | xO”

et

: €
(R1-e) - =2 llzll = L@-e)lxll

1-¢
o
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(1-8)2-8
aoi A Ty Y P SR

1-¢
o

c'est-a-dire

2
w(l-¢ )
lall s X" "% I |
(1-8)2-8 °
o 2
. 1
Or on sait que ”Xo” < 12

o

Si 1'on veut que ”z “ < 1+2eo , 11 suffit donc que

on(l - eo)

%(1 - 30)2- €y

< 1+2¢
o

d'ou
(1-¢)
R A TN
0
(l—eo)(1+2so)— 1
= i[l—ao] 1+2¢

1% 80(1 - eo)(l - 280)

® <

1 + 2¢
o

Comme on a certainement % = 1 - 52 il suffit, pour que la condition ®

2’
soit vérifiée, que 1'on ait

2) eo(l - ao) (1- 280)
2 1+2 £,

e. < (1 - ¢

2

et des que ¢, < 1/2, il suffira que

2
eo(l- eo)(1-280)

3
© €y = %
1+2€0

On vérifie aisément que la condition (3 implique la condition @ . par

conséquent, lorsque (3) est vérifiée, on a

folls 1-26,
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Fk

k

Comme d'autre part on sait que Hz” 2 1, on en déduit que la distance
en norme euclidienne a F
théoreme.

en norme r(x) est majorée par 1+2e .

Ceci acheve la démonstration de la premiere partie du

11 reste a montrer que la dimension k du sous-espace
considéré tend vers l'infini avec n. Nous allons pour cela utiliser la
seconde partie du lemme 2.

On a vu que, pour x € En’

rm(x)

5 < r(x).
On en déduit aisément que

rm
Cn(?r ) < Cn(r)

Or, on peut montrer que

1 1
c (= =-
n'g Can)
1 . .
Posons Rn = TTT;;T§77 Cn(—;;r;y). Si nous montrons que
n C2(r ) -
n o
n- ,
on en déduira que
n Cz(r) -
n
n—)m
et donc que k — «
n -
Or, pour cela, il nous suffit de montrer que :
1 L. Zc () - o
n C(r) n ®
n o«

n

- 0
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c'ogi-a-dire que R = o(/n) , N = ®,
Nous allons donc montrer le lemme

Lemme 3 : (Dvoretzky-Figiel) Soit, dans la situation du théoreme, et

. 1 -
avec les notations, R = E;T;;T . Alors R = o(Jn), lorsque n — «,

Démonstration : Posons

0'n = “n(Sn),

ou By déja introduite, est la mesure n- 1 dimensionnelle sur Sn' On a :

2nn/2

" r(n/2)

Posons en outre

1

1 ~ 1 1
Mol e W s S T
n

I1 est aisé de vérifier que
R < 2M
n n

En effet, 1'inégalité de Bienaymé-Tchebycheff permet d'affirmer que

~ ¢ 1 1 ~
pn{—a— < 2j-l?dpn} > 1/2 .

Pour démontrer le lemme, il suffit donc de vérifier que Mn = oCJZB. En

fait, on peut méme montrer que

. 0 (nglog log n )

‘ n
Mn :v 2logn 10g3/2n

Nous nous limiterons a la démonstration de la premiere assertion, et

nous renvoyons a [ 4] pour la seconde
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Considérons la fonction fn € L1(195, n 2 2, définie par

¢ O o a1/ e-Hx!F
n - r (x) ’

[ee]

et on pose I = jiglfn(X)dx°

On va d'abord calculer In en coordonnées sphériques. On a :

o

I = [ dr £ (x)dp_(x).
n Jo j’HX||=R n n
2
. -n/2 e R
= X dR j n —_— dpn(x)
o x| =R r_(x)
2
o -R" _n-1
=[] ar [ x"/2 er R) ~% dp_(x)
o Sn w X
= jw o n"“/zéJ?Rn'2(%- [ -—1( y dn,(x))dR
o I n Sn r_(x n
® 2
= [ o, R"2 e™® M ar.
n n
o
2M ®
= ——2 an2 e-deR,
F(E) o
et donc on a :
rt)
I =M —m— ., Or on sait que
n n n
F(E)
n
F(E JK‘ ok
-1 = '§+ T,)’
F(EE—) n

Pour achever la démonstration, il suffit donc de montrer que In est

bornée. Pour cela, posons :

vit) = f (x)dx
Jr <t n

©

et
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2
n(t) = x~n/2 I e-”le dx
rmst
2 2
= ( 1 )n J lxl’ ..... —Ixn' dxl. dx
Jn rmSt
1 n -lx |2 —lx |2
= ( ) (I e '"1 dxl)...(j e '"n dxn)
Jr lelst x_|<t
2 .n t u2 n
= ( =7 e = du)
Y,
Montrons que ¥'(t) = %-n'(t). On a :
. 1
\]/'(t) = lim H fn(X)dx
heO tSrm$t+h
2
Nr(t) = lim % e—”xll dx
h=0 tSroost+h
d'ou
2
1 .1 -Ix]l€, 1 1
yr(t) - =N (t) = lim = e (= -=)dx = 0
t h0 B ts£m5t+h r ()~ t
On a
* ® 1 1
I = fo ay(t) = Io ;-dﬂ(t) = Io ;2 N(t) dt, apres intégration par parties.
Donc :

* 1 t —u2 n
I = [ ;-Z(J“o e du) "dt .

On va montrer que In’ en tant que fonction de u, est bornée. Pour cela,

on décompose In en deux morceaux :

=) t 2 ©
1 1 2 -u n 1 .
I = = (=[] eFanat=< [ =, at=1
n jl t2 J; Jo 1 t2
1 t 2



XXVIT.11

T 2
N ~-u 2 \ .
or | e du £ t, donc In est convergente des que n 2 2, Puisque
o
5 i u2
Nl J e du < 1, 1'intégrale est une fonction décroissante de n, ce
N o

jui acheve ja démonstration du lemme 3, et celle du théoreme.

Nous allons waintenant donner une applicaticn du théoreme
de Dvoretzky en démontrant us résultat dd & J. Lindunstrauss et
L. Tzafriri [3]

Théoreme : Un espace de Banach dont tous les sous-espaces fermés sont

complémentés est isomorphe a un espace de Hilbert.

Rappelons iout d'abord qu'un sous-espace F d'un espace de

Banach € est dit complémenté s'il existe une projection de € sur F.

Nous admettons le lemme suivant, dont la démonstration peut

étre trouvée dans [1] :

Lemme 3 : Soit € un espace de Banach dont tout scus-espace est complé-
menté. Alors il existe A =z 1 tel que tout sous-espace de dimension finie

o i o ” o ’ Ay
soit 1'image d'une y. . _(1Lion de norme inférieure ou égale a A
Nous aurons également !'.2scin du lemme suivant :

Lemme 4 : Soit € un espace de Banach vérifiant la propriété suivante :
il existe un nombre p tel que tout sous-espace F de dimension finie n de
€ se trouve a une distance inférieure ou égale a B de l'espace euclidien
2

L.
n

Alors £ est isomorphe a un espace ie Hilbert.

Némonstration :  On peuvi plonger £ dans l'ultraproduit de ses sous-espaes

de dsmension finie, qui, d'aprés l'hypothése, est isomorphe a un ultrapro-
duit d'espaces de Hilhert. Mais up ultraproduit d'espaces de Hilbert est

tur-méme isomcrplie a ur espace de iiilbert, d'cu la conclusion. (Voir

[on

o . L
L5, er voir aussi [2] pour upe autre méthode) .
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M monstration du théoreme : On suppose € de dimension infinie, sinon il

n'y a rien a démontrer. Soit A la constante donnée par le lemme 3. Soit

B un sous-espace de € de dimension n, et posons
2
(1) o = d(B,ln).

On veut montrer, pour pouvoir appliquer le lemme 4, que 1l'on peut majorer

a par un nombre indépendant de n.

Nous reprenons les notations de [3]. Soit Q une projection
de € sur B de norme inférieure ou égale a A. D'apres le théoreme de
Dvoretzky, il existe un sous-espace C de (I-Q¢& (ou I désigne 1'identité)

tel que 1l'on ait
2, _
(2) acc,19) < 2.
n
(On peut appeler C supplémentaire de B relativement a la projection Q).

I1 résulte de (1) et (2) que B et C sont isomorphes ; on

peut trouver un isomorphisme T de B sur C tel que 1l'on ait

L flxll = Nl <l
pour toutx € B.

Notons D le sous-espace de € constitué des éléments de la

forme

D = {x+pTx, x € B},

Soit P une projection de norme inférieure ou égale a A sur D. Tout
élément de D se décompose donc en la somme d'un élément de B et d'un

élément de C. Soit V = QP T, opérateur de B dans lui-méme. Montrons que

~

l'on a, pour tout x € B

PTx = Vx + pT Vx,
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¢~ peut décomposer, par hypothese :
PTx=y + pTy , ou y € B.
Il s'agit donc de montrer que :
y+ prTy= Qly+p Ty) + pTQ(y+uTy)
Or, puisque y € B, Qy = y, et , par construction, on a QT = O.
On en déduit 1'inégalité annoncée .
On a donc :
v Il = 22 [zl

D'autre part, pour tout x € B, on peut écrire :

Px = P(x+ pTx) - pP Tx
= x+puTx- pPT x, puisque x + pTx € D,
(3) Px = x + pTx - p (Vx+ pT Vx).

Or, si 1'on remarque que
x = Q(x +pTx) = QP(x +puTx) = QPx + p QP Tx,
on déduit de (3)
(I-QPx = p(Tx - pTVx).
On peut donc écrire

Il (1- opx|l = pllTx - p1vx]|

i3 -
2+ |lx- pvxl|

=& (lxll - wllvxlh

= £ (ixll - w® |l z<Ib
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Cette minoration n'a évidemment d'intérét que lorsque ||T|| <

x|l

pA

D'autre part, d'apres-(2), il existe un isomorphisme %

de C sur li tel que, pour tout y € C, on ait :

Fy i< llugll < Nyl

2N

Considérons l'espace de Hilbert 1° o li, muni de la norme

(z a2 + £p2)!/2

et considérons 1l'opérateur T de B dans li'@ li défini par

1 1
= (3UTx, == U(I- QPx)
2 02

D'apres la définition de la norme, on a :

Igxll < & fluxll -

42

I8l < Zlll Nzl NIl « 25 lull Nz-all el lixl]
0 |

s 2 lxll + 22D iy < Jlall,
A
Et, toujours la définition de la norme de ligg li , on a :

I£x 1l 2 max (L llurx]l, 55 a-0p x| ]
4
2 max [3ll7x]| , =5 |l(1- 0P x]I]
g a2

2 max D— "Tx” —iL—— (x|l - pa IlTx”)
16al

On va considérer deux cas.

- Supposons d'abord que 1l'on ait

A7 [laxll = Jixl,
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alors
1l = ¢ lrxll 2 ==, IIx |
X
- Si l'on a
7
27 < lIxll,
. 6,2 o

puisque p = 2 A7, on peut écrire :

1Ex|| = o Ulxll - L= I
16ak

L, lxll - 2 ixl

On a donc finalement :
|%x|| 2 min ( ) |lx||, pour tout x € B.
x 2
Par conséquent, % est un isomorphisme de B sur li. Si 1'on avait :
2
léxll = 21xll,
On pourrait écrire :

2xll = 1l = Nx]]

et la dlstance de B a 12 serait inférieure a %, ce qui contredit 1'hypo-

these d(B,1 ) = o, On a donc :

Il

| Bl =

et

s xll < ]l < Jix]]

A2

‘"'.“01‘1
a = d(B,li) < 1429,

ce qui acheve la démonstration du théoreme 2.
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