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1. PROBABILITES CYLINDRIQUES

Soit E un e.l.c:s. Si N est un sous-espace fermé de E,
on notera 4 la projection canonique de E sur E/N. Si M est un autre
sous-espace fermé tel que N © M, il existe une projection TMON de

’

E/N sur E/M telle que : Ty = nM,N o Ty

On appelle probuhilité cylindrique A sur E la donnée d'un
systéme projectif de probabilités (nécessairement de Radon) sur les
quotients de dimension finie E/N. Autrement dit on se donne pour tout
sous-espace fermé N de codimension finie une probabilité nN(X) sur
E/N de fagon que

NC M= N(nN(X)) = nM(X)

M,

Soient maintenant F un evts, et u un opérateur linéaire

continu de E dans F, de rang fini. Le noyau N = Ker u est un sous-

espace fermé de codimension finie, et u admet la factorisation :

n u
E_— N B/N__,F

Nous poserons u(A) = G(RN(X)). C'est une probabilité de

Radon sur F.

Soient E et F deux ele¢s, u un opérateur linéaire continu
de F dans F et A une probabilité cvlindrique sur E. Si N est un sous-
espace fermé de codimension finie de F, my e U est de rang fini. Nous
définirons une probabilité cylindrigue A' sur F par

KN(K') = o u(?\}

"N

(On vérifie facilement les relations de compatibilité). Nous dirons
que A' est l'image de X par u, et nous noterons A' = u(A). Si § € F',

on aura évidemment

E(u(M)) = fuE)y(n)



Soient E un elcs et p une probabilité de Radon sur E. On

déduit de p une probabilité cylindrique B sur E en posant

nN(p) = nN(p)
Nous dirons qu'une probabilité cylindrique A sur E "est

de Radon" s'il existe une probabilité de Radon p sur E telle que A = J.

Si By et Ho sont deux probabilité de Radon sur E telles que
ﬁl = ﬁ:, il résulte du théoréme de Prokhorov (L1], eapuse 1) jue
By = Hg- Nous pourrons donc encore noter p la probabilité cylindrique

déduite d'une probabilité de Radon p.

Rappelons la notion de fonction de type positif. Soient
E un espace vectoriel et f une fonction sur E a valeurs dans €. On

dit que f est de type positif si :

¥n ; V (cl,...cn) €, v (xl,...xn) € E
e, c. fix, - x.,) 2o0.
1] 1 J
Par exemple f(x) = e'® est une fonction de type positift

sur R. Rappelons le théoréme de Bochner. Soit E un espace vectoriel
de dimension finie ; pour qu'une distribution tempérée T sur E soit

une probabilité, il faut et il suffit que sa transformée de Fourier

OT soit une fonction de type positif continue sur E', avec gT(0) = 1.
Théoréme 1 : Soit I un elcs. La donnée d'une probabilité cylindrique

A sur E equivaui i1 la donnée d'une fonction de type positif f sur E'

dont la restriction aux sous-espaces de dimension finie est continue,

et telle que f(0) = 1. (La correspondance entrel et f étant donnée par
- Lo it :
t(g) = J e dgM()
Démonstration : Si A est une probabilité cylindrique, on définit sa
tracsformée de Fourier A, fouction sur k', par

EY = [ et agm(n
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Soit N un sous-espace fermé de codimension finie de E. On
sait que (E/N)' s'identifie a N = {§ € E'| <x,€> = 0, ¥ x € N},
sous-espace de dimension finie de E'. On voit que la restriction de
32 a4 N° est la transformée de Fourier de nN(X) au sens usuel, donc
UM est continue et de type positif sur N° d'aprés Bochner. On en dé-
duit le résultat puisque tout sous-espace de dimension finie de E' est de

est de la forme No.

Inversement soit f de type positif sur E', dont la restric-
tion a tout sous-espace de dimension finie est continue. Soit N un
sous-espace fermé de codimension finie de E. D'aprés Bochner, la
restriction de f 4 N® est la transformée de Fourier d'une probabilité

nN(K) sur E/N, et il n'est pas difficile de voir que :
c -
NC M= nM’N(nN(x)) = nM(k),

donc f est la transformée de Fourier d'une probabilité cylindrique

A sur E.

Corollaire : Soient E un elcs, Kl et X2 deux probabilités cylindri-

ques sur E. Si §(k1) = §(%,) pour tout § € E', on a A=A,

Démonstration : On a alors 8%1 = 8%2.

Nous allons donner un exemple important de probabilité
cylindrique. Soit H un espace de Hilbert de dimension finie. On a
évidemment la notion de mesure de Lebesgue dx sur H. Considérons la
probabiliteé

Lone
- ij x|

= e dx

"H

Si H1 est un autre Hilbert de méme dimension et u une
isométrie de H sur Hi’ il est clair d'apres la forme de Yy que

u(yH) = Yy - Supposons que H = F‘1 @ Fa, avec F1 et F, orthogonaux,

et soient 64, P, lesprojectionssur F_ et F,. On a
1 2 p 1 2

(oll2 | 2 : 02
e’”LXJ e-ﬂ(hpl(x)h + ,PQ(X)G )

dx dx

i 112 ~2
alp, 01k a0,
= (e p,(dx)) (e - py (dx))
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Soit maintenant H un Hilbert de dimension infinie, et soit
N un sous-espace fermé de codimension finie. L'espace H/N est un

[lilbert pour la norme quotient. Posons

() =y

Soit M D N. On peut écrire H/y = F1 @ F2, avec F1 et F2

orthogonaux, F1 = Ker nM,N’ Soient Py et Py les projections. On a :

"M,N T "M,N®P2 >

donc

"M,N(YH/N ) = "M,N(pz(VFl ® 71«*2” = nM,N(YFg)

Mais la restriction de LIVERY a F2 est une isométrie, donc
H

nM’N(vFZ) = vy, oo soit my y(ng(n) - (7).

On a ainsi défini une probabilité cylindrique y sur H, que
l'on appelle probabilité cylindrique de Gauss. La transformée de Fourier

de y est 5@(5) = e—1/2”§“2.

définir y en remarquant que e

En vertu_du théoreme 1, nous aurions pu

-1/
1,2H§H est de type positif sur H'.

" Introduisons maintenant quelques notions de topologie : soient
E un evts et (' !'encemble des probabilités de Radon sur E. On définit
la topologie étroite sur ©(E) comme la moins fine qui rend continues
les applications u — u(f), ou f est continue bornée sur E, 2 valeurs
réelles. Si g est sci bornée sur E, p — u(g) est donc sci pour la topo-

gie étroite.

Rappelons le théoreme de Paul Lévy : si E est de dimension
finie. un filtre (pi\ de probabilités sur E converge étroitement vers u
s1 et seulement si les transformées de Fourier é;ﬁi convergent uniforme-

ment sur tout compact de E' vers 6% .



Soient maintenant E un elcs, et ﬁ(E) 1'ensemble des probabi-
lités cylindriques sur E. On définit la topologie cylindrique sur ﬁ(E)
comme la moins fine rendant continues les applications A = u(A) de
%(E) dans P{F), pour tout espace de dimension finie F et tout u € L(E,F).
(11 suffit évidemment de considérer le cas u = T ou N est un sous-
espace fermé de codimension finie.)

On voit facilement que si un filtre de probabilités de Radon
(ui) sur E converge étroitement vers u, il converge a fortiori cylindri-

quement.

Proposition 1 : Soit E un elcs. Un filtre (Ai) de probabilités
cylindriques sur E converge cylindriquement vers A si et seulement si
les transformées de Fourier Grki convergent vers Fr uniformément sur

tout compact de dimension finie de E'.

Démonstration : In appliquant la méme méthode que pour le théoreme

1, on se ramene a l'application du théoreme de Paul Lévy.

2. TYPE DES PROBABILITES CYLINDRIQUES.

Nous appelerons elcs dual quasi-normé E la donnée d'un

a
elcs E et d'une quasi-norme & - Hgﬂ sur E' telle que {g[HgHS1} soit
borné pour o(E',F). (Rappelons que § — HgH est une quasi-norme s'il existe
q € 10,17 tel que ¥ &,7, [lg+ T < gl + |9, lagh = |e|.[[g] si « € R
et E]l = 0= g < 0).

Donnons un exemple de cette situation. Considérons 1l'espace
14, 0 < g = 1. Son dual est 1. Prenons pour E l'espace ]m, muni de la
topologie (lm, 14 Son dual est alors lq, que nous munissons de sa
quasi-ncrme naturelle. En résumé, 1° muni de 6(1m,1q) est un elcs a

dual quasi-normé.

Soient E et F deux elcs & dual quasi-normé. Les "morphismes
de I dans I' sont les applications linéaires u continue de E dans F, et
telles que la transtormée tu soit continue de F' dans E' pour les
topologies définrtes par les g

juasi-normes. Nous poserons

al = sup Htu(ﬁ)'E,

i!élilﬁvsi
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Soient E un elcs a dual quasi-normé, A une probabilité cylin-
drique sur E et p € ]0,+»[. Nous dirons que % est de type p s'il existe

une constante C telle que
o\, /
¥ €E (Jle]® a(s NP s ¢ gl

*
On notera hkup ia plus petite constante C telle que la proprié-

té ci-dessus soit réalisée.

Nous dirons que A est de type zéro si pour tout a € ]0,1[ il

existe R > 0 tel que

(1) lelf s 1 = [ a(e(A))(t) =«
|t|>R

On en déduit par homothétie, pour &¢ > 0 quelconque :
(2) lell <5 = [ aE)() <«
| t]>¢

3* »
On notera Ja(A) la plus petite constante R telle que (1) soit réalisée.
Si A est de type p, avec p > 0, elle est de type zéro, et
J*(\) < OC.-l/pw;\,‘%
. a | ! p °

Proposition 2 : Soient E et F deux elcs a dual quasi-normé, A une proba-

bilité cylindrique de type psur E, et u une application linéaire continue
de E dans F. On a :

Hu(%)H: < HtuHHAH: pour p > 0, et pour p = 0
JZ(u(X))S HtuH Jz(h) pour tout o € 10,1[.

La démonstration est immédiate, en utilisant £(u(A)) = (tu(g))(A).

Lemme : Soient E un elcs a dual quasi-~normé, et A une probabilité ecylin-

drique de type zéro sur E. On a

3* . B i
gy -y = 2/T 00 = [T alz) -Fa(g,)] s |1-e] + 20

Démonstration : Posons N = {x|<x,51> = <x.E,> = 0}, et posons p= ﬂN(l).
On aura
e | 1 a 1<x.F
[ FAle ) -Inls )] = |] et 0817 L 15 %q () =
- E/N
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< [ 1= 088 (o = [ - etale, - ) (0 () + 2falz,g) () (1)
'tlSa |t,>a
< |1- e 4 20, d'apres la relation (2).

Proposition 3 : Soient E et F deux elcs a dual quasi-normé, et A une

probabilité cylindrique sur E de type zéro. On suppose que F est de di-
mension finie. Si (ui) est un filtre sur L(E,F) tel que lim Ht(u—ui)H = 0,
la probabilité u(A) est limite étroite du filtre (ui(K)).l

Démonstration : D'apres le théoreme de Paul Lévy, il faut voir que

ér(u.(X)) tend vers GQU(K uniformément sur toute quasi-boule de F'.
i q

Or, si Ht(u—ui)H < a/TLJZ (L), on a d'apres le lemme

lell s & = [F(u,())(5) -Fa))(e)] = 1Fr(tu,(£) -Fr(*ule)) |5

ia
s l1-e7| + 2a,

d'ou le résultat.

3. OADRE DES PROBABILITES DE RADON. APPLICATIONS RADONIFIANTES

Nous aurons & considérer par la suite des probabilités sur
des espaces de Banach qui ne seront pas de Radon pour la topologie normée,
mais seulement pour une topologie localement convexe moins fine . Nous

sommes donc conduits a poser la définition suivante

Nous appelierons elcs bitopologique la donnée d'un espace

vectoriel E muni d'une topologie € drelcs et d'une quasi-norme s c i. pour
ﬁ; . Si de plus les quasi-boules fermées sont compactes pouris, nous
dirons que E est un elcs bitopologique a quasi-boules compactes. Nous
dirons qu'une probabilité u est de Radon sur elcs bitopologique si elle

est de Radon pour la topologie 1;a
Soient E un elcs bitopologique, et p une probabilité de Radon
sur E. Puisque la quasi-norme sur E est supposée s c.i. pour f; on peucd

considérer pour p € ]0, + oof

T LD 1p
Hu!!p = ([1xi[faulx))
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Nous dirons que u est d'ordre p si Hu“p est fini.

Considérons maintenant la situation suivante : soient E et F
deux cics, u un opérateur de E dans F, et A une probabilité cylindrique
sur E. Nous voudrions savoir si u(a) est de Radon sur F. Pour cela, nous
voulons employer le processus suivant : supposons que A soit limite
cylindrique d'un filtre de probabilités de Radon (ki), Alors u(Ar) est
évidemment limite cylindrique des (u(xi)). S'il existe une partie
A CZﬁ(F), cylindriquement compacte et formée de probabilités de Radon,
telle que u(%i) € A pour chaque i, nous aurons a la limite u(A) € A,

donc u(A) sera de Radon sur F. D'ou 1'intérét du résultat suivant :

Proposition 4 : Soit E un elcs bitopologique & quasi-boules compactes.

L'ensemble A des mesures de Radon p sur E telles que Hu”p <1 (0 <¥)<‘+m)

est étroitement compact, donc a fortiori cylindriquement compact. (Les
topologies étroite et cylindrique considérées sont relatives a la topolo-

gie 4 d'elcs sur E).

Démonstration : Soit‘é la topologie d'elcs sur E, et soit E le compacti-

4 .
fié de Cech de E muni deig. Si (uj) est un ultrafiltre sur A, il admet

une limite étroite p dans P(ﬁ) qui est compact. Pour savoir que p est

portée par E, nous devons montrer que :
¥ ¢ >0, 3K compact € E, tel que p(K) 2 1-¢

Soit R tel que 1/Rp < e. Soit BR la quasi-boule fermée de rayon

R. On a pour tout 1

u'([,BR) S

; < g, soit aussi : ui(BR) >21-c¢.

rP

Mais puisque B est fermé pourfg, on a par convergence étroite
u(BR) 2 llmisup ui(BR) 2 1i-¢g,

ce qui prouve bhien que L est portée par E puisque BR est compact pour 1;

par aypothese. D'autre part puisque la quasi-norme est s.c.i pour T;:

Mlx|Pdu(x) < lim inf f“x”pdui(x) <1,
i
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ce qui acheve la démonstration.

Conformément a ce que nous avons dit avant la proposition 4
nous sommes conduits a poser la définition suivante : soient E un elcs
a dual quasi-normé, A une probabilité cylindrique sur E, et p € ]0, += [.
Nous dirons que A est de type p approximable s'il existe une constante
C et un filtre de probabilités de Radon (Ki), portées par des sous-
espaces de dimension finie de E, qui converge cylindriquement vers A, et
tel que :

¥ i, HA.H* < C
1p
On notera Hk”:a la borne inférieure des constantes C telles

que la propriété ci-dessus soit réalisée.

I1 serait encore plus agréable d'avoir, au lieu de probabilités
de Radon portées par des sous-espaces de dimension finie, des probabili-
tés a support fini. C'est effectivement possible d'apres la proposition

suivante?

Proposition 5 : Soit E un eles & dual quasi-normé. Toute probabilité

de Radon A portée par un sous-espace de dimension finie de E, et telle
que HXH* <1, (0 < p < ») est cylindriquement adhérente & 1'ensemble

des progabilités de Radon u a support fini, telles que Hu“: < 1. En
conséquence, on peut remplacer dans la définition du type p approximable

"portée par un sous-espace de dimension finie" par : "a support fini".

’ » . .
Demonstration : Définissons une norme sur E par

[xIl = sup |<x,&>|
lell<1
Si A est une probabilité de Radon sur E portée par un sous-

espace de dimension finie, on voit facilement que A A+(1—A(BR))6O

=X
R BR

converge étroitement , donc cylindriquement vers A quand R = =, et que
*

g

#* ,
< HAHFF I1 suffit donc de montrer le résultat lorsque A est portee
par une boule. Dans ce cas on peut trouver une suite (gn) de fonctions

étagées telle que
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([l - gn(X)de?\(x))l/p < 1/n

Posons v —( )(w). Il est clair que v est a support

fini, et converge etr01%emé;t vers u. D'autre part, pour p21et

lell < 1

(Jl<x,e>[Pav (NP o —Lo (fl<g, ()85 Pan(x) o
+

14+ 1
n

1 1
S —=— [(f|<x,§>|pd7t(xn1/p+ ([I<x- g (x),8>|Par(x)) /p] < 1.
1+=
(Pour p < 1, la démonstration est analogue en utilisant

I|<gn(x),8>|pdh(x) < j'<x,§>|pdk(x) + I[<x— gn(x),E>|de(x).

Soient E un elcs a dual quasi-normé, F un elcs bitopologique
et u un opérateur linéaire continu de E dans F. Nous dirons que u est
p-radonifiant (resp : approximativement p-radonifiant ) de E dans F,

0 < p <®, si pour toute probabilité cylindrique A de type p sur E (resp
de type p-approximable) p(A) est de Radon d'ordre p sur F.

Théoreme 2 : Soient E un elcs a dual quasi-normé, F un elcs bitopolo-
gique a quasi-boules compactes, et u un opérateur linéaire continu de E
dans F. Pour que u soit approximativement p-radonifiant de E dans F, il
suffit qu'il existe une constante C telle que pour toute probabilité A

a support fini, on ait :
*
a(A) ]| < cfiall
(M1, = ol
On en déduit pour A de type p-approximable
;|*a

Hu(k)” < ¢ |a!

Démornstration : Soient A de type p-approximable sur E et ¢ > 0. D'apres

la proposition 5, il existe un filtre de probabilités a support fini (ki)
qui converge cylindriquement vers A et tel que
e

v Lo
¥ i EK.U < Al s
R P



Les images u(Ki) convergent cylindriquement vers u(A), et

vérifient par hypothese
¥i Jlu(r) | s c(IA]*® & ¢)
i’lp o
D'apres la proposition 4, u(A) est de Radon et vérifie

Hu(h)”p < C(HAH:a + ¢), d'o le résulat puisque € est arbitraire.

4. L'HYPOTHESE D'APPROXIMATION

Soit E un elcs a dual quasi-normé. Nous dirons que le couple
(E,E') vérifie 1'hypothese d'approximation métrique si 1'identité de E'
est limite simple (pour la topologie quasi-normée) d'un filtre (ni)

d'opérateurs de rang fini, continus pour o(E',E) et tels que ”niH < 1.

Proposition 6 : Soit E un elcs a dual quasi-normé. Si le couple (E,E")

vérifie 1'hypothese d'approximation métrique, toute probabilité cylindri-
* 3*

que A de type p sur E est de type p-approximable, et Hk”pa = Hk”p . En

conséquence, toute application approximativement p-radonifiante de E

dans un elcs bitopologique F est p-radonifiante.

Démonstration : Soit (ni) un filtre d'opérateurs de rang fini sur E'

vérifiant les conditions de la définition. Par hypothese o; = tn. opere

i
de E dans E. Posons A= Gi(k). On a :

A

#* *
“i“ ”K”p < “X”p (Propesition 2)

Montrons que Ki converge cylindriquement vers A.
Pour cela, nous devons montrer que si
F est de dimension finie, et si v € L(E,F), v(A.) converge étroitement vers
v{A) . Mais puisque by est de rang fini, liml Ht(VcGi—'v) il = o0,
donc v(xi) = V(Gi(A)) converge étroitement vers v(A) d'apres la proposi-
tion 3. Ceci acheve la démonstration, puisque A, est de Radon, portée

par un sous-espace de dimension finie.
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