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Soit y : 124* Lp([O,l]dt) le plongement gaussien canonique

de 12 dans LP([0,1]dt). La probabilité cylindrique correspondante sur 12
est de type p et de cotype 0, quel que soit p 2 0. Cela signifie que, sur
le sous-espace v (H) de LP, 1a topologie induite par LP([0,1]dt), co¥ncide
avec la topologie induite par Lo([0,1]dt). L'objet de cet exposé est 1'é-

tude, d'aprés Kadec et Pelczynski [2] de tels sous-espaces.

Nous aurons besoin de quelques résultats sur les bases dans

les espaces LP.

§ 1. BASES DANS LES ESPACES QUASI-NORMES

Soit E un espace vectoriel topologique. Une suite {xn}nEN
dans E est une base de E si tout élément de E peut s'écrire d'une

maniere unique comme somme d'une série convergente de la forme
[=2]

Z ax ou (a est une suite de scalaires.
noi P n’ ( n)nEN

Une suite {xn} dans E est dite suite basique si c'est

neN

une base du sous-espace ferm¢ engendré par les (xn) N due 1'on note [xn].

ne¢
On définit alors des formes linéaires sur [xn] par

¥ 1=2
x (2 a.x,) = a
n . ivi n
i=1
Si E est un Banach, si Han =1 ¥ n € N, il est bien connu que

(xn, n € N) est équicontinue sur [xn]. Plus précisément

Proposition 1 : Soit E un espace quasi-normé complet, une suite (xn)n

€N
d'élements non nuls de E est basique si et seulement si il existe une cons-

tante K telle que 1'on ait

i=m ‘ i:q
HiEl tixi\\ =K HiEl tixi“ (1)

pour tous entiers m,q avec q 2 m et toute suite scalaire (tn)nEN .

La démonstration est facile. (1) ne fait que traduire
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1'équivalence (obtenue par le théoreme du graphe fermé) de la quasi-norme

initiale avec la quasi-norme définie, si

=] 1=
x= % a,x,, par ||x]|, =sup || = o, x| .
j-p 1 Il nz1 ‘i=1 ot

Corollaire 1 : Sous les hypothéses de la proposition 1 on a : si E est

p-normé
1
* T ? K
ngi lxn(x)l = HXnH < 2 H;;H ¥neN.
n

[ESIES!

en effet
i=n i=n-1
Hx*(x)x IP=<| = X%(X)x. - z x%(x)x.Hp ¥n>1
n n i=1 1 Lojar 8 1

< 2kP ||x||P (grice a (1) avec p = «)
1

. * D
d'ou ¥ n 21 : Ixn(x)l < 2P ﬂ-gr—l“ Il x|l

Définition : Soient E, F deux espaces quasi-normés complets. Une suite

basique (xn)n dans E et une suite basique (yn)nE dans F sont dites

EN N ©
équivalentes si pour toute suite scalaire (a ) la série T a x
n&nEN n-1 R
converge dans E si et seulement si la série I a y, converge dans F. Les
‘n=1

espaces [xn] et [yn] sont alors isomorphes ; si U est 1'isomorphisme
de [xn] sur [yn] défini par Ux =y , ¥n € N, on dit que (xn)n
Y

EN

et (y) p Sont A-équivalentes si [|U]| |[U™7[| < a.

€N
Les deux théoremes suivants sont diis a Bessaga et
Pelczynski [1] ils permettent de construire de nouvelles suites basiques

en "translatant'" une suite basique donnée.

Théoreme 1 : Soit E un espace p-normé complet, X une suite basique dans
- © *
dans E vérifie £ |x -y [P ||x ||P = 6 < 1 alors

n=1 noon n
est une suite basique équivalente & (xn)

E. Si la suite (yn)nGN

(yy) neN neN
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Soient i, n, m des entiers avec n < i < m, on a :

lt.] = | x, (Jzn t, x, )Is Hx I H % t J\\
j=n
- azm P izm P, s P P
a Y. X, : - Y.
oi R R R L LS
J=m J=m
<t tx P (x| Plx,-r P
jon 33 jon 30 T3
j:m p j:m P
soit HjEn tjyjH < (1+9) HjEn tjxjH (2)

On a de méme si n < q :

J=q i=q
s t.y.lP=2]5 t.x]P (1-8 (3)
j=n J°d j=n 43

D'ou avec les notations de (1) dans (2) et (3)

1+6

Iz eyl s kG )pHZt

y.l.
j=1 j=1 Vi

Ce qui prouve que (gn)nEIJeSt une suite basique par la proposition 1.

' ’ . ’
L'équivalence de (xn)nEIJet (yn)nEN résulte de (2) et (3).

Remarque 1 : Soit V 1'isomorphisme de [xn] sur [yn] définie par

1+6 1/p
Vx =y, onapar (2) et (3) vl J\v™ H < (5 ; (xn)nEN' et (yn)nEN
sont donc (1+g 1/p équivalentes.

Théoreme 2 : Soit E un espace de Banach et (x ) une suite basique

neN
dans E telle que [xn] est complémenté - c'est- a-dlre qu'il existe une
projection U de E sur [xn] - alorssﬁ(yn)new.est une suite dans E vérifiant

] 2 sl fixmrl = 6 < 1 @

alors (yn)nEN'eSt une suite basique et [yn] est complémenté dans E.

S
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D'apres le %héoreme 1, comme ||U|| = 1, (yn)nEN est une
suite basique équivalente a (xn)nEN .

L'opérateur A : E - E, défini par

o
¥X€EE :Ax=x-Ux+2 x (Ux)y)
n n
n:l
"
est un isomorphisme de E sur E ; en effet : Ux = & xn(Ux)xn d'ou
n=1

(1 -8)x|| = “n§1 xﬁ(Ux)(xn-yn) bosrton ||[1-4| = 6 < 1.

A est donc inversible. De plus Axn = ¥, i 1'opérateur A U A_1 est donc

une projection de E sur [yn].

Remarque 2 : ||I- Al < 8 entraine HA_lu S«E%E et ||A]l < 1+6 d'ou
I|laU A_1H < |u| (%{E%p ; si [xn] est (1+ ¢e)-complémenté, alors [yn] est
(%%}%9(1-?8) complémenté.

§ 2. APPLICATION AUX ESPACES LP

Dans toute la suite, 0 désigne un ensemble, G une tribu
sur cet ensemble, et p une probabilité sur cette tribu. Pour simplifier
nous noterons LP 1'espace LP(Q,a,p),'pour p 2 0. Nous noterons 1A la
fonction indicatrice d'un ensemble A, et si f est une fonction sur Q ,
{f>a} est 1'ensemble {w ¢ Q| £f(w)>a}.Nous dirons qu'un sous-espace R
de LP "a 1la topologie de LO", si sa topologie est induite par la topolo-
gie de L° ; cela signifie que la restriction a R de 1'injection canonique

LP - L° est un isomorphisme d'e.v.t. ; cela peut s'écrire :
T a€ ]0,1[, M > O tels que ¥ r € R,

J (r) =2 MHrHLp

Si on pose € = inf (a,p), on obtient une condition qui suffit encore a

assurer que R a la topologie de 1°
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¥reRr p{lel 2 e |lr] .3 2 e.
LP

Cela nous conduit a introduire une classe de parties de LP : on pose

sip>0ete>0

Mg = {xe? : u{lx] 2 eHxHLp} z e}.

La proposition suivante montre que pour un sous-espace de Lp, "avoir la

topologie de Lo" équivaut a'avoir la topologie de L4 pour un q < p.

Proposition : Soit A une partie de LP(p>0). Les propriétés suivantes

sont équivalentes :
i) I ¢ € 10,1 tel que A C ME .

ii) # q < p, il existe une constante Cq telle que

HaHLq < \laHLp < Cq HaHLq ¥ a €A

iii) I q < p, et il existe une constante Cq telle que

L lall g = Nsl , = callal ¥ aen

Démonstration

| Q4 1/q . 1+=
i) = i) a| = ([lal%aw z e " q|al ¥acaA
L4 LP
ii) = iii) : trivial
iii) = i) : Supposons que 1'on a : |la|| < Cq ||la|| et a g MP (avec 0<e<1);
Lp L(l 14

alors si on pose a

Q=

:-% +-% et s = {]a] = eHaHp}, on a :

Il - jsala|qdu . jcSalawdp

(3

= [ lal %y + &% laf 2
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Par 1'inégalité de HBlder, on a :

lhilsa’HLq < HaHLp IllsaHLr

soit

(Js, lal B0 /0 s o], (s /"
a
d'ou avec (5)
q q a/r q
lall %y = flall %y ucsp @ e,

Mais a ¢ Mz signifie que p(Sa) < e d'ou si & =

1 1/q &
Cq llalle < lall < la 2
d'ou nécessairement (a Z 0) e > €, = (——%tqr—ol/é
2 C
q

on a donc finalement

“a”Lp < Cq Ha”Lq = a € Mg pour tout ¢ < £,

Lemme 1 : Les cénes ME ont les propriétés suivantes (p > 0)

a-Sie, <c¢ MP o MP
1 2 gy €y
b - U = LP
O<e<1 x
| c - Six¢g Mz, il existe un ensemble A € O tel que p(A)<e et I(&;&-)Ihp>1-g
Y

Montrons c¢ : on pose A = {|x]| = eHpr}; xZME > x £ 0 et p(A) < g,
j (&5& YPau < P donc f (&5&-)pdp > 1-¢P,

c [[x x

A P A p

Lemme 2 : Soit p > 0, soit (An)nEIJune suite d'éléments de @, deux a

.. . p 1 -
deux disjoints, (un)nEN une suite dans L® telle que Huan_ 1 et

u_ = lAn u  pour tout entier n. Alors (un)nEN est une suite basique dans
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LP, 1-équivalente a la base canonique de 1P. De plus si p 2 1, [un] est
1-complémenté dans LP.

i=n i=n 1/ .
ona: || tul =z [t.|P)»*P a'ou 1a premiére par-
L S

*
tie de 1'énoncé (avec |[u || = 1 pour tout entier n). Si p = 1, soit

1
ua € 1P telle que

H“,'lnp' = <u"un> =13
o«
si on pose ¥ x € P Px - = <ur'1,x1A > u, on verifie aisément que P
n=1 n

projette LP sur (u ]l et que [[P|| = 1.

Nous pouvons démontrer le principal résultat de [2].

Théoreme 3 : Soit (xn)nEN' une suite dans LP avec p > 0 (resp : p 2 1)

telle que, pour tout € > O, 1l'ensemble {xnlnelﬂ n'est pas inclus dans ME.
Alors pour tout & > 0, il existe une suite extraite Y = X, telle que
k
Yk : : - . .
(H§EW )kéN est une suite basique (1 + 6) équivalente a la base canonique

 de 1P (resp : et telle que [yn] est (1 + 8)-complémenté dans LP).

Démonstration :0n va extraire de (xn) une suite '"translatée'" d'une

neN
suite basique qui vérifie les hypotheses du lemme 2.

Si x € Lp, la fonction d'ensemble A - jA|x|pdp est

absolument continue par rapport a p ; soit T positif donné avec

n( L. Lyt et N < 1.
4P 4P
On peut construire par récurrence une suite extraite de
1 _ 1 ' '

{xn}nEN soit xnk = ¥y et une suite d'ensembles Ak dans O tels que

a yk P '(k+1)p

kvl
izk Iyi! -(k+1)p
Ja T ( -)Pap < na (5)

kel izt Hyin
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[On utilise pour cela le lemme 1 : 1c assure 1l'existence d'éléments

vérifiant (4) et (5), 1a et 1b permettent de choisir n, < n, < ng..
On pose alors A, = A' - U A! et 2z, = 1 .
k™ ko ke k= Tyl "4

On a :
Vi Iy, | ® Vi
1 P _ Pau > P oo Pq
> szllp IAk Iﬂ_ﬂ_yk pl m IAIQ(Wk - i=§+1 IA! lm'k p| "
1

soit par (4) et (5)

-(k+1)p ® -ip -kp_,
(6) 1zl\zk||£z1-n4 - T M4 =21-"74 [= +

(6) entraine en particulier que szHp £Z 0 ; si on pose u,_ =

vérifie les hypotheses du lemme 2.

On a :
o

Tk
( YPap < z
IﬁAk [EA I(‘.Al'( " itk 'rAi

-(k+1)p © -ip
<1 4 + Z M4 =n4'kp(3+——1-—)
izk+1 2 4Py

7 nﬂZ—‘;Wp - 5P

On a donc si p =2 1

Yk
uka < | Wp_ z, Hp + |z - “k“p

w Yk
‘P

. _ | _ _ - p
d'ou par (6) et (7), comme sz uk”p =1 szHp s 1 sz“p
IS -l < /P a7k g1/ gk
Yellp ~ K'P

et avec les notations du lemme (2)

]
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> Yk . 1/p 2
® ol By -l < 0P 3

De méme pour O < p < 1

_u 1P _ _ P N4y kpt 1 P
lz-udp = 4 -l P = (g 47F 0« o) )

y y
AR Al M T EXLN

cpakel Ly (Dgked L gp

4P 4P P 4P 4Py
d'ou
(9) ; Hu*HP||ZE- -ullP<k 1+ k0P, ou K_ et K'
k=t ly ) PP P p e

ne dépendent que de p ; on obtient donc le résultat des que Kpn + Kénp < 1,

Enfin il suffit de se référer aux remarques 1 et 2 pour
prouver que si T est assez petit, la condition de 1'énoncé relative a 6

est vérifiée.

Proposition 3 : Si 0 < p < 2, 1P nrest pas de type p.

P . . . . p .
Démonstration : Soit (ei)iEN la base canonique de 1%, soit (fi)iEIJune
suite stable d'ordre p. Si 1P était de type p, on aurait

¥ a € Jo,1(, IK, >0 telle que :
i=n | i=n 1/
J (s ae f ()| ,at) < K (T |a, e, ||P)/P
ol i7i'i P a7y i"i' p
i=1 i - p

pour toute suite scalaire (ai)i soit

N’

i=n p 1/p i:n
J T ot (0[P at) < K,(Z |, [pyl/p
i=1 i=1 i
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Or la condition I laiip < » ne suffit pas en général a entrainer la
i=1 i=-w ) x : ) pP-S
convergence p.s de £ o, f (%) P, en effei ¥ o, £. ()P < o
. ii . i7i
1::1 17.‘1
i 1
équivaur & £ o [P(1 + |Log |[—=|]) < =. (cf. [4] prop. XXVI. 3.3).
i=1 i

Proposition 4 : Soit p € ]0,2[ (resp. p € [1,2[) et R un sous-e<-~sce

fermé de LY. Les propriéetes suivantes sont équivalentes.
a) R est de type p.
b) R ne contient pas de sous espace isomorphe a 1P,

(resp. b') R ne contient pas de sous espace complémenté isomorphe a 1P).

¢c) R a la topologie de L°.

Démonstration
a) = b) résulte de la proposition 3

b) = b') est trivial

b')= ¢) résuite du théoreme 3.

c) = a) a été démontré précédemment (cf. [3] prop. 2).

Remarque 3 : Comme 12 est de type 2, a = b est faux pour p = 2. Dfailleurs
on ne peut obtenir de caractérisation analogue a la proposition 4 qui ne
fasse intervenir que la structure de R a une isomorphie pres ; car, par

exemple, Lz([O,l],dt) (qui n'a pas la topologie de L°([0,1],dt)!) contient

un sous-espace fermé qui lui est isoméfrique et qui a la topologie de
1°([0,1]dt).
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