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XVI.1

Cet exposé est la suite de 1'exposé XIII, dont on reprend

ies notations.

§ 1 MAXIMALITE DE Fr

’

On a démontré dans 1'exposé XIII, que

(Im y = (O v ).

b1 T
p’r’s, p’r’s ( s9r’YS’r

¥*

) = (T ).

Nous allons démontrer maintenant que (H

r,s’"p,r s s r’Ys r
p’ ,S p’ ’ b ?

1.1 Rappelons tout d'abord la définition et les propriétés élémentaires
des ultraproduits : [cf [1]].

Si (Ei)iGI est une famille d'espaces de Banach indexée par
un ensemble I préordonné filtrant, on désignera par lw(Ei)I 1'espace des

familles x = (x,), ; avec x, € E, et sup HxiH < 4+,

€l

Soit U un ultrafiltre tendant vers 1'infini sur I ; on

définit une semi-norme sur lm(Ei)I par
Ixll = 1im ||x, ||

On désignera par (TTEi)/m (ultraproduit) le quotient complété de lw(Ei)

par cette semi-norme.

I

Si nous supposons données a présent une autre famille Fi
d'espaces de Banach, et une famille u, d'opérateurs linéaires de Ei dans
Fi respectivement, on peut si u, est uniformément bornée en déduire de

maniere naturelle un opérateur

u :1X-ui/u

de (TTEi)/m dans .TrFi/M vérifiant de plus
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Démontrons a présent que Fr s est stable par ultraproduit
’

1.2 Proposition : Supposons donné pour chaque i € I un opérateur

u, € L(Ei’Fi)’ tel que Yr,s(ui) <1, et F, étant supposé réflexif. On a

alors

Yr,s(.Trui/u) =1

YA Par hypothese on a pour chaque i € I une factorisation

Ai r Mwi s' . Bi
Em— 1L @ . p)——>L @ ,p)—F,,

avec HAiH <1l+e , HBiH < 1+e, et ou M est la multiplication par une
i

fonction ¢; que nous pouvons supposer positive,

nl-
ti
—

1 1
H‘PiHLp <1, prT Y

Par passage a l'ultraproduit on en déduit
Tem_ 2, o ppm-Y 15 aq a2 ST A,
avec HAH <1l+e , HBH < 1l+e et HMH < 1.

Mais on sait d'apres [1] que TrLr(Qi,pi)/m et WLS'(Qi,pi)ﬁu
s'identifient respectivement a des espaces Lr(Ql,ul) et LS'(Qz,pz).
Dans le cas r = s', la démonstration est achevée puisque TThi/m se
factorise par un espace L". Dans le cas s' < r, le résultat découlera de

la proposition suivante

1.3 Proposition : Soit pour chaque i € I Mi un opérateur positif de

r s'
L (Qi,ui) dans L~ (Q,,p.), tel que HMiH < 1. On a alors

yr’S(TrMi/iu) < 1.
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- '
VAN Les espaces-TrLI/M et .TTLS /U sont des espaces réticulés
pour 1l'ordre défini par f < g si et seulement si il existe des représen-

tants (fi) et (gi) de f et g tels que f. < g, pour chaque i € I.

I1 en résulte aussitét que M TTM ) est un opérateur
positif. De plus, l'identification deqrrLr/ﬁ et TT-L /M a des espaces
Lr(Ql,pl) et LS'(Qz,pz) respecte 1'ordre que nous avons défini (cf [17]).
Par conséquent M est un opeérateur positif de norme < 1, de Lr(Qi,ul)
dans L® (Qz,p2 . D'apres 1'exposé XV, corollaire du théoreme 1, 1'opéra-

teur M admet la factorisation

L" (Ql’“l)““‘“—_’l‘ (Qq,pz)——LL (Qz,,iz

’

avec |[v|| < M| = 1 ; llgil = =1, donc v My < 1. v
D r,s
1.4 Théoreme : L'idéal (I'_ ,y_ ) est maximal.
_— r,s’'r,s

Soient E et F deux espaces de Banach. Désignons par I 1'en-
semble des couples (M,N) ou M(resp.N) est un sous-espace de dimension finie

(resp. codimension finie) de E (resp F), ordonné par
(M,N) < (M, ,N,)

si et seulement s1 M est un sous-espace de M1 et N1 un sous-espace de N
Soit U un ultrafiltre tendant vers 1'infini sur 1. Si

i = (M,N) convenons de poser M = M, N = N..
Soit u un opérateur linéaire de E dans F, tel que pour tous

couples X,Y d'espaces de dimension finie et A, B d'opérateurs avec

A ¢ L(X,E), B¢ L(F,Y), on ait

y (Bua) < 1.
| PECY

Nous devons montrer que Yo, S(u) < 1 [XIII, 2.2 GD 1.
b
Par hypothese on a pour chaque i € I un opérateur u, de Mi dans F/Ni

avec vy (u.,) < 1 on en déduit pour 1l'opérateur
r,s i

- Wu,m de (JTM) AL dans (TTR/N ) A
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1 ’ o ’, ~/
1'inégalité Yr,s(u) < 1,

D'autre part, on peut définir une injection linéaire
isométrique i de E dans TrMi/‘ll de la fagon suivante : a chaque x € E,

on assoclie la classe de (xi) ou xi =0 six g Mi’ et X, =X sinon.

iel’
De fagon similaire, on construit une projection n de norme 1 de

W(F/Ni)/?l sur F" [il suffit de transposer 1'injection de F' dans
TNl

Finalement, on a mo U oi = BFo u, ce qui acheve la démons-

tration . v

¥* ¥* 1 1 1
. 1 : = —_ = = - < 1.
1.5 Corollaire M e, s™,r,s = Tg, e s lorsque T = T+ o

A Nous savons déja que
Ja q
) ( * * ) (X111, 3.9Q@ )
qu,r,s’xp,r,s - Iﬂs,r’Ys,r >
I A . ( ) (F** 3 ; 'ost_iodi
1 suffit donc de montrer que FS,I"\S,I‘ = S,I"YS,I‘ , c'est-a-dire que
r est parfait (XI111,2.2@ ). or (I'_ _,y_ .) est maximal, donc parfait
s,r s, r’'s,r .
d'apres XIII, 2.3. v
1.6 Remarque : Dans le cas particulier s = +® , on retrouve les

résultats de Pietsch

% % * s .
(‘H—I”TCI‘) = (j r"ir') N (]Tr,ﬂ'r) = (JI" 91r')
§ 2 COMPLEMENTS SUR LES OPERATEURS p.r.s.SOMMANTS : -11; -2, 1

Nous allons voir que les éléments de H s'expriment

p,r,s
simplement en fonction de ceux de Hr et Ws ; plus précizément nous avons

le théoreme (Kwapien [2])
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2.1 Théoreme : I1 est équivalent de dire

@ Tell (E,F)

p,r,s
® 11 existe deux probabilités de Radon p et v portées

respectivement par les boules unités U et U de E' et F" telles que

E! FH
pour tout x de E, T| de F' on ait

(1) <Tx, N> < = (T ([ |<x, 0> | Tdp(a)) /" (f |<T\,B>lédv(l3))1/s
P,T,8 UEv UFn

® T admet la factorisation suivante

t
E_Y G Y. our__ Y
’r z Ed
Bp
T
F

ou v est un opérateur continu, w et u des opérateurs respectivement

r
r-sommant et s-sommant ; Gr un sous-espace d'un espace L (Q ), Hs un

1M1
sous-espace d'un espace Ls(Qz,pz) (Qipi espaces probabilisés).

@ 11 existe un Banach G et deux opérateurs A,B : A r-som-

mant de E dans G, tB s-sommant de F' dans G' avec T = Bo A.

A Nous nous cantonnerons au cas ou r et s sont différents
de + » (Dans le cas contraire soit T, soit T' est g-sommant et le proble-
me a déja été traité dans 1'exposé II). On supposera que p vérifie
1 1

i_1.1
p _r s

@ =@
Considérons 1'espace topologique (faiblement compact) K, K= U * Ugn et

soit C le sous-ensemble de C(K) défini par

’ n n
c={g:gecm; gme =" (D 5« "+ 2 5 |<y,e>]%] -
REEI) . 1 S . 1
i=1 1:1
n
T I<Tx,y >
iz1

) (y')i—l n sont deux familles arbitraires de vecteurs
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respectivement dans E et F'. C'est évidemment un céne convexe de fonctions

réelles, de plus la relation

n | r.p/r n s\p/s n n s
(2 <xy, e OPHCs |<y e [HPF < 25 Jex [T+ 2 5 <y, ,e>]
i=1 i=1 i=1 i=1

puisque £-+ 5 =1, et la définition de =« (T) montre que chacun des é-
9=y
léments de C atteint sur K un maximum positif ou nul.

D'apres le lemme (4.5) de l'exposé II il existe alors une
mesure de probabilité sur K : p telle que p(g) soit positif ou nul pour

tout g de C.
Appliquons ce résultat a

g, (1,8) = o (DB, 2|7 B <y e>]5] - <mx, > |

on a alors

(1) l<Tx,y>lp Sng,P,S(T)[% IU l<x’ﬂ>!rdp(ﬂ) + g— J‘U |<y’§>lsdp(§)]
E! F"

Soit alors A un nombre positif non nul. Par homogénéité on voit que dans
(1) ' on peut remplacer x par Ax et y par y/A sans changer le premier mem-

bre ;on conclut alors en utilisant 1'inégalité élémentaire

a.b = inf (= 2%%+ 12 PpP) ges que L,

@ =0

Soit w_ 1'application de E dans Lr(UE,,p) définie par

WO(X)(H) = <x,M> pour 1 € U

et de méme u de F' dans LS(U v)

FH’

u (y) (€) = <g,y> pour £ € Up,
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Posons G wo(E) (adhérence dans Lr(UE, JH))

H = uo(F') (adhérence dans LS(UF",V))

et soient w et u les applications v et u considérées a présent comme
a valeur respectivement dans G et H. Par définition w et u sont respecti-

vement r et s-sommante et de plus nr(w) <1, :;S(u) < 1.
L'application bilinéaire de wo(E) XUO(F') dans €
v, i (w(x) ,u(y)) ~ <Tx,y>
est bien définie et est continue d'apres 1'inégalité (1), donc elle
s'étend en une forme bilinéaire continue de Gx H dans € avec conservation
de la norme, et induit naturellement une application linéaire continue

v de G dans H'.On a alors si x € Eet y€ F

<tuvw(x),y> = <vw(x) ,u(y)>

1]

vo(w(x) ,uly))

<Tx,y>

t

@ > @ 11 suffit de constater que tuo v est en fait a image dans F

et de poser
A=w, B= uov
@ = @ est une simple conséquence de 1'inégalité de HBlder. v

2.2 1) Remarquons qu'une lecture un peu attentive de la démonstration

met en lumiere le fait que 1l'on a

. t
nr’s(T) = 1nf(ﬂr(A)-ﬂs( B))
sur toutes les décompositions décrites en @.

2) sur 1'inégalité (1) il est facile de constater si l'on a

on a également

( Trr,s’ﬂ:r,s) < (Trr a )

151 T108

rSr1 etsSs1
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On peut préciser d'ailleurs cette remarque par le théoreme suivant

2.3 Théoreme : Pour tout couple (r.s) avec r.s < +® on a l'inclusion

- . s , .
(Wr,s’nr,s) (.ﬂ-2,2’ n2,2) 1'égalité ayant lieu si r et s sont

supérieurs ou égaux a 2.

A pour ce théoreme di a Pietsch nous renvoyons a [4] . v

§ 3 CONSEQUENCES ET APPLICATIONS DE LA THEORIE

La forme des opérateurs (p,r,s)-sommants permet de donner
en termes d'opérateurs p-sommants et p-intégraux une caractérisation des
opérateurs appartenant a Fr,s
3.1 Théoreme : Une condition nécessaire et suffisante pour que
u € Fr,st(E’F) est que pour tout espace de Banach G et tout v € TrS(F,G)
on ait (vu) € jr,(G'E')

A @ Supposons que u € r. S(E,F) . Considérons le diagramme

’

G avec u € T (E,F)
r,s

l g v € T(—S(F,G)

Y

ty TN xe

N

N

X, Y de dimension finie. On a évidemment wgv € -ﬂ_s r(F,X) soit par adjonc-
b
tion

trace (wgv u h) s Yi s (wgv) Yy S(U) || ]
s 7w Cw el w0 Il v, (w

< a(*tvw) el [In] =, ("

*
comme trace (wgv u h ) = trace (t(wgvuh)) cela montre que t(vu) eTrr(G',E'
soit Y(vu) € jr,(G',E') (cf.1.6) et de plus ir,(t(vu)) < ns(v)yr S(u).

’
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® Réciproquement soit u € £(E,F) vérifiant le propriété de
1'énoncé. Par un argument de graphe fermé il est facile de voir qu'alors

1'application o

g : TTS(F,G) > ﬂr,(G' E') : v, )t(vu)
est continue soit ir,(t(vu)) < 7 S(V)Hﬁn.

Considérons le diagramme
E
h T
X¢
°]

avec v € TrS(Y,G) et Yo ¢ Trr(X',G') on a :

A 4

g &— '
[t}

G ¢

|trace(e vg u n | = ltrace(th t(vgu)te) !

mais 1;(vgu ) € jr,(G',E') et te € T(_r()(',G') donc

[trace(@veg u )| < |n] = (*e) i_, (*(veu)

< || = Yoy = (v ||6]| el

QED. v

On remarque que ||| n'est rien d'autre que v g(w !
’

Montrons quelques corollaires. D'abord un théoreme

démontré primitivement par Persson [5]
L s . s t s'
3.2 Théoreme : Si v € Trs,(L ,E) alors v € JS,(E',L ) .

A on applique 3.1 en prenant u = id LS élément de I'_ s,(LS,LS). v
’

Puis le théoreme de Kwapien légerement amélioré
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3.3 Théoreme : Si les réels s, q, p, r vérifient 1 < s < p < q< r < +»;

tout opérateur continu T de L' dans LS appartient a T ap'”

A ) apres le théoreme 3.1 il suffit de montrer que tuty ¢ 3 (G, L")

des que v € TT (LS G). Si v ETI- (L ,G) puisque p'< s' il appartlent a

fort1or1 a TT (L ,G) par 3.2 on a donc ty € 3 (G',L ) et donc
ved  (ar,L” .

. . r' r'
Mais si q,s,p < r < 2 on a WS(L ,G') = -ITq(L ,G")
(exposé V, corollaire 2 du théoreme 2) par adjonction on a

! !
3,5.(G',Lr )= jq,(G',Lr ) ce qui démontre dans ce cas la proposition

- le cas 2 £ s,q < r se démontre en considérant tT. Pour le cas restant
c'est-a-dire s < 2 < r il suffit de montrer que T se factorise par L2 en
effet de 2.3 on déduit par adjonction I‘22 c l"r g pour tout couple r,s. i
’
Si v ¢ Tr (L°,G) v a fortiori appartlent aT‘_ (L%,G6) et
l
done v ¢ js,(G'L ) mais on a par conséquent tluv) € j (G', ).

Comme r' < 2 et s < 2 on -H_ @’ ﬂ- @r' ,G') ce qui

par adjonction implique (uv) € jz(G'L ) (cf [5]).

3.4 Corollaire (Kwapien [2]): E est isomorphe a un sous espace complémen-
té de LP (1 < p < +@) gi et seulement si pour tout .opérateur u de LP
dans G p'-sommant, tu est p'-intégral.

A D'apres 3.1 1l'identité de E appartient a Fp,p' si et seule-
ment si la condition de 1'énoncé est satisfaite. Or dire que
IdE € Fp’p,(E,E) signifie que 1'on a la factorisation

E-" StP Y E, vou- Idg,

ce qui se traduit immédiatement par le fait que E est isomorphe a un

sous-espace complémenté de LP. v

tel que rs < «,
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