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VIII.1

Cet exposé reprend, pour l'essentiel, les résultats développés

par A. Pelczynski dans [1]. Le résultat fondamental est le suivant

H1 et H2 étant deux espaces de Hilbert, la classe des opéra-
teurs de Hilbert-Schmidt de H1 dans H, cofncide avec la classe des opé-

rateurs p sommant, ou p est fixé 0 <p < +w,

DEFINITIONS. Soit T : H1 - H2 , opérateur de H1 dans Hl'

1) T cst un opérateur de Hilbert-Schmidt (noté T ¢ 52(H1,H2))
si et seulement si, pour une base orthonormale (ou, ce qui est équivalent,

pour toute base orthonormale) (ei)iél de H1

< + @

2
£ v, |l
i€l i
2) T est p-sommant (noté T'enp(Hl,Hz)) si et seulement si il
existe C constante positive, telle que, pour toute famille finie

(xi) , k qﬁulconque,
i€{l, w.,k}

k Vp k
(= lrtx.lP)y <c sup (= |<x.,a>|P)
=1 lafi<t i=1 b

’ 1 2 . . -
Le résultat fondamental s'écrit : GE(H1’H2) np(Hl,Hz).

Le cas p = 1 a été étudié par Pietsch [2]. Dans un article plus récent [3]
Pietsch 1'établit pour 1 <p<2 et en déduit que, pour 1 <p<+®

(e
EE(HI,HQ) np(Hl,Hz).

Néanmoins, le résultat sera complétement établi dans cet exposé,

et pour 0 < p < +o,



VIII.2

RESULTATS PRELIMINAIRES.

1) Soient E et F, deux espaces de Banach, E étant supposé

réflexif ; soit 0 < p< +»o, et T un opérateur linédaire, p sommant de E

dans F. Alors T est compact.

E étant réflexif, toute boule de centre 0, fermée, est compacte dans la

topologie affaiblie de E. Soit x une suite telle que, pout tout n: lan'Sa.

On peut extraire (x_ ) convergeam faiblement dans E ; c'est-a-dire que:

¥ x'eE! <xn ,X'> o <u,x'>
k

donc ”uHE <a et Hxnk- u||E < 2a .

T étant p-sommant transforme la suite faiblement convergeante (xn ) en

une suite fortement convergente dans F : (Tx ) s en effet : k

"k
Yp
T(xnk— u)”F < p(f l<xnk- u, x'>lp au(x'))

e!

i et p tels que :

(e' est la boule unité de E' ; voir Pietsh [3]).

Ceci prouve que l'opérateur T est compact.

Corollaire : Soit T € np(Hl’HQ)’ alors T est compact.

2) Soit T compact de H, dans H alors il existe une hLase

1 2’
! ] =
orthonormale de Hl(fn) , (f 0‘) telle que : Tfn A&, avee An:>0,
neN acA
- . 1 =
An i 0{ g, suite orthonormale de H2,,g£_Tfa 0.

Considérons 1l'opérateur A = T*T ; A est compact et symétrique ;

l'analyse spectrale nous permet d'affirmer qu'il existe une base orthonor-

male (f ) , (1) de H,, des scalaires positifs p_, tels que
n o 1 n
neN akA
Afn = pnfn avec pn n:a>0

Af' =0
a
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Posons Tf = A g
n n-n

<Tf ,Tf > = <Af ,f >=0 sin#m
n m n m

<Tf ,Tf > =<Af ,f >=p = Az d'ou la définition de A_ ;
n n n n n n n

g, est bien une suite orthonormale dans H2.

<T£!,TEL> = <Af)L,f1> = 0 d'od Tf! =0

Remarques : 1. Nous remarquons que seule nous servira la partie (fn)

de la base de H_, (f&) étant une base du noyau n€ N
de T. €A
2. T6562(H1,H2) : T est compact ; le résultat ci-dessus est
valable et nous avons : T Kz <o,
n€N

3) Définition des fonctions de Rademacher.
Soit n = 1,2,3,...

t € [0,1]
On définit la n'E™® fonction de Rademacher par :
k k k+1
rn(t) = (-1) pour 0 <t < n
k
¢ 0 pour t = — et pour t =1
n
2
n
avec k =0,1,2,.....,2 -1

4) Inégalité de Khintchine

(oo} Y
Soit a_ €@ et £(t) = T a r (t) ou r (t) est la n'E™¢
n n-o M n
fonction de Rademacher ; f(t) est la série de Rademacher de coefficients a,
- 2
Théoréme : Si T Ianl < », la fonction f(t) € L¥(0,1), 0 <r < =
n=o0

et 1'on a :

1 Vr
ArH(an)H12 s ([ 1t®)]" at) < Brll(an)ll12
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Ar et Br étant des constantes, positives, finies, ne dépendant que de r.

(Cf. Zygmund : Trigonometric series, Vol. I p. 212, $8)

Remarque : De ce résultat, on déduit que g et h sont continues pour les

topologies des normes :

h
(1%) 2 scit, sec1t - (1)
@© @
telles que (an) -z anrn(t) DY anrn(t) - (an)
n=o n=o
S = ({séries de Rademacher de coeff. dans (12)}

o (Hy,Hy) <6, (0, ,H,)

Soit T € np(Hl,H2) j soit £, A, g (Cf. 2) préliminaires).

n
Pour montrer que T € 62(H1,H2), nous allons utiliser une famille finie,

particuliere, (xk), d'éléments de Hl’ soit :

N
- k ko _ 2k + 1
X, = z r fn avec r.oo= rn( N4-1)
n=1 2
n = 1,2,...,N
N
k = 0,1,2,...,2° -1
2k+5@N+;
[ " [\ 1 s + § >
0 1, N 1
%QN %@N %@N 5@N k+/g
On remarque que
r = rn(t)
pour l% <t < 5%% et n <N (*)
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Les Xy sont les sommets du "cube" unité du sous-espace de H1 engendré par

la famille orthonormale f 2,...,fN.
En vertu de 2) des préliminaires
N, 12
I =
'ITXk“ ( z 7\n)
n=1
d'ou N
2- 1 1 NN 1R
(= lrx "P) 2P( T a))
k=0 n=1
D'autre part, soit a € H1
[oe]
a = % <a,b.>f. + X f'>f('x
i=1 L a€A
k+1
N 2 N - -:e)
<x, ,a>|P = | © K a1 >|P = QNJ‘ | = r (t) <a,f >|P at, car(
k n "“n _, n n
2
N /
- 1p N
(= < ,a>) = 2 P(f £ or (t) <a,f >|" at)
k n n
k=0 o n=1

D'apres l'inégalité de Khintchine

zZ

2 -1 o N, N 12 N
Co o lasl®) s ey (2 fa,rl?) <2 el
k=0 Pn=t

Bp’ constante ne dépendant que de p.

T étant p-sommant, il existe C tel que

N
N N 1/2 2 -1 IA) N,
2’/p ( =z 2y 2¢ sup (T |<xk,a>|p) <C B, o /P
n=1 " a H= k=1
Donc N o M? .
(£ A7) < CB ceci quel que soit N,
n=1 " p '
@ 91/2
d'ou (= }\“‘) < 4+ o
n=1 n

T ¢ 62(H1,H2)
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801t'P€€E(H1,H2) ; soit fn, Ay &y (ct. 2) préliminaires)

@©
Tf = A g avec A 2 cw
n n®n n
n=1
Tf' = 0
o
Soit x € H : x = vy af + T a_ f
1 neEN nn a€h o o
Tx = ¥ a A g avec a = <x,f >
n n°n n n
néeN
Décomposons T de la fagon suivante :
T
bIH- > H2
X L a Angn
Jq Jo neN
1 i 2
(1) —— (1%)
W
(ankn)néN' (anxn)nEN
. . . .1
- (ankn)nEN appa;tlent bien a 1 car (an)néN et k(,}\n)nGN appar-
tiennent a (1°) '

- i est l'injection canonique de (11) dans (12) 3 1 est p-sommante

- j, est continue car H(anxn)ll11 < H(an)ll12 H(xn)ll12

et gl g <= sla)l y = Il

j2 est une isométrie de (12) dans H,

Donc T est p-sommante 3 T € np(Hl,Hz) .
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o .
Lll) - (1°) - i est p-sommante 0 < p < 4+

En effet, on factorise i de la facon suivante

1 9
ah 1 .0¥)
‘ {séries de Dademacher
(a) (a_)
" neN g h " heN ou ¥ = de coefficients
5 dans (11)}
T ar (t)
N neN " %

LP[0,1]1 ;0 <p <=

La remarque de 4) préliminaires, nous dit que g et h sont continues,

1
g étant continue, il existe x!' € LP (0,1) tel que

t
T ar (t) = <a,x!>
neN &R t
< 1
ou a = (a ) € (17)
" nen

)
L'inégalité de Khintchine s'éerit (a € 11, donc a € 1° et le théoreme est
valable)
1
lal . o WP
: - .
A lliall o < ( |<a,xt>l at)

1
0

Soit i est p-sommante 0 < p < 1 d'aprés 1'inégalité de Pietsch [3].
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