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ACCOUPLEMENT DE PROCESSUS LINEAIRES
IMAGES DE PROBABILITES CYLINDRIQUES PAR CERTAINES APPLICATIONS

NON LINEAIRES

'
par Paul KREE

Résumé.
a) Processus linéaires vectoriels et probabilités Y @ cylindriques : exten-

-

sion @ ces processus et 3 ces probabilités, de la théorie des processus liné-
aires et des probabilités cylindriques. b) Image de probabilités cylindriques
par certaines applications bilinéaires. Examen de cas particuliers : intégra-
le de Ito, prolongement continu... c¢) Remarque sur 1'image d'une probabilité
X.cylindrique par une application partiellement linéaire. Ces ré&sultats sont
annoncés dans Krée [4] et [6].

SOMMAIRE

I - PROCESSUS BILINEAIRES, PROCESSUS LINEAIRES VECTORIELS.
IT - EXEMPLES DE PROCESSUS BILINEAIRES ET DE PROCESSUS VECTORIELS.

III - METHODES GENERALES POUR DEFINIR L'ACCOUPLEMENT DE DEUX PROCESSUS
LINEAIRES PAR UNE APPLICATION BILINEAIRE.

IV - EXEMPLES D'ACCOUPLEMENT PAR LA METHODE DU PROLONGEMENT CONTINU.

V - REMARQUE A PROPOS DE L'IMAGE D'UNE PROBABILITE X.CYLINDRIQUE
PAR UNE APPLICATION PARTIELLEMENT LINEAIRE.



20

(3

(1)- De méme que la théorie des distributions généralise le théorie des fonctions,

{2)

la théorie des processus linéaires, introduite par Yaglom (v. Gelfand-Vilenkin
[1]) généralise la théorie des processus et des champ: aléatoires. La théorie

des processus linéaires commence & trouver des applic:tions (en physique theo-
rique, en traitement du signal, dans la théorie des svstémes gouvernés par

des équations aux dérivées partielles). Dans de nombreux cas, il est donné

P21

simultanément deux processus linéaires, et l'on cherche a définir & 1'aide
P s

.

de ces données un nouveau processus linéaire. Indiquoas quelques exemples :

a) Intégrales stochastiques, (voir Mac Kean [l ],Gikhman-Skorokhod (11 .

Soit B, une version du mouvement brownien sur I = o,1] , soit Géc)
sa dérivée et soit Xt un processus stochastique (au sens usuel) sur I .
Les théories usuelles des intégrales stochastiques ont pour but de construire
a pari ir de la donnée simultanée des processus Xt et Yt = Bc’ un nouveau
t
processus Zt HEE f X6 ie d6 . Les théories des intégrales stochastiques
o

permettent donc de construive (moyennant certaines hvpothéses sur les proces-—

sus xt et Yt ), un processus Z, fonction bilineaire de Xt et de Yt .

b) Equations a coefficients aléatoires.

Nous avons montré (voir Krée [1] et [2]), comment le probléme de 1'étude
des &quations aux dérivées partielles a coefficients aléatoires, est équiva-
lent au probléme de la définition de 1'image d'une p.obabilité cylindrique

sur un produit X x Y d'e.v. par une application partiellement linéaire en y:

X xY —>» 2
avec Bx e Z(1,2)
X,y > 8 (y)

1'application B pouvant &tre en particulier bilinéaire. Nous avons aussi
resolu le probléme, dans le cas particulier o u admet une désintégration

p.continue et ol la premiére projection canonique o de u est une vraig



mesure. Notons L° (X,Y') 1l'espace des fonctions X -+ Y' , qui sont u, ~mesu-
u A d !
l

rables au sens de Lusin. L. Schwartz, (communication personnelle, AoGtl1971),
a introduit la notion de probabilité X.cylindrique sur X x Y, oi X est -
maintenant un espace topodogique (généralisant la situation ci-dessus) et a
remplacé 1'hypothése de "bonne" désintégration par une hypothése de prolonge-
ment 3 Lﬁ (X,Y') d'une certaine application linéaire, a valeurs dans un

1
espace de v.a.

C) Mécanique quantique.

Voir les travaux de I.M. Ségal, Glimm, Jaffe.

(3) - Dans tous les cas, on est amené 3 définir 1'accouplement de deux processus
linéaires, (une application bilinéaire étant donnée), par prolongement d'une
certaine application linéaire a valeurs dans un espace de variables aléatoires.
Différentes techniques de prolongement peuvent &tre utilisées: prolongement
continu, prolongement utilisant certaines approximations, prolongement utili-
sant l'existence d'une bonne désintégration. En particulier :

a) Si l'on considére le cadre (!-b), si 1'on introduit un espace de fonc-
tions mesurables sur X et le processus linéaire associé, et si 1'on appli-
que la méthode ci-dessus, on peut voir que l'on retrouve la méthode (due a
L. Schwartz) évoquée ci-dessus.

b) Les raisonnements faits usuellement pour définir 1'intégrale de Ito
peuvent @tre interprétés dans ce cadre.

c) On peut donner des exemples de prolongement par continuité, permettant

de définir, dans des cas nouveaux, des images de probabilités cylindriques.



(4) Pour effectuer cette étude, nous avons été amené a cons dérer des processus
bilinéaires, basés sur des produits d'espaces vectoriels. Ces precessus bili-
néaires interviennent naturellement, lorsqu'on considér~ des processus linéai-
res basés sur des produits tensoriels ou des produits tensoriels complétés,
(cas de processus basés sur des espaces de fonections ou de distributions a
valeurs vectorielles). Ils interviennent aussi quand on &tudie les séries de
fonctions a coefficients aléatoires. Ces processus sont &tudid@s au paragraphe
1; des exemples sont dounés au paragraphe 2., Au paragraphe 3, on domne trois
méthodes générales permettant de définir 1l'accouplement de deux processus liné-
aires par une, application bilinéaire : méthode directe, méchode du prolonge-
ment continu, méthode par approximation. De nombreux exemples d'accouplements
définis par prolongement continu , sont donnés au paragraphe 4. Au paragraphe
5, on indique comment la méthode de prolongement continu permet de définir
dans certains cas l'image d'une probabilité X.cylindrigue par une application
partiellement linéaire. Signalons que le probléme de la définition de 1'image
d'une probabilité cylindrique par ume application non lin&aire est aussi
considéré duns L. Gross [1] et I. Ségal [1],[2].

Je tiens 3 remercier Laurent Schwartz, dont les suggestions ont contribué
au développement de ces recherches.

I - PROCESSUS BILINEAIRES, PROCESSUS LINEAIRES VECTORIELS.

€5) Notations.

(2, B,P) désigne un espace probabilisé et A Jésigne un espace de Banach
réel. L°(q,A) désigne l'espace des classes d'équivalence de fonctions f
Bochner-mesurables & valeurs dans A . LO(Q,A) est muﬁi de la topologie de la
convergence en probabilité. Comme f prend ses valeurs dans un sous espace
fermé séparable de A , la loi de f est une probabilité de Radon sur l'es-

pace complétement régulier A , muni de sa topologie faible ou forte. On in-

troduit de méme pour p > 0 la classe de Lebesgue LP(Q,A). On notera



5.

Z P 1'espace non séparé associé a LP(Q,A), avec p e [0,+ ] . On appel-
lera "A-variable aléatoire'", ou A.v.a. toute classe f e LO(Q,A) ; tandis
qu'une A.v.a, précisée sera un élément f € &fo(Q,A). Si A= R, on

posera Lo(Q,A) = LO(Q)-

(6) Processus bilinéaires.

Soient U et V deux e.v. réels. Un processus tilinéaire R = ((q,®,P),
R(u,v)) basé sur U x V est la donnée d'une application bilinéaire R de
U x V, avaleurs dans L°(Q, R) = L°Cx) .

(7) Exemples généraux.

a) Vue la propriété universelle du produit tensoriel, 1'espace (Q,3,P)
étant fixé, il y a correspondance biunivoque entre les processus bilinéaires
basés sur U x V et les processus linéaires basés sur U © V . Et naturelle-
ment, tout processus linéaire défini sur un e.v. plus grand que U ® V (par
exemple un processus défini sur le complété de U @ V pour une certaine to-
pologie vectorielle), définit par restriction un processus sur U @V , c'est
d-dire un processus bilinéaire sur U x V . On obtient ainsi la plupart des
exemples usuels de processus bilinéaires.

b) Une autre classe importante de processus bilinéaires s'obtient de la

fagon suivante, a partir de la donnée d'un processus linéaire T sur le

produit U x V de deux e.v. ¢ on introduit les processus linéaires

R et §S.
U -2, 1% v -5 1%
(8)
u r—> T(u,0) Vv p——» T(0,v)

Comme T(u,v) = T(u,0) + T(O,v) = R(u) + S(v) , on gcrit T =R+ S .

A la donnde de T , c'est-a-dire 3 la donnde simultanée de deux processus
linéaires R et S , on peut associer le processus bilinéaire :
UxVv —> L)

(u , V) —> R(u) S(v)

Ce processus est noté R x S . Ce processus bilinéaire est caracté@risé par



(9)

(10)

le processus linéaire :

tev —s L°®@)

" n
I u.@v, —> I R(u.) S(v.)
j=1 3 ;g j

Ce deuxiéme exemple général de processus bilinéaire joue un rGle fondamen-
tal dans la théorie des images des probabilités cylindriques par des applica-

Ltions bilinéaires.

Nous voyons donc que 1'introduction de la notion de produit tensoriel
permet d'appliquer aux processus bilindabres toute la théorie des processus
linéaires. On a donc la notion de transformée de Fourier, de composé avec une
application linéaire..., de type, d'ordre, de processus décomposé, de proba-
bilité.

Définition.

Soit U wun e.v. réel, et soit Y un espace de Banach.

a) Un processus linéaire R 4 valeurs dans Y , basé& sur U est la
donnée R = ((2,8,P), R(u)) d'une application linéaire R :

U —= 1%a,Y)
u ———> R(u)

b) Un processus linéaire vectoriel parfait est une application linéaire

de U & valeurs dans ;fo(Q,Y)-

(i

(12

Notons

a) Si V est un e.v. en dualité séparante avec Y , alors tout processus
linéaire vectoriel R basé sur U , 3 valeurs dans Y., permet de définir
le processus bilinéaire :

Uxv —> L°@)

(u , v) ——> (R(u),v)



b) Réciproquement, soit B un processus bilinéaire basé sur U xV .
En général un tel processus ne provient pas d'un proceisus linéaire basé sur
U , a valeurs dans Y . Si B provient d'un tel proc2ssus, on peut donc dire
que B est "partiellement décomposé", ou plus précisiment, qu'il est "Y.dé-
composé'.
(13) Théoréme, (existence d'un processus linéaire canonique¢).
Soit Y wun espace de Banach. Tout processus linéa.re R = (G?,E,P).R(U)LE

U

d valeurs dans Y , basé sur U est isonome 3 un pro:essus linéaire parfait

R, = (8.3 c,P), RW) )
basé sur Qc =t"eyY , muni de la. plus petite tritu & rendant mesurables

les applications :

ey KWy
N N
Ze.gy —— Z(e.,u) y.
I3 T i

ot u décrit U .

L

Preuve.
a) On suppose donné le processus R . Soit U : vn sous e.v. de dimension
finie n de U . Soit (ej) une base de Ui et sult (ej) la base duale
de (Ui)* . Onvoit que R‘Ui est connu dés que 1''n connalt les v.a.
Rj = R(ej) . Soit Pi 1'image dans Ui*~9 Y de la probabilité P sur @
n . n
par 1'application w —>—» .z e’ a;(U(sj))(w) . On voit que si u = ‘Z u” €.,
3=l ]=

alors la loi de R(u) coincide avec 1'image de P. ar K(u)
.-

m = (K(u))(Pi)

: 2t
Si 1'on fait un changement de base (ej) - (ej, , on a (eJ) > (eJ ) avec:



H 2 0 1
a‘?,’ el ® U(al.‘ €
1 ]

k')

et £ el @ U(e.,) = Z
J jakT, i

3 1 2 1 ' ;
= Y] al, a" ) et ® U(e,,) = ) 6%. et U(sk,)
il’kl j 1 ] k i',k' 1

= Z el'U(ei.)

Par conséquent la définition de P, est indépendante de la base choisie daas
Ui . Nous avons donc montré (13).si U est de dimension finie.
b) Soit (Ui)iel la funille des sous e.v. de dimension finie de U . Pour
. . . * * .
Uig Ui' » onn note Pt la surjection canonique de Li' sur Ui . Soit
90 = Py 8>IdY . On obtient ainsi un syst&me projectif d'espaces probabi-

lisés :

*
*
(U & Y, Pi)ugyin); jret

On applique alors au systéme projectif * le théoréme de Bochmer [11], ch.5. La
limite projective des e.v. Ui* ®Y est U @Y , les applications canoni-
ques de la limite projective sur les facteurs étant les q; = Py CiIdY . On
munit U'® Y de la plus petite tribu rendant mesurables les qi . Finale=

ment, & partir de¢ ia donnée du processus vectoriel R , on a construit le

processus canonique parfait Rc .

(14) Remarque.
Cette construction utilise seulement les Pi » de plus Pi est

1'image de la loi conjointe u de U(el)--.-U(En) par :

' Yn U* @Y

3
(yln-yn) —> e ®Yj
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Ainsi, Rc peut €tre construit si 1'on connait seuement les lois margi-
nales du systéme des v.a. R(u), u décrivant U .

Probabilités "Y ® cylindriques".

Soit X un e.v. en dualité séparante avec U . On munit X de la topolo-

gie faible. Soit (Xi)iel la famille des sous e.v. fermés de codimension

]
finie de X . Comme (X/X) = xi"

. . 1 ~ .
et comme 1'application X, ~ X, établit
une correspondance biunivoque entre la famille (Xi)iel et la famille
» la preuve du théoréme (13) permet de caractériser la classe d'iso-

(U.)

i7iel
nomie du processus linéaire vectoriel R par un systéme projectif de proba-
bilités de Radon sur les espaces (X/Xi) @ Y . On appelle un tel systéme pro-
jectif une probabilité "Y @ cylindrique" sur X @Y, (qu'il ne faut pas
confondre avec les probabilités 'X.cylindriques' introduites au paragraphe 5).

On définit naturellement les opérations sur les processus linéaires vectoriels

et les probabilités Y ® cylindriques :
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(17)

10.

Transformée de Fourier bilinéaire.

A
On peut définir la transformée de Fourier bilinéa re FXBR = R de R comme

étant la fonction numérique définie sur U x V par

/ﬁ(u,v) - T;RR(u,v) = Elexp (- i R(1,v))]

4+ .
s O - . .
ou par f e dm , ol m est la loi de 1a v.a. R(u,v). Si u
e u,v u,v
o . A - . .
est fixé, on voit que R(u,.) est la transformée de Fourier du processus li-
A

A Fa\
néaire R(u,.); donc R(u,.) est une fonction définie positive sur U .

A
De méme R(.,v) est,pour tout v £fixé, une fonction définie positive sur
A A
U . Les propriétés de continuité de R(u,.) et R(.,v) sont liées aux

propriétés de continuité des processus linéaires R(u,.) et R(.,v). Notons
A
A

~
les relations suivantes entre R et R :

A

A o
R(u,v) = R

(u ®v)
An n -iR(u. ,v.)
R()u. ®vj) = E(TI e 1]
I3 j=1
, 2\ A :
Par conséquent R caractérise la restriction de R & la partie de

U®V formée par les tenseurs décomposables.

Ordre et type.

~

a) Soit R wun processus bilinéaire basé sur U x V et soit R le proces-
P . - o . . .
sus linéaire associé : U V> L () . Soit p > O . Soit 6 une topologle

vectorielle sur U@V et soit E=U@&V 1l'e.v.t. correspondant. On dit
6

que R est de type p si le processus linéaire R est de type p,
b) Si R est de type 2, on peut définir :
- la moyenne : c'est 1'élément de E' associé i la forme bilinéaire

u,v - Z(R(U,V))c

- la corrélation : c'est 1'opérateur de E' dans E associé a la



(18)

1.

forme bilingaire (e , e,) » S(E(el) ﬁ(ez)) .
- la covariance : c'est la corrélation du processus lindaire centré
associé a g .

c) On suppose que tous les espaces vectoriels considérés sont des espaces
de Banach. Une probabilité de Radon m sur X ® A , munie d'une norme ten-
sorielle .0, est dite d'ordre p (avec p > Q) si :

| m||:° = el ane)!/? <

XeA
]

Le processus bilinéaire R est de type p (> 0) si :

1/p

| w] tt a sy (flel® dm ) < ®

5 W [1e]” dm, |
[vigl

ol By v est la loi de R(u,v).

Orxdre et type partiels.

Soit p > 0. Soit R un processus linéaire basd sur U , & valeurs dans

Y . On dit que R est de type p si :

lwlf® = sup (JllylIP t-'lmu)up
P ulel ¥

ol m est la loi de R(u) . Il serait intéressant d'étudier les applications

partieilement p.radonifiantes, ou p.radonifiantes du genre a ®b , ol a :

X, X, etb :Y Y auraient des propriétés données. Notons a ce sujet

1 2 1 2

le résultat suivant .
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(19) Généralisation vectorielle du théoréme de Pietsch.
soit a
. ""“_——_—) . .
Soient E et F deux espaces de Banach, eL}une application p.sommante

\p >0) de E dans F). Soit u une mesure bornée positive sur la tribu
Jde Baire de 1'e.t. I . Alors l'application suivante est p.sommante:
i
€ °(1,E) ————> LP(1,F)

u(.) +———> a(u(.))

Démonstration.

, o
Pour tout n , quels que soient Upeeeu dans € (I,E) , on a :

n n
b o(la e, ll P = [de VT (Ja e u(e)] P
j=1 3 LP(1,p) I = 17 F

Comme 1'application a est p.sommante, de E dans F , on a :

n
< C f dt ( sup z i(u.(t),e')]p)
I lel¢ej=1

n
c [ dt sup v ](Gth', u)|P
I lelgt =1 J

N

Comme Y& e' (pour tout t de Iet pour tout e' de la boule unité

de E') appartient 3 la boule unité du dual de ?io(I,E), on a :

. R b
£ € [ dt sup ) l(x,uj)!
1 lellgr =1
P n
Finalement E (Nlaou.l )P < ¢! sup Z I(E,u:)lp
j=1 TP, hellgt j=! J

et 1'application i est p.souswante.
(20) Remarque.

Ou a encore le méme résultat si 1l'on remplace :

- a par une application t » a(t),.-Lusin mesurable de I & valeurs dans

i (E,F) aveec sup |la(r) || “
P ¢ np
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13.

- si 1'on remplace i par l'application wu(.) - a(.)(u(.)) .

Corollaire.

Soient X et Y deux espactes de Banach, l'inject'on de X dans Y
étant p.sommante. Soit u une application linéaire continue d'un espace de
Banach E dans un espace de Banach F . Soit u wune mesure positive bornée
sur la tribu de Baire de 1l'espace topologique I . Supposons qu'il existe

. . . - . . 0
une application linéaire continue v de E dans un espace fi (1,X) , telle

que :
3c >0 Ve ¢ E I U(e)llF < | ve) |
LP(1,v)
Alors l'application u est p.sommante.
En effet :
n n
Z‘u(e-)lng z (Hv(e.)" )p
j=1 J j=1 3P,y

Comme 1l'injection de ffo(I,X) dans Lp(I,Y) est p.sommante, il vient

< C' sup Elcl.wej)i"
hetlgt j=1

Introduisant la transposée v' de v : E - CP(I,X), on obtient

< C" sup E | (v'(R), ej)lp
e ligl j=1

Lorsque & décrit la boule unité du dual de f:o(I,X), v'(2) décrit un

borné de E' . Donc u est p.sommante.
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XEMPLES DE PROCESSUS BILINEATRES ET DE PROCESSUS L.INEAIRES VECTORIELS.

Les notions de processus bilinéaires et de processus linéaires vectoriels
sont des cas particuliers de processus linéaires. Cependant, les exemples
qui suivent montrent l'intér@t d'introduire ces nouvelles définitions pour
1'étude de processus linéaires basés sur des produits tensoriels ou des pro-
duits tensoriels complétés. Physiquement, les processus stochastiques corres-

pondants sont des processus i valeurs vectorielles.

-~

A - Séries de fonctions 3 coefficients aléatoires.

Soit fl"'fn une suite de fonctions numériques, définies sur un ensem-
ble donné I (on peut aussi supposer que [ est une variété, et que les

fi sont des fonctions généralisées). Soit (Xn) une suite de v.a. et soit
(cn) une suite de coefficients. Alors ? e Xn fn est une série de fonc-
tions a coefficients aléatoires. On s'intéresse a la propriété d'appartenance
presque sire de cette série a4 un e.v.t. F admettant le systéme des fi
comme un systéme total. Notons R(lw) 1'ensemble des suites (c“) de nom-
bres reels qui sont tous nuls sauf au plus un nowbre fini, et notons D le
sous espace de F engendré par les fn . Il est naturel d'introduire les

processus linéaires vectoriels :

p — L°@,F) et RN 1%,

Ze¢c £ —> L ¢ X (¢c) ——>FL c¢c X f
n n’'n n
De méme que la théorie des processus linéaires basés sur des espaces de

suites permet 1'étude des séries numériques 3 coefficients aléatoires, la

théorie des processus vectoriels permet l'étude des séries de fonctions a
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coefficients aléatoires : voir Krée [5].

B - Mouvement brownien a valeurs dams un espace de Hilbert réel E .

Si H et K sont deux espaces de Hilbert, on note H g K 1l'espace vec-
toriel H ®K muni de la structure préhilbertienne canonique. On note
AN
h % K 1le complété de cet espace.
Soit I = [0,1] et soit E un espace de Hilbert réel. Soit oHl(I) le
sous espace de l'espace de Sobolev Hl(I), formé par les fonctions nulles
a l'origine. On sait que l'opérateur d'intégration J :
t
f~g avec g(t) = f £(8) deo
o
L. . . 2 ] l )
réalise un isomorphisme de H = L°(I,E) sur OH (I,E) = oH (D) 2 E . Un
mouvement brownien sur H , paramétré dans I , est tout processus B asso-
cié @ Jim) , ol m est la probabilité cylindrique gaussienne canonique
sur H . Soit F un espace de Banach réflexif contenant E , l'injection
de E dans F @&tant supposée p.sommante. Pour 0 < 6 < %-, on introduit
lu(x) = w5

6
€°(1,F) = {u: I +F, sup 5 < = }
x et yel | x-y |

Montrons qu'il existe une version de B dont les trajectoires appartien-
nent presque surement & F . Soit Ga la distribution sur R de transfor-

- a/2 . En utilisant les techniques et les

A
mée de Fourier Ga(u) = (l+u2)
notations de Schwartz [1] chapitre 14, on factorise de la maniére suivante

1'injection i de HI(I,E) dans ﬁe(I,E):
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G Y%
( .%-’-e.

W (1,E) ———— mES(1,E) s E2(1,E)

(Gzl-f-f_)*

c 3 5 Paw — %a,m

Vu (19), 1l'injection j est p.sommante. La derniére application est
continue pour 8 = % - € - %- d'aprés la variante vectorielle naturelle du
théoréme de Krylov-Sobolev. Finalement, on a montré que 1l'injection de H
Hl(I,E) ‘dans ffe(I,F) est p.sommante, donc p.radonifiante. Comme les pro-
babilités cylindriques de Gauss sont de type p pour tout p fini, on

peut prendre 6 arbitrairement proche de 1/2, (0 < 8 < 1/2).

Remarque.
Voici une variante de ce résultat. Supposons que < =+ R(t) est une appli-

cation Lusin.mesurable de I 3 valeurs dans '2?HS(E)’ telle que :

sup Mree) Ml < o
t

oi 1'on a noté || . l" la norme dans 1'espace ;fhc(E) des opérateurs
de Hilbert-Schmidt de 1'espace de Hilbert E . On introduit alors la probabi-
lité cylindrique gaussienne canonique de E : p admet pour transformée

de Fourier :

cee [ o eeen



1
£-5E) = e [ IR £ 17 a0
(¢}

Alors tout processus de la classe de J(p) admet une version dont les
R . . - - 8 - .
trajectolres appartiennent presque surement a ft (I,E) . Pour démontrer ce

résultat, il suffit de modifier ainsi la factorisation « :

(/G].. _l. +€>¥ —l. +c

2 I 2 2
L°(1,E) ——> H'(I,E) —>*—> §
(1 e
K [ R I
—25 P — 5 291,E)

(1,5) = E°(1,8)

o0 k est l'application : f(.) » R(.) £(.) . Comme k est p.sommante, on

. . . _ n [P - i - .
voit que l'application composée 1 est p.radonifiante. Comme 1i(m) coincide
avec 1'image q de p par l'injection de HI(I,E) dans fZU(I,E), et com-

me i(m) est de Radon, q est de Radon.

D - Processus linéaire associ& a deux processus gaussiens indépendants.

Soient H et K deux espaces de Hilbert réels. Soient A ¢ 2Z°(H),
B € Z(K) . Soit T wun processus linéaire sur H x K de transformée de

Fourier :

(h,k) -~ q(h,k) = exp(- —; || anll? - %H Bk || %)

Vu (7-b), on peut écrire T =R+ S ol R et S sont indépendants. On se
propose d'étudier le processus bilinéaire R x S basé sur H x K, et le pro-

cessus linéaire R ® § correspondant basé sur H ® K .



(23) Lemme.
2 . . 2 )
Notons N(a,b”) 1la loi normale de moyenne a et de variance b . §oient
X et Y deux v.a.. suivant des lois normales N(O,kz) et N(O,pz). Alors
laloi m de Z = XY a pour transformée de Fourier :
-1/2

2 u2 u2)

u - m(w) (I+)

Preuve.
. ® .k
G(u) - @(e-luUV) Z L:E%El—' E(Uk Vk)
o
T eiwk g ok k. 2= iwk
= Il g CWH &WH = ]y m (0 m Y
(o] (o]

ol mk(x) est le moment d'ordre k de la loi de X :

2k 2%
m () = LA e méme m (v) = LBOLu
2" ki 2% (k1)
® 222 k
D'od m(u) = I 1)k G péu ) (2k)’2 = (1 + Azuzuz)-l/2
° (k!)

(23) Lemme.

Supposons A'A et B'B compacts; il existe donc des suites (Xi)i. (”j)j
tendant en décroissant vers zéro, des systémes orthonormés (hi)i et (kj)j

de H et K respectivement tels que :

' = ! = .
A'A= ] 2 h @b B'B z by k@ kg
1= j=1
N .
a) Pour tout élément ¢t = Z ti hi e»ki de H®K, on a:
i=1

P N
R@5(t) = n(1+:2.2¢%

-1/2
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AN
b) R ® S se prolonge en un processus continu sur H ‘2@1(

Démonstration.
a) Comme les v.a. R(hi)’ S(kj) sont normales et indépendantes dans leur
ensemble, la transformée de Fourier de (R ®S)(t) est :
N

u - Eexp(- iu jZ] tj R(hj) S(kj))

N
= EIN exp(- iu £ R(h) SG)T = MElexp(- iu £, R(h) S(k;))]

i=1
N
3 IRRSL RIS IS
i=1

S
D'ol 1l'expression annoncée pour R® S .

P . S
b) R®S est une fonction continue sur H ?K . Donc R®S se prolon-
A
?K » et c'est la transformée de Fourier d'un proces-

sus continu T . Notons que ce processus a une importance pratique et qu'il

ge par continuité a3 H

est construit de fagon trés simple 3 partir de deux processus gaussiens

indépendants.
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I1T - METHODES GENERALES POUR DEFINIR L'ACCOUPLEMENT DE DEUX PROCESSUS LINEAIRES

(25)

PAR UNE APPLICATION BILINEAIRE.

3. A. Les données du probléme.

Soient X - U, Y-V, et 2 -W trois couples d'e.v. réels en daalité
séparante. On munit ces e.v. des topologies faibles. On donne simultanément
deux processus lindaires R et S basés sur U et V respectivement : on
donne donc le processus R + S basé sur U x V. Soit m la probabilité cy-
lindrique sur X x Y associée au processus R + S et soient m, et m
les projections canoniques de m . Soit B wune application bilinéaireVcon-
tinue de X » Y & valeurs dans Z . On cherche a définir 1l'image #g(m) de
m par B8 : c'est une probabilité cylindrique sur Z . On va définir 8(m)
d.-1'aide du processus linéaire associé T basé sur W . Ce processus est
appelé 1'accouplement des processus R et S et l'on pose T =f(R,S) .

On introduit le processus bilinéaire R x S et le processus linéaire R® S .

uxv 25100 Uev @3 %40
n n

(u , v) —>R(u) S(v) Yy u, ® v. —> ) R(u,) S(v.)
6 j R j

Comme X ®Y est naturellement en dualité séparante avec U &V , le proces-
sus R ®S définit une probabilité cylindrique sur X @ Y . On va utiliser

.

la factorisation canonique B = 8 o A de 6§ :

X x Y

sl\

X@Y ————— 2
8

On note s(m) la probabilité cylindrique sur X @Y associée au proces-

sus R ®S .
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On utilise la terminologie suivante

Supposons donnés deux couples A-C et B-D d'espaces vectoriels en dua-
lité séparante et une application linéaire 2 de A a B . On dit que ¢

est transposable de D 3 C si ¢ est continue pour les topologies faibles
o(A,C) et o(B,D) et l'on définit ainsi la transposée L' de 2

1
p A ¢

d —m> d o 2

est une probabilité cylindrique sur A muni de

On rappelle que si u
la topologie 0(A,C), on peut définir 1'image 2(y) sur B , muni de la
topologie o(B,D), si et seulement si £ est transposable de D & C

"3. B. Méthode directe.

o~
Si B est transposable de W 3 U @V on pose :

T = B(R,S) = (R®S) o (B)' et B(m = 8(s(m)
sont définis directement.

et 1'on dit que B(R,S) et R(m)

8 des processus R et S peut

Donnons un exemple ou 1l'accouplement par
étre défini directement :

Proposition.
Supposons dim X < ®. Alors l'accouplement par B des processus linéaireg

R et S est défini directement.

Preuve:
Soit (ej) une base de X et soit (e.) 1la base duale de U . Tout
n
€ ‘écri = ¥ x. .= (x,e.). .
x €X s'écrit x = § x; e, avec x, (x,el) Pour tout x € X, Bx( )

1



Ld.
désigne 1'application linéaire g(x,.) de Y dans Z. Nous avons
Vyet Vueuw; By = (B, (W = (.6, @)

] ]
Par conséquent w o B est la forme bilinéaire ;

n n
(x,) ~ (BGx,y),w) = ) x (Ble,y),w) = § (x,e.)(y,8', (W)
j=i 1 =t j

. . . - 3 ne - - - ~
L'application linéaire B associée @ B a donc pour transposée }Y:

n
woJe, ®B' (W) .
1 €;

n
D'oi  T(w) = ) R(e.) S(B' (&)
. j e.
1=l ]
Exemple.
a) Soit X=Y=U=V= LZ(I) avec I = ]O,I[ .
Soit n > 0 . Soit X" 1le sous espace vectoriel de LZ(I) engendré par
..k , ol k? est la fonction caractéristique de 1Jlj/n, j+i/n[ . On se
donne simultanément un processus généralisé S sur I , (représenté par

sur L2(I)), et un processus Rn dont les

une probabilité cylindrique Mo
nal n n

trajectoires sont du type f = z Ri k? , les Ri étant des v.a.
i=v

Soit " 1la probabilité cylindrique sur X x X associée a la donnée simul-
tanée de ces deux processus. Alors 1l'image de un par l'gpplication bili-
néaire

X xX —> R

1
(f, 8)r—— [ £(t) g(t) dt
o

peut €tre définie en appliquant (27), (bbien que dim X = + « l),parce que

n - n
R est basé sur X . On a :

n-|
n n n n
JROds = [ R () S(t) dv = ] U Vk))
o o i=o
. . . dB - .
En particulier si S = FT B, od B est upec version du mouvement

brownien sur I , on obtient :
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I : .
[ R*aB = ZR B%—L)'B(%))

i=o
ce qui correspond 3 la définition usuelle des intégrales stochastiques.

b) Soit t fixé dans [0,1] , on peut définir dans des conditions analo-

gues

t
(39) [ ®as = 7 R® e ”1 ) - B( -) + R (BCE) - ptatd )
o i<[nt] i

t
c) Supposons t variable. Comme f R" dB dépend continuement de t
o

(en moyenne d'ordre 2), on voit que le processus ™ i

t
t - f R" dB définit un processus linéaire sur J\Z(I), ou une probabilité

o
o

cylindrique sur 30(1). Le processus ™ est le résultat de 1'accouplement

des processus R et B par l'application bilinéaire :

X x X — &%

Gn , t
(£, 8) —> (t~ [ £(8) g(8) de)
o
3.C. Méthode par prolongement linéaire continu.
Munissons Lo(ﬂ) de la topologie de la convergence en pro-
babilite.
(32) Supposons qu'il existe un e.v.t. séparé Ge tel que :

a) G contient U @V, et U@V est dense dans Ge .

b) Le processus R®S : U®V » L°(9) admet un prolongement
1inéaire continu : R ®S : Ge L%

c) G est en dualité séparante avec X Q@Y .

d) L'application lindaire § est transposable de Z a G .

On pose alors :

(33) " B(m) = B(s(m)) et T = (R®S) . ()"




(34

(35)
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Exemple.
a) On suppose que R et S sont de type P et p, respeetivement
- -1 . .
avec p, + P, = 1 , et que U et V sont munis de topologies localement

convexes complétes. Vue 1'inégalité de Hélder, le processus bilinéaire R » S
est de type 1. Vue la définition de la topologie m , R@ S est continu de

U®V avaleurs dans LI(Q). Par conséquent R ® S se prolonge par continuite
m

. . ™ - ~ - . .
au produit tensoriel complété et 1l'on peut prendre Ge = UU@®V , a condition
m

~

que B soit faiblement continue de X @ Y (supposé en dualité séparante avec

A -
U® V) a valeurs dans Z .
m

b) Dans le cas plus particulier oi U et V sont des espaces de Fréchet,
on pourra vérifier que ces conditions sont satisfaites en utilisant la repré-

~
sentaion sous forme de série d'un élément de U §>v

; oa
t = A u v avec T\ 1+ =
% n 'n®"n Mql n! ’

les sultes (un) et (vn) tendant vers zéro.

3.D. Méthode par approximation.

Supposons qu'on a une famille filtrée (Rj + Sj) de processus li-
néaires sur U x V , cette famille étant telle que :
a) (Rj + Sj) converge cylindriquement vers R + S .
b) L'accouplement Tj =F'(Rj, Sj) est défini directement (c'est-
a-dire par la méthode directe).

¢) (1)), converge cylindriquement vers un processus lindaire T .

On pose alors T =P(R, S) et on définit B(m) comme &tant la pro-

babilité cylindrique sur 2, associée a T .
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(36) Exemple.
t

a) L'intégrale stochastique de Ito t - f Rd B est en fait définie par
o
la méthode d'approximation. En effet, soit R wun processus sur I = [0,1],
représenté par une v.a. f a valeurs dans X = L2(I) et dont la loi est
une mesure de probabilité sur X . On suppose que R viérifie les hypothéses

habituelles : voir par exemple Mac Kean [1] ou Gikman-Skorokhod [2]. Pour

. . n < P . e s
tout entier positif n , notons Q 1'opérateur linéaire "non anticipé"

X —X
ol i/n
f()—> ) o kM) £(0) de
i .
1 (i-1)/n
et introduisons le processus linéaire sur X associé a la v.a. R" = Qn o R.

Vu (28 b et c) on sait définir le processus T- : t - f R" d B, résultat-

de 1'accouplement par 1'application bilinéaire (31) des processus R® et B.
Ito a montré que " converge cylindriquement vers une limite T 1lorsque
n tend vers l'infini. Cette limite est alors le résultat de l'accouplement
des processus R et B par (31).

b) Lorsque la fonction R(.) est déterministe, on dit en général que T
est une intégrale de Wiener. La définition de T , dans ce cas, ne requiert

pas de procédure d'approximation et se définit élémentairement : T est le

composé de B avec l'application linéaire continue :

37 L2 €° ‘ ]

t
f —— (> [ R(8) £(8) d 8)
o
c) On peut interpréter de la méme maniére les raisonnements de I.0. Da-
leckii [1] et [2], qui permettent de définir une intégrale de Ito vectorielle.

(38) Remarque.

a) Il faut noter la différence entre le point de vue des probabilités
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cylindrique (ou classe d'isonomie de processus linéaires) et le point de vue
des processus linéaires. Dans le deuxiéme point de vue, l'espace probabilisé
(2, B,P) est fixé, et 1l'on cherche 3 définir des variables aléatoires. Dans
le premier point de vue,l'espace probabilisé n'est pas fixé. Les définitions
qui précédent ont donc un intérét doubl® en théorie des probabilités.

b) Les trois procédés indiqués ci-dessus s'appliquent de fagon non contra-
dictoire dans des situations de plus en plus générales. En effet :

- Si R+ S est représenté par une probabilité de Radon m sur X x Y,
on voit & 1'aide de la factorisation (25) de B que la probabilité cylindri-
que s(m) coincide avec 1'image par s de la probabilité m . Finalement,
B(m) est alors 1l'image de la probabilité m par B .

= Il est clair que 3.C. prolonge 3.B.

- La méthode 3.D. prolonge la méthode 3.C: ceci résulte du fait que

1'application R,S » T définic en 3.C. est continue pour la topologie cylin-

drique.
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IV - EXEMPLE D'ACCOUPLEMENT PAR LA METHODE DU PROLONGEMENT CONTINU.

4.A. Images pour des espaces du type EO(K).

Soit K un espace compact et soit?e€°(K) 1'espace de Banach des fonc-

tions numériques définies et continues sur K . Soit#:-/L(K) 1'ensemble des
o ' .

mesures de Radon sur K . On a «/7,(1() = (C (K))'. On prend deux exemplaires
ﬁi et 6; de 80(1(); et 1'on note «/le et v‘(y les espaces duals.
Jn note f‘:{y l'espace des fonctions continues sur Kx x Ky et J'ny l'en-
semble des mesures de Radon sur Kx X Ky .
(39) Proposition.
Soit m une probabilité cylindrique sur 80 x 62 dont les projections

canoniques sont de type 2 . Soit B 1l'application bilinéaire :
ﬁo x o ___i}to
£, 8) —— fg
Alors B(m) est une probabilité cylindrique de type | sur 80 , (en dualité

séparante avec J1).

(40) Lemme.

Preuve du lemme.

On a une injection isométrique :

d‘lxwﬂy s (€ & €)'
m™ €
0 of ' & ¢ roe M
I I LI R

M

xy

in

Donc J‘(x ® ‘/(y
T



28.

N
Le théoréme du bipolaire appliqué aux mesures simples Z Aj 6x ® 6y ,
i=1 i i

(Xi € R, 'Kj e X, yJ. € Y), montre que J"(x @J‘Cy est dense dans “M’xy .

Par conséquent le complété du sous espace dense dans l'espace de
x® y
T

Banach /M , colncide avec Y .
Xy Xy

Preuve de la proposition (39).

On sait que pour toute u ¢ M(K) , la forme bilindaire :
Tow x B2 L R
(£, &) ——> Ji g dy

~ o 0 .
est intégrale. Par conséquent la forme lindaire 3(u) sur € (K ® £°(K) qui est
associde a B(u) est continue pour la topolopie ¢ . L'application linéaire
B associée a l'application bilinéaire  est donc transposable de J% dans

A
N =M
x @y = Ly
ffo Q?fio B {io
—_—
gt
(/V(x ? (/t(y €« /‘Z
Par conséquent g(m) est une probabilité cylindrique de type 1 sur fio ,

en dualité séparante avec J.

Comparaisons de (39) aux résultats connus.

Soit p wune mesure de Radon positive fixée sur K . Vus les résultats
des chapitres 11 et 12 de L. Schwartz [l], et vu le théoréme de Prokhoroff,

1'application identique de ffo EN ffo dans Li x Li transforme m en une

mesure de Radon m' sur Lj x Lj .

Notons que B se prolonge en une application B bilinéaire continue de
2 2 ! . Lot ' 1
Lp x Lu dans L“ , qul transforme m' en une mesure de Radon n sur Lu

Vue la commutativité du diagramme :
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A
?io E? 6o L
AW v
\,\1.2"1.2 — L;
m' est 1l'image de R(m) par l'injection de f:o cans LS . Finalement,
la proposition (39) a permis de montrer que n' se relevait en une probabi-
lité cylindrique B(m) de type 1 sur f:o . Ceci ne résulte pas de la théo-
rie usuelle des probabilités cylondriques, parce que M et L; ne sont pas
en dualité séparanté.
(41) Varieates.
a) On peut définir 1'image d'une probabilité cylindrique sur (Ef53 H
dont chaque projection est de type 3 , par 1'application (£f,g,h) > fgh .
b) En composant (par devant) cette application avec 1'application linéaire
continue
Co ___ (fio)B
f — (f,£,f)
on voit que l'on peut d&finir 1l'image par f ~ f3 d'une probabilité cylindri-

que de type 3 sur £ ° .

4.B. Accouplement par convolution.

(42) Progosition.
. d . e
Le tore T est muni de la mesure u = 5% . Soit m une probabilité cy-

lindrique sur L] X L: , en dualité séparante avec L: x L: . On suppose que

les deux projections canoniques m et m, de m sont de type 2. Soit

s > et soit B 1'application bilinéaire :

N —

L:J x L:J — s W)

(f , 8) —> £ *x g
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-s
Alors on peut définir la probabilité cylindrique B(m) sur H =

H-S(]P), en dualité séparante avec HS('P). De plus p(m) est de type .

Démonstration.

On développe les fonctions en série de Fourier :

n ™ end)E eadE

. o, in6é ) ing e - ing
£ ) fn e et g ) g, © =5 £ x g rn 0 €
n n n
On rappelle la définition de HS(WW :
s ) ing | 2.8 4. 2 -
H(P) = (hn]h e 5§ amD” |h 1% <)
n n
Pour tout i € H-S(WP), on a
: f g
2 - _ N 2. 2¢ n n
(n,8(f,g) = g ofog = ) (ke ™

~
Notant g 1'application linéaire associée a8 ¢ , on a :

insg ing
e e

Ao B = ) (l+n2)2C Ay 7 -
n (1+n”) (1+n")"

Vu (3«b), on aura donc A o g e L é;L* 51
m

2.2
L ] <o
n
n
Or ceci résulte de 1'inégalité de Schwarz.
Comparons le résultat (+2) aux conséquences Jdes résultats de L. Schwartz
sur les injections radonifiantes entre espaces de Sobolev.
Pour tout p =1 et tout a réel, posons
a -
L% = P x5
7 - ing
avec G (8) + [ (1+u%) a/2  ing
n
" . N l 2,t Y . . 3
L'injection de L () dans L (1) est 2.radonifiante s1 t - -1

)
Comme la convolée de deux fonctions de L7 e.tr continue, il résulre de (44)
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que B se prolonge en une application bilinéaire continue :

1
L2,t . I‘2,1: 8 €e° . Gzt - @o,Zt

Par conséquent, la théorie des applicatiomns radonifiantes permet de
Py ] PRPRR O,ZC p
définir R'(m) comme probabilité de Radon sur e avec 2t < - 2.
. .. P S
Mais cette.théorie ne permet pas de définir B(m), parce que H (T) n'est

el s 0,2t
pas en dualité séparante avec ﬁ ’ pour 2t < - 2 et s > 5 .

4.C. Multiplication dans les classes de Hardy.

On rappelle que pour p > 1, la classe de Hardy %p = ’)‘fp(T\ est l'en-
semble des fonctions f de LP dont les coefficiénts de Fourier d'ordre
négatif sont nuls :

fr)f e. sup [|f(r eie)|p de < =
o r<l
Le produit de deux &léments de la classe ‘9!(2 est un élément de la classe

1 . gz . . et s
2" . Nous cansidérons 1'application bilingaire :

%2 X 7’[2 —— H-s avec S >

ojw

(+5)
(f ) g) —> fg
(+6) Proposition.

Soit m wune probabilité cylindrique de type 2 sur D’[Z x Hz , en dualité
séparante avec 92 « M2 . Alors 8(m) est de type | sur H ° , en dualité
séparante avec H® (si s > —,3-:)

Démonstration.

A

L'application linéaire B associée 3 £ est :

MZ ® M2 —_ H"S
N . 3 . .
Z uJ®vJ --,);uJ vJ
“l d 2
On va montrer que 3 est faiblement continue, ’J*f2® P4 étant mis en
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C. 2 .
dualité séparante avec w2 ? 9{ . Soient

un~ZIou etne s, V=LV e:me , X € Hs(T)
n n
wee  DlalPee . TllPes L T Pamd® <o
n i n ’ n
(o] fe) -0
dé -1
On a (A,8(u,v)) = fA uv o = - (2m) ) UV Ak
s et kyo
Donc Ao B = - (21!)_l Y R Y A -k
n et kyo
Il suffit donc de montrer que
2 .2 ¢ 2. ¢
) UenskD™ D] ] = 2 kO 3 | <=

n et ko
Or ceci résulte de 1l'hypothése A ¢ n® (appliquer 1'inégalité de Schwarz).
(+7) Remarque.
Soit T =R + S un processus liséaire de la classe d'isonomie de m .

. PP 2 2 2
S1 R@®S se prolonge par continuité a H @Mz, on met ?E e M en
2

dualité spparante avec Mz & MZ . On voit que l'on peut alors définiv 1'i-
2
mage de m par :

M2 w2 —s vl

(u, V) —> uv

4.D. Cas oiu certains espaces sont nucléaires.

Si X est un evtles, on note X'b son dual continu muni de la topologie

de la convergence uniforme sur les bornés. On suppose que U et V sont
des espaces de Fréchet =t que U est nucléaire. Alors U‘b est nucléaire et:

(48) VA o Aoy
v vy x (W)

On suppose que X = U' Y = V'b et que B est bilinéaire continue de

b’



(49)
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ar

U'b)( V'y @ valeurs dans Z . Alors 1'application lingaire B associde 2

B est continue :

U'b<s V'b —_— 2

Par conséquent B est transposable. Si,donc m est une probabilité cylindri-

que continue sur U'b x V'b, on peut définir B(m) .

(50) Remarque.

Lorsque U et V sont tous les deux nucléaires, alors d'aprés le théo-

réme de Minlos, toute probabilité cylindrique continue sur U'b x V'b est,
en fait, une probabilité de Radon. Par conséquent, dans ce cas, le théoréme

de Minlos permet de définir directement R(m) .
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REMARQUE A PROPOS DE L'IMAGE D'UNE PROBABILITE X.CYLINDRIQUE PAR UNE APPLICA-

TION PARTIELLEMENT LINEAIRE.

On rappelle d'abord les

(54) Définitions, (voir L. Schwartz [2] et [31]).

(52)

Soit P une probabilité de Radon sur l'espace topolegique f . On suppo-

se donnés un espac= topologique X et un couple Y - U d'e.v. réels en
dualité séparante. (L'adjectif "mesurable" signifie ci-aprés 'Lusin-mesura-
ble". Les v.a. sont supposées Lusin-mesurables).

a) Un prucessus X.linéaire basé sur U est la donnée simultanée d'une
v.a. f 3 valeurs dans X , et d'un processus linéaire S basé sur U . Un
tel processus X.linéaire est noté (£f,S)

b) On munit Y de la topologie faible et l'on note (Yi)iel la famille
des sous espaces fermés de codimension finie de Y . Si Yi c Yj , On a une
surjection naturelle r.. de Y/Yi sur Y/Yj . Soit Idx 1l'application
identique de X . Une probabilité X.cylindrique m sur X xY est la don-
née d'un systéme projectif (mi)i de lois de probabilités de Radon sur le

)

d'espaces topologiques.

systéme projectif (X «x (Y/Yi),Idx x Pij i,jel

Une probabilité X.cylindrique m sur X x Y caractérise une classe d'iso-
nomie de processus X.linéaires basés sur U . Soit ml la loi de £ :
c'est une mesure de Radon sur X . On dit que m' est la projection de m
sur X. Dans l'étude des équations aux dérivées partielles 3 coefficients

aléatoires, (voir Krée [2]), intervient le

Probléme de la définition de 1'image d'une probabilité X.cylindrique par

une application partiellement linéaire :

Aux données précédentes, on ajoute la donnée d'un couple 2Z-W d'e.v. en

dualité séparante, et d'une application :
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XxY ——s Z
(x , y) —> B(x,y) = Bx(y)
telle que :
- Bx(.) est linéaire continue (pour les topologies faibles).
- pour tout w € W, 1'application x ~» B'x(w) est continue.

On cherche d définir 1'image par B de la probabilité -X-cylindrique m .

*On a donné dans Krée [2] une telle définition en supposant que m admet
une désintégration "suffisamment réguliére" x -+ s, ®m , o0l m est une
probabilité cylindrique sur Y . En fait, ce raisonnement permet seulement
de définir la classe d'isonomie du processus T hasé sur W associé au pro-
cessus X.linéaire (f,S). Pour déterminer T , il faut raisonner non pas en
termes de probabilités cylindriques (ou X.cylindriques), mais en termes de
processus linéaires (ou X.linéaires).

L'objet de ce paragraphe est de présenter les remarques suivantes :
(54) La méthode de L. Schwartz [2],[3], permettant de déterminer T peut
dtre considérée comme un cas particulier de la méthode de prolongement conti-
nu. En effet; inCroduigons Us= ?:O(X) et remplagons la donnée de f par la
donnée du processus linéaire :

v 2 1w

P 9. £
L'espace U est en dualité séparante avec l'espace X = uﬁg(X) des combi-
naisons linéaires finies de masses de Dirac sur X . Remplagons la donnée
de B par la donnée de l'application bilinéaire :

M) x ¥ LI

oy 6,49 r—>

£ xi Gi B (xl ’Y)

-1



(55)

(56)
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La classe d'isonomie du processus R+ S : U x V » LO(Q), définit une pro-

babilité cylindrique m  sur X » Y. Remplagons la duonnée de m par la

donnée de m . Posons G = @O(X,V) .

On note que l'hypothéses (4J) signifie que 1l'application liné-

~
- -—
N

aire B associée 3 l'application bilinéaire 3 est transposable de W 3 G.

Vue la mBthode 3.C. de prolongement continu, on est donc amené & supposer que

l'application :

2o o v 225 10
! :

i
se prolonge par continuité 3 G . On peut alors définir 3(m) et le proces-
sus lincaire T associé.

ot

Dans les cas concrets; les applications A(w) : x - 8 x(w) ne sont pas des

applications continues arbitraires, mais elles ont certaines propriétés de
régularité. Tl n'est donc pas nécessaire de supposer que R ® S se prolonge
par continuité 3 G . Il suffit de supposur que R 88§ se prolonge par
continuité & un sous e.v. topologique de G , qui contient tous les A(w),
w décrivant W .

Exemp le.

Soit X = T . On munit V et W de topologies localement convexes
complétes compatibles avec la dualicé (avec Y et Z respectivement). Sup-
X 20 A
posons que pour tout w e W, A(w) e € (T,V) = € (T) @V, et que le
processus linéaire S est de type p > 1. Alors on peut définir 3(m), meeme

. . . - 3 . ” ” - . - .
si la probabilité X.cylindrique m n'admet pas de bonne désintégration.

(Un exemple d'une telle probabilité X-cylindrique est donné dans L. Schwartz

L2n.



37.

(57) Remarque.
Dans le cas plus général oul, pour tout w €W, l'application x - S'X(W)
est seulement Lusin.mesurable, le raisonnement ci-dessus utilisant une
transposition n'est plus valable. Le processus T est alors défini en com

.

posant le proloncement de R® S 3 LO(X,V) avec l'application linéaire :

W —> oG,V

W ——> B’x(w)
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