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Les applications radonifiantes entre espaces de suites 1,
0<rs+», ont été maintenant beaucoup étudiées, Par contre, on a fort
peu de résultats relatifs & l'espace des séries convergentes ; il

s'agit du Banach S des suites ¢= (c )

n’ neN telles gque T c, converge,

neN
muni de la norme HcHS = Sup Ico+ Cy+ooot Cnl" Actuellement, deux im-
neN

portants résultats ont été énoncés,

. R *
Le premier est le théoréme de Menchov :

Si (Xn)neN est une suite de variables aléatoires orthonormée, si
’ 2 2
. ’y . < 1&
(an)nEN est une suite numérique telle que T Ianl log n Al

nz1
série T a_X
T neN WD
Nous le généraliserons en disant que l'application diagonale

converge presque siirement,

de 12 dane S est O-radonifiante,

o s (cn)neNP (ctn cn)neN

oo
Le deuxiéme est le théoréme de Kwapien-Pelczynski

. . 1 .
Si (Xn)néN est une suite sommable de fonctions de L (Q,u), si
|« | < const, (log n)mluéa §>0, la série ¥ o X converge u-presque
n - - .. n n
néeN
partout.
Nous le généraliserons en disant que, si T -;:'l' <+w, ou B =Sup ian+k
nx>1 kzo

l'application diagonale o de 11 ou méme c(ll,co) dans c(S",S') est

l1-radonifiante.

by ’ b
Nous démontrerons ces deux théorémes par le théoréme de
dualité., Ces démonstrations paraitront prochainement dans un article

du Journal de la Société Mathématique Japonaise (Schwartz [1]).

Voir J, L., Doob, Stochastic Processes, John Wiley, New-York, 1953,
théoréme (4.2) du §4 du chap. IV, page 157,

e ) . .
S, Kwapien et A, Pelczynski ; communication privée,



§ 1., ILE THEOREME DE MENCHOV

Nous nous placerons d’abord dans le cas fini, Nous applique-

rons le théoréme de dualité des applications radonifiantes avec les
. : 2
notations de 1'exposé XXV, page XXV,2, de Schwartsz [2]. aveec U=1,

V=195, mais seulement pour la dimension N (autrement dit, 1 est

1'espace mN, avec la norme H(cn)lsnsNH 9= (¥ icnfz)LQQ et S est l'espace
1 n

Sup l01+°2+°°°+cnl) ; u=v est

N

", avec la norme H(c )
n

1<n<N

lsnsNHS -

1'application diagonale a : (¢ ) c ) les poids A, B qui

n 1SnsNV‘(an‘ n’ 1<nsN °
interviennent ont le poids || ”20

Nous prendrons comme probabilité p sur V::&N celle qui est
définie par une suite (Zn)l’nsN de variables aléatoires sur (T,dt),
ou T=[0,17, dt est la mesure de Lebesgue, et

21nnt+~821x(n+1)t e2inNt

0 00 )9

(1.1) z (1) = £(v) (e

f devant étre déterminée plus tard; aciuellement elle doit seulement

étre mesurable.

. , . 21innt
(1,2) E“nzn(t) = f(t)ibne

ou C. = Cy+CytooatC o C'est pour obtenir ces Cn’ intervenant dans la

norme HcHS ; quion a introduit dans Z la somme entre parenthéses.
Pour avoir une inégalité de cotype, on doit majorer ”CHS a partir de

HZ(%lZnH 9 » C'est 1la qu'intervient une premiere propriété des
n L™ (T ydt)
polynomes trigonométriques :

(1.3) ch = Sup lC l st() e2inntn
S 1<n<N n ° LlCradt)

Schwartz [2] : Séminaire de 1'Ecole Polytechnique, 1969-1970 :

"applications radonifiantes",



3.

Naturellement, on aurait pu prendre f=1 et remplacer ici directement
! par L2. Dang le résultat final, la perte de précision aurait été

trop importante. Mais on a (inégalité de Schwarz) :
2innt 2irnt 1
(14 26, ™ 2 lleze, & 130,

Nous choisirons f>0 de maniére que

1
(1.5) I =1,
£ 1200, dt)

On aura alors

b

(1,6) <llge 2z ||
llellg \n 2% 2 a0

de sorte que p est de cotype (2,8) avec

(1.7 *\19\‘2’351 °
On prendra maintenant 1'image %ep 3 c'est la probabilité
N ’ o 3 a o ’ 3
sur @ définie par la maite de variables aléatoires (acn Zn) 1sn<N sur
(T,dt) .

2
Nous voulons maintenant une inégalité d'ordre dans 1, donc
nous devons majorer H T |cxn|2 IZ ]2 ]/ZH 9 o
n n L°(T, dt)
Nous utiliserons cette fois la majoration fondamentale des
sommes trigonométriques :

(1,8) |e217mt+,”+ ezlnNti < Min (%,N‘) o

Il y aura intérét a ce que f soit la plus petite possible, mais
1 . 1
avec ||—f-\\ o=1. Elle devra, autant que possible, neutraliser T au
L
voisinage de t=0 ; elle devra donc surtout &tre petite pour t vgisin

2
de 0, mais avec ';'E L2 s f(t) =t convient presque, mais -}g{L o



Nous prendrons

t]’é pour %stsl 3
1\ 12 !
N pour OS'tSSE 3
p . . 1
k étant choisi pour que H¥H 9 =1,
L (T ;dv)

On dei1t prendre

(1,10) k = (logN+1)]’/2o
On a aussitot
2 2 4 4k2 1
iZn(t)l <k t‘,IE = =~ dans g 1] , donc
J lzn(t>12dts4(1ogN+1)1ogN
1
[%1]
1
]zn(t)lgsk2%N2 - kN dans [0,-1\—1] , donc
i IZn(t)zldts(logN+1) »
Y1
[0:5]
Finalement :
(1,11) [ 12 ()%t = (Log N+ 1) (41og N+ 1)
T
On en déduit
2 2 2,12
(1,12) e la |° 12 0] %) 0 < (2 ]a |%) 7 (log N+ 1)(4logN + 1),
n n n
n ) t) n
Denec o , p est bien d’ordre (2,12), avec
(1,13)

o o pll 5 S const, (g | ‘2)1/2(10gN+1) .
2,1 n "

9
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I1 ne reste plus qu'a appliquer directement le théoréme de dualité

(nous sommes en dimension finie, aucune difficulté de bidual ou d'appro-

ximation) : o est 2-radonifiante de (12)‘= 12 dans S, avec
(1,14) my(a) < consta(2|ocn|2)]’é(logN'+1)°
n

C'est, en termes d'applications radonifiantes, 1'inégalité de Menchov,
classique dans la démonstration du théoréme de Menchov : si (Xn)lsnsM

est une suite de variables aléatoires sur (Q,p), de type (2,17), avec

(1.15) IXI* 5= Sup [ze x|
2,1 ¢ psim ™ 7 10,0
1

3 , .
(avec HXH 9 = 1 si ¢'est une suite orthonormée !), alors on a la majo-

9

ration
(.18 | Sup foay X, +.oova X ||
1<neN 7 nont 2,0
~ 2
=l XH2,S = bonst,(§|an| )Lé(logN41)HXHZ 2

Nous devons maintenant passer & la dimension infinie, La dé-

monstration habituelle du théoréme de Menchov découpe la suite des en-
tiers >1 en tranches, la r-iéme tranche étant 2' <n< 2r+1’ re N,
Nous devrons nous placer dans les conditions générales du théoréme de
"dualité, exposé XXV, § 3, de Schwartz [2]., C'est dans de tels cas que
cette situation générale semble la plus indispensable., En reprenant
la figure de la page XXV.4, nous prendrons E =G = espace des suites

"finies", c-a-d., a nombre fini de termes non nuls, ou somme directe
(N
n )

|l
(EN 3 v=miltiplication diagonale o ; U= 12o Alors €7 =G' =¢

. . .
, N ={1,2,,...} ; €=0G=espace de toutes les suites ou produit
(N")
4
' 1 N s . 2 .
E'=G'=€", u=a, L'espace V sera précisé plus loin, ce ne sera pas
l'espace S des séries convergentes mais un sous-espace avec une topolo-

gie plus fine.

Il est techniquement plus commode de prendre ici n>1 et non n>0,
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Nous devons d'abord introduire la probabilité cylindrique p,
de cotype (2,V), Elle sera définiewpar une sulte (Zn)1121 de "variables
aléatoires" sur un espace mesuré (T ,H)o Mais 1ci, au lieu de prendre
une probabilité, nous prendrons pour dt une mesure de masse +x ; comme
seul 1l'espace Lz(@,a?) interviendra, c¢’est sans importance, et une
multiplication par une fonction convenable raménerairi aussitot a une
probabilité,

L' espace T sera la somme topologique d'une suite d'espaces fmr:: (0,17,
ré N, d'un espace I =[0,1], La mesure dt sera celle de Lebesgue sur

. T r+1
chacun de ces intervalles, Et on posera, pour 2 =n<2 :

2irxnt e21n<2r+1-1){

- zn(%) = fr(%><e ¥ oo + )

pour t¢ Tr :
(1.17) {

il
S

pour "_teﬂ‘s; SET ;

2172%%

(r+l)e pour te¢ T .

I
i

Cherchons 1'inégalité de cotype, On peut se contenter de prendre une

. . (N"Y) . . .
suite finie c¢ @ ; et c'est bien nécessaire, car on sera dans des

conditions ou la série de Fourier, autrement. ne convergerait pas |

N - 93 -
s e Z (P = £ (D(zc ey,
. 'n'n T n
neN’ n
(1,18) < Cn=c2r+°“+cn9pour tG'IFr H
2in2"% =
= ¥ (r+1) C rei  © pour t€1T ,
. reN o¥+l 4

Sur 'U‘r , nous choisirons f . comme a (1,9) . Alors la méme majoration

P

qu'a (1,6) donnera, en posant bn=c2r+”°+cn ) Mr(c) =SgplCnI =

o nobr+1 lczr.+°°°'+c“i '
(1,19) M (o) < llze 2| o o

L (’ﬂ'r9dtr)
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I1 faut ajouter une majoration sur T, 1a, 2 ¢, Z est une série tri-
gonométrique (lacunaire) ; si nous posons ~
Sr(c) = ’c2r+ eee * c2r+1-1’ =| rel_ I , nous aurons, par Parseval

2
2 2
(1.20) r e s3e) = [ze 2015,
rzo L (r, dt)

En intégrant maintenant pour T , dt

(1,21) ) (M (0) + (r+1) 2§82 L(e)) s ﬂzc / 1; 9
rzo LT, dt)

C'est bien une inégalité de cotype. Introduisons l'espace V

1
des suites cemN telles que % (Mi(c) + (r+1)2Si(c)) < +o, avec la

r>o
norme
(1.22) lelly = € £ O2Ce) + (re1) 2 52(e)) 2
r20
On peut dire que V est 1l'espace 1 ((V )rEN) , ou Vr est
{27, ..,2"" 113 2 2.2 1
l'espace (1A i , muni de la norme (Mr+ (r+1) Sr) ;
12 (v » EN) est 1'espace des suites (x ) reN’ JvcrEVr , telles que
Hx U <+, avec ||(x )rENH 9 = (z nxru\zf )1}2 . Cet espa-
rzo 1 ((Vr) reN) re N r

ce V n'est pas hilbertien, parce que la norme M est de type 1% mais,
Vr étant de dimension finie, V' =1 ((V') EN) et V"=V, V est réflexif,
de sorte que ¢ V",V') n'interviendra pas, ce sera V lui-méme.

Alors (1,21) donne 1'inégalité de cotype :

(1.23) "olly v s 1 .

Cherchons une inégalité d'ordre 2 dans U= 12. On a, par le

calcul fait pour (1,13)
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2
(1.24) [ sla_2_(t )lzdt < cormst, ( by | |2)(10g2r-+1)
o n n r r 'y r+1 n
'R’rn 2" <n<2
2
< const, T el lanlz (logn+1)" |,
2" <n<2
Ensuite, sur T
IZn(t)lz = (r+1)2 pour 2r5n<2r+1 ,
donc
2 2 2
[ le 2z ]Dat = 5 D C oz e |D
T n reN 27 <n<2
< const,zlan|2(10g11+1)2 o
n
Finalement
(1.25) J' (v |a. 2 ({)Iz)di < const, ¥ |a |2(logn+1)2
n'n * L m ’

ig

- 03 ’ -~ I d . 2
d'ou 1'inégalité d'ordre suivante : o, p est de Radon sur 1, et

(1,26) ool , < constu(s e | (logn+ DH ¥
2,1 n

’

Le théoréme de dualité (XXV.3;1) de Schwartz [2], compte-tenu de

(XXV.4;1) qui élimine trivialement la condition d'approxmation pour 1,

donne alors ceci : « est 2-radonifiante de 12 dans V, et
(1,27) Jv'z(oc) < const, (¥ 'ocnlz(logn:f1)2‘)1/2 o
. n

Comme l2 est hilbertien, a est méme O-radonifiante (théoréme (XXV,1;1)
de Schwartz [1]),

Le passage de V 4 l'espace S des séries convergentes est
maintenant immédiat : VS, avec une injection continue, En effet,
soit c¢€V, Pour ern<2r+1 : e+ Cotoecot+C =C +C 4+ .,.,+C +C_,

1 2 n 1 3 oT_1

avec les notations de (1,19) ; la série ¢ C W1 converge et méme

reN 2¥*'-1



converge absolument, car

5 iC | = ¥ Sr(c) < (5 (r+1)2Si(c))]/2( 7 (;%)2)1/2 ’
reN 2 -1 reéN reN reN

et Cn tend vers 0 pour n-o, car iCnl sMr(c) pour ngn<2r+1, et

2 R .
Z‘Mr(c) < +o , Done, pour c€V, ch converge, c-a-d, ¢c€ S, et les majora-
r n
tions ci-dessus montrent que VoS est continue, Donc o est O-radonifian-

2 . s - s
te de 1 dans S, d'ou le théoréme de Menchov, On peut résumer tout ce
paragraphe dans 1°'énoncé suivant :

Théoréme 1 : L'application a: (¢ ) - ( est O-radonifian~

n’ ne N¥ %n cn)nEJN'

de 12 dans V donc dans S, si T !ani2 logzn <+, Si (Xn)
n
suite de variables aléatoires sur (Q,u), de type {(p, 12), [si cé€ 12,

est une

n>1

}jcn Xn converge en probabilité pour p=0, en moyenne d'ordre p pour

n
p>0 ; ||x|* o= Sup Iz chnH D pour p>0 : si la suite est
ps 17 lef] 51 LE(Q, v)

1
orthonormée, elle est de type (2,12% avec HXH* 9= 1], et _si

2 2 P ’ N .
bX iocni log n< +e, la série Ean Xn converge presque strement, En outre,
n n
our p=>90 :

(1,28) Moo Xl| & = |[Sup o, X, + eoo+a_ X ||
P, S - 171 n n Lp(Q,u)
< oo X v S const. (¥ o iz(log n+1)2)]/2HXH* 9
P n ¢ p,1

Remarque : Si 1'on tient compte de tout ce qui est éerit ici, et

des antécédents que cela suppose, cette démonstration est plus compli-
quée que la démonstration “combinatoire™” classique de Menchov. Mais
elle a un caractére plus général puisqu'elle s'appuie sur le théoréme
de dualité, donc elle est susceptible de donner bien d'autres résultats
analogues {(c'est ce que montrera le § 2) ; en outre, le résultat obtenu

est plus fort (puisque O-radonifiant est plus fort que 2-radonifiant).
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§ 2, 1E THEOREME DE PELCZYNSKI-KWAPIEN

On raisonne ici d'un coup en dimension infinie, Ce qui, en
effet, amena ipévitablement le partage en tranches au § 1, c'est,
dans (1,13), 1'intervention de log N ; on partage en tranches dans
chacune desquelles logN est & peu prés égal a logn (pour 2rsxr<2r+1,
rlog2<logn<(r+1)log?2), donc, pour N=2", logN~1logn) ; et a son
tour ce logN venait de la fonction f de (1,8), faisant intervenir le
nombre N de termes, Si on prend p quelconque au lieu de p=2, c'est

H%H pt = 1 qui remplacera H%H g=1; pour p=1, comme nous allens le
L L

faire ici, on peut prendre f=1, ce qui évite‘un partage en tranches,

Nous prendrons ici U= 1°°, V=S, p=1,

Nous prendrons donc la probabilité cylindrique p définie sur

(T,dt), T = [0,1], par la suite (Zn)neIW de variables aléatoires

e2int 2innt

+on. °

(2,1) Zn(t) =

(Ce ne sont pas tout-a-fait les mémes qu'au § 1, on ne pour-

.2innt 2in(n+1) ¢
+e

rait pas prendre e + ...y non convergente quand on

prend une infinité de termes !),

1
Pour toute suite finie cEEG(N-) , on aura
o s 2innt
(2,2) Ecnén(t) = Ecne y

ol Cn==cn+cn+1+..°° n'est pas non plus le méme qu'au § 1 (rappelons

qu'il s'agit d'une suite finiel),

La majoration pour le cotype est alors triviale ; si nous
prenons pour l'espace S une norme différente de celle du § 1, mais

équivalente :

(203) HCHS = Sull)l(cxl+cn+1+°°.)] ’
n2
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on aura

(2.4) lellg = SuplC lS\\Ec z || 1
(T,dt)

ou

(2,5) *“p|\1 g <1 ) °

Cherchons malntenant une majoration d'ordre (1, 1% )

On a toujours iZ (t) | len(—. n), Alers

SuplanZn(t)i = Sup (loc l(Mln ,m)) .

n
Nous écrirons
) sup la_2_(t)|dt = = [
{0,1] n N=1p 11,
N+1’N
1
< 5 (- N+1) Sup<|a [Min (2(N+1),n)) .
N=1
Appelons (Bn)nEN' la plus petite suite décroissante majorant \ﬁan‘)néN“
kzo
Alors,pour n>N, Min(2(N+1),n) < 2\N+1), et Ioc isB , done
Sup(lo( |M1n(2(N+1).n)) SZBN(N+1), et (-—»—-—) Sup(io{ IM1n(2(N+1) n))
nzN =N
< Py .

N
Ensuite, pour ['\/gjsnsN, Min(2(N+1),n) =n< N, locn] <B \/_ , donc
WN

1 1
E-25 sup (o |Min(2N+1),n)) < PIYNT .
N N+1 [ ,N]snsN n N

¥
Bien noter que p est une probabilité cylindrique sur G!N , non sur

c(S',S), car, pour c¢€ S, Te, Zn ne converge pas en probabilité ! On
est bien obligé de se placer dans la configuration compligunée de la
figure de XXV. 4.
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Enf1n, pour ns['\N], Mln(2(N+1),n)_ns'\/— |a IsBl, donc

(—- )Sup - (Ia | Min(2(N+1) n))s——}— . Finalement :
n<[VN] ’

En résuvmant :

n+1

(\91 BrdNi E_I‘l)

(2 6) lsup |a_ 2 ]| < const, ¥ + +
n o 1 her,an Ne1\N3/2 N N
) BN
Ma s la lére somne esi < const, Blsconst. TN la 3éme aussi., Et
Nz1

£

la 2éme aussi, car pour m25N<(m+1) , et cette

tranche conitient 2m+1 termes, donc

B B
J- € I Bmgmglsconst bX —“5' o
Nzl m>1 m m21 ™
Finalement
Bn
(2.7 o o pll o S const, T —
1,1 nz1l

Ici U=1", Pour obtenir une application rédonifiante avec le théoréme

!
de dualité, nous devons prendre 1'adhérence & E(N ) dans 1%, qui est

13

¢, et prendre comme premier espace son dual c(ll,do) ; la propriété

d'approximation voulue est vérifide., L'espace V=S n'est pas réflexif,

donc le 2éme espace sera seulement 6(S",S'). On aura toutefois une au-

tre maniére de voir les choses, Le dual S' est l'espace des suites a
- -]

variation bornéde ; ce S' si l\c\\s, = Icll + T ]cn— cn-ll <o ; ce n'est

n=2 v
pas un espace de suites normal, autrement dit E(N ) n'est pas dense

dans S', de sorte que S" ne peut pas étre identifié & un espace de
suites, Remplagons alors l'espace V=3 par l'espace V=% des svites
4 sommesg partielles boinées, on le munira de la topologie induite par

¢™' , et de la fonction B=|l lly + cex si “c“z=Sup|c1+c2+...+cnl<+m ;
n

Y
1’adhérence de E(N ) dans § est S, avec une norme induite quj est celle

du § 1, équivalente a (2,3),
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Alors *Hpﬂl 5 n‘est autre que *“9”1 g (avec la norme du § 1 dans S),

Ty 9 N7
puisqu’on la calcule uniquement avec des suites finies c¢€ G( ) o
D'autre part B est compacte, autrement dit, la boule unité de y est

NY

compacte dans @ o
On peut donc appliquer la proposition (XXV,33;1), Si A est une probabi-
1ité cylindrique de type 1 sur 6(119c0), et si az:(an)nelﬂ est une

suite telle que 1l'on ait y %? <+ @, Bn==Suplan +°.,+-an+k|, alors a . A

n

est une probabilité de Radon sur y muni de la topologie induite par
1

GN' , d'ordre 1 pour la norme de ¥, On aura un énoncé correspondant

en termes de suites de variables alédatoires,

Si maintenant on peut écrire an=:€na£_’ avec B' Supla' +ooo+a' k" et
B} k>o
¥ —=2 <+®, alors on aura une factorisation a=¢,0a' ; et si (e ) ~ Y
n B n néEN
. .
est 20, décroissante et tend vers 0, £ est compacte de S dans S

(théoréme d'Abel), et o sera l-radonifiante de 6(11900) dans S lui-méme.,

On aura finalement les résultats suivants :

Théoréme 2 : L'application a : (¢ ) elﬂ—'(a -b) ne N est 1-radonifian-
jg_gg 6(1 s € %) dans ¢(S",S"), ou dans v muni_de la topologie induite
par G et de sa norme pour le calcul de 1'ordre d'une probabilité

de Radon, si z E@. <+ o, ou Bn lS(u([))‘oc ta 1+°°‘+an+k’ 3 si ocn=€nocr'l,
ou €, tend vers 0, B;-—iushv +Q.?+a7+ki5 5 %? <+ o (ces conditions
seront vérifides si Id l (logn) -1- 69 §>0), elle est l-radomfiante

de 1 dans S,

Si X=(X) est une suite de variables aléatoires sur
n’  n€ N o

(Q,pn), de_type (p,c®, p=21, [c-a-d, si, pour toute suite c€c ,

z(ﬁth converge en moyenne d'ordre p ;3 cela veut exactement dire que
n
la suite (Xn)

de Lp(Q,u) est scalairement l1 ; et alors :

ne N!

.
Au lieu de la factorisation € o af, on peut prendre a'c e, et faire
opérer £ comme opérateur compact 11—»11, un raisonnement analogue a
celui de Schwartz [2], prop.(XII,2;12) peut alors &tre utilisé ; et

alors il n’est plus nécessaire de supposer & décroissante,
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X‘* = Su c X j b
” ‘p,c° el 021 ”E B “HL"m,u)

c
et si oo vérifie les conditions ci-dessus, alors }:ocn Xn a_presque
n

siirement des sommes partielles bornées (et converge presque siirement

dans le cas de la factorisation a=coa’'), Et

i n 3
|| Sup locl X 4reata an I p < const, (£ —) 11| 0o °
n LY (Q, w) n psc
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