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Nous rappelons une caractérisation des fonctions aléatoires
linéaires continues sur un Banacl} donnée par NIKISIN dans (9] et
donnons quelques applications de cette caractérisation aux opéra-
teurs p-radonifiants. Nous montrerons ainsi la conjecture suivante
de PIETSCH : "tout opérateur p-sommant d'un Banach dans un autre
avec 0<p<1 est O-sommant au sens de KWAPIEN [1]"; MAUREY [2] a

trouvé une démonstration tres différente de cette conjecture.

1. NOTATIONS, RAPPELS, DEFINITIONS.

Dans tout cet exposé. E designera un espace vectoriel,
p un élément de [0,2], Q un espace topologique séparé et P une
probabilité de Radon sur Q ; sur L°(Q,P), Iy (0>0) désignera la
jauge de 1'ensemble équilibré Va=={f ; £€L°(Q,P) ; P(lf‘>1)éa} ;

si G est un espace normé, U, désignera sa boule unité et €(Q,P; G)

G
1 espace des P-classes de fonctions étagées s r Q a valeurs dans G.

Soit alors ¢>0 et (Q,P,L) une fonction aléatoire sur E

(c'est-a~dire une application L de E dans LO(QGP)).

Définition 1.- On appelle g-tronquée de L, toute fonction

aléatoire (Q,PgLQ) sur E pour laquelle il existe QFC:Q de P-mesurezl-¢

tel que LC(X)i=lQ L(x), pour tout x € E.
€

Trivialement, toute e¢-tronquée d‘une fonction aléatoire linéaire
est une fonction aléatoire linéaire ; si E, est un autre espace
vectoriel, u une application linéaire de E, sur E et (Q,P,LE) une

e-tronquee de L, alors (QaP,Lgou) est une c-tronquée de (Q,P,Leu).

Définition 2.- Si E est un espace vectoriel topologique,

la fonction aléatoire L est dite continue (ou de type 0) si
L :E*LO(Q,P) est continue ; elle est dite de type p, s1 L est a
valeurs dans LY (Q,P) et si L : E-LP(Q,P) est continue.



Soit G un Banach, (Q,P,L) une fonction aléatoire linéaire

sur G' et la mesure cylindrique sur G associée a L. Notons que

Y

*
sup J_ (L(x))=J_ (g ), pour tout réel a>0,
o 04 L
XEUGﬂ

3* *

s £F3 i ! ~a-di s 1 = Ko i
ou Ja est défini comme dans [6]9 c'est-a-dire .JOC (AL) sup Ja(xoML)

XeUGV

avec Ja(XouL)==inf {t;t>0 ;(XouL) {u;'d>t}§(1}.

Nous avons équivalence d'une part (d'apres KWAPIEN) de :

a) uL a une image dans G(G“,G7) qui est de Radon ;
b) L(UG?) est latticiellement borné dans L°(Q,P);
¢) pour tout réel £>0, il existe un réel R€>O tel que

P(sgp]L(x*>R€)5;€, pour tonte partie finie S de Ug, ;
x€S ’ )

et d'autre part (d'apres SCHWARTZ, [6], Prop (XIII,3; 1)) de

a') M est de Radon sur G ; .

b') L est décomposée, c'est-a-dire il existe ¢ : Q=G,
P-Lusin mesurable telle que pour tout x€G, la classe
de x,0 est égale a L(x) ;

¢’ ) pour tont réel ¢>0, il existe uwn compact Kg de G tel

que P(sup |L(x)>1)<e, pour toute partie finie S de KZ.
x€S

Remarque 1.~ Le lecteur pourra trouver aussi une preuve com-

plete de ces équivalences dans [8].

Remarque 2.- Dans c¢') on peut prendre pour Kg un compact

faible ; et ainsi c¢) et c¢') sont équivalentes si G est réflexif.

Remarque 3.- Si ¢ et ¢‘décompesent (Q,P,L), alors ¢ et ¢’
sont égales P-presque partout d'apres la proposition (XIII,3 ;1)
de SCHWARTZ dans [6].

Remarque 4.- Soit (Q,P,lQ L(.))==(Q,P9LF) une r-tronquée de L.

S1 L est décomposée par ¢ , alofs L_ est décomposée par @E:wwlﬂ.@(w)
. , .



3.
et Ja+a (ol )gJa( | Pe Il ), pour tout réel a>0.

Nous obtenons immédiatement la proposition suivante :

Proposition.- Soit G un Banach et (Q,P,L) une fonction aléa-

toire linéaire sur G'. Alors :

1) si, pour tout £>0, il existe une e-tronquée de L décompo-

sée, L est décomposée ;

2) si, pour tout £>0, il existe une e-tronquée de L, soit LE,

telle que LELUG,) soit latticiellement borné dans L°(Q,P), LLUG,l
est latticiellement borné dans LO(Q,P);

3) si L(UG') est latticiellement borné dans LO(Q,P), il existe

pour tout £>0 une e-tronquée de L de type infini.

Soit maintenant G et F deux Banach et u un opérateur linéaire

continu de G dans F.

Définition 3.- u est dite (p,0)-radonifiante de G dans F

(resp. de G dans o(F",F')) si pour toute probabilité cylindrique

L sur G de type p, u(i) est de Radon sur F (resp.a une image dans
o(F",F') de Radon). Nous dirons u O-radonifiante au lieu deu (0,0)-
radonifiante.

Donc, u est (p,0)-radonifiante de G dans F (resp. de G dans s(F*,F'))
si et seulement si pour toute fonction aléatoire linéaire sur G'

de type p, soit (Q,P,L), Lou' est décomposée (resp. LouQ(UFQ) est
latticiellement borné dans LO(Q,P)).

Définition 4.- Si p>0, u est dite p-sommante si pour toute

suite (xn)n dans G scalairement de puissance p-ieme-sommable,

(u(xn))n est de puissance p-ieme-sommable.

Alors, u est p-sommante (0<p<®) si et seulement si il existe un

réel K>0 tel que

t/ 1/p
(e P a@) ) < ke (fl<xx=]P e(an)
XVEUGv
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pour toute probabilité de Radon i sur G a support fini. On note

71 _(u) le plus petit K vérifiant 1'inégalité ci-dessus.
];( P P g

u est dite O-sommante au sens de KWAPIEN [1} si, pour tout réel

>0, 11 existe deux réels >0, K et §, tels que
3
Jo Cla@) 1) = K a0 (n)

pour toute probabilité de Radon u sur G a support fini.
WP(G,F) désignera l'ensemble des opérateurs p-sommants de G

dans F.

Remarque 5.- D'apres 1'erratum de [6] et d'apres [7], u est

. p-sommante (0Sp<®) si et seulement s'il existe un compact K, une
probabilité de Radon v sur K, un sous-espace vectoriel fermé S de
LP(K,V), muni de la *opologie induite par celle de LP(K,v), une
application lineaire continue u de G dans Lm(K,v) et une applica-

tion linéaire continue u, de S dans F, telle que u admette la fac-

2
torisation
u0 ® i P

6 —2 5L (K,v) ——LP(K,v)

\\\\*El\\\ﬁ ////ﬁ//z
8 a > F

2

u=1u_ou

1,J injections naturelles

§2. ENONCE ET PREUVE D'UN THEOREME FONDAMENTAL.

Définition 5.~ Soit E un espace vectoriel topologique

et p€]0,2] ; nous dirons que E vérifie la condition (Cp) si, pour
tout &£>0 et pour toute fonction aléatoire linéaire continue sur E,
soit (Q,P,L), il existe une ¢-tronquée de L de type p.

Si E vérifie (Cp), 1l vérifie aussi trivialement (Cq) pour
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tout q€J0, p] ; nous poserons a(E) =sup {p; p€]0,»] ; E vérifie (Cp)}.

Si E est un Banach de dimension finie, E vérifie (C_) d'apres
la partie 3) de la propoesition puisque toute mesure cylindrique sur

E' est de Radon sur ¢(E',E).

Remarque 6.- Par définition méme, si E est un espace
normé vérifiant (Cp), alors £(E,LP(Q,P)) est partout dense dans
Sb(E,Lo(Q,P)) pour tout ({,P),

Théoréme 1.~ .a) Tout espace localement convexe E vérifie

(Cp) pour tout p€lo,1[ (sa(E)=1).

b) Il existedes Banach. E ne vérifiant pas (Cl) (il _en

est ainsi de E==11).

c) Si B est un Banach isomorphe & un sous-espace vec-

toriel fermé d’un>Lq(S;f,u) avec 1<q<®, (S,¥,u) espace mesuré,
alors E vérifie (C ) pour tout p€]0, min (q,2)[ {=a(E)2min (gq,2)).
1 Y

Le résultat a) dans le cas ou E est un Banach (resp. le :
résultat c)) est une conséquence immédiate du théoreme 1 (resp. du
théoreme 2) du 82 de 1'article [9] de NIKfSIN. Notons que nous
avons démontré dans [10] le théoreme énoncé ci-dessus sans connal-

v .
tre cet article de NIKISIN dans [9].

Nous allons donner une preuve des parties a) et c) du
théoreme 1 (la preuve de b) sera établie dans le corollaire 5 du
$3). Pour montrer ce théoreme nous avons besoin de lemmes préli-
minaires ; le théoréme 1 sera une conséquence immédiate des 2 derniers

lemmes (lemmes5 et 6).

Commeng¢ons par énoncer les lemmes.

Lemme 1.- NIKISIN [3 ou 9].- Soit Q un espace topolo-
gique séparé, P une probabilité de Radon sur Q et 1 un entier >0.
Soit aussi Ai et Bi (i=ZL...,13) des parties P-mesurables de Q.
Si les Ay (i=1,...,13) sont disjoints 2 a 2, alors il existe 1

entiers i tels que 1511<...<11313 et tels que

ERRRER ]



N
(Ai B, ) < 1 sup P(Bi)’
1<i<l

donc tels que

k=1 3 3

1 1
P U (a. N [ C(B' ))] = 1 inf P(A,) -+ sup P(B.)
i K 1 i 1 i
741‘ ] 1€i<1 1<€i<1

k'=1,...

Lemme 2.- Soit E un espace vectoriel, (Q,P,L) une fonction
aléatoire linéaire sur E, 1 un entier >2, R un réel 20 et T un
réel >0. Soit U une partie disquée de E telle que

(1):  sup P JL(x)[>R) <7.
x€U N

Alors, il existe sSI3 éléments de U, soit x ,x tels que

1,.-s s

(2) : sup P( sup lL(xi)] <R ; |L(x)] > 2BR) g-%m
x€U 1si<sg

avec B=1.8

Lemme 3.- Soit (S,¥,:), (R,R,v) deux espaces mesurés,

r et q deux réels =1. Si F est un Banach isomorphe % nn sous-
espace (fermé) F, de LY(R,R,v), si Xy -
E==Lr(S,f,u) et Yyseees¥ D éléments de F, alors il existe n réels

es X sont n éléments de

Eyrneer € tels que
e.=%t1, i=1, ,
1
1
n / 7. ""y
= ¢ x. || < ¢ 21/r nmln(r,2 sup || x. | )
i=g 1 E r 1" E
n —v——l——j
H'21 ey, llp = a(Fr) ¢, p1/a gmin{a,2 sup |y |l &
1=
avec C_ = sup II= c X . ) , ol (Xm)m est une suite de
tP(,p



Rademacher sur (Q,P) et d(F,F1)==inf HT“ “T_lu , la borne inférieure

étant prise sur 1l'ensemble des isomorphismes T de F sur F1

Lemme 4.- Soit E un Banach isomorphe a un sous-espace
F1 d'un Lq(R,m,v) avec 15q<®, Soit (Q,P,L) une fonction aléatoire
linéaire sur E, R un réel >0 et T un réel >0. Soit 1 un entier >2.
Supposons que U=U_ vérifie la condition (1) du lemme 2. Alors, on

a (2) avec B = M 1 ymln(q 2) ou M :=21/q C d(E,Fl) 1/m1n(q,2)
q q

Lemme 5.- Sous les hypotheses du lemme 2, il existe

nne partie P-mesurable de {1, soit Ql’ telle que

4
(3? o) <13 . sup P(0y 5 | L(x)|>yR)<E] y 7 ()

pour tout réel y21, avec y(1) = _Loz(1/2)

Lemme 6.- Sous les hypotheses du lemme 4, il existe une

partie P-mesurable de Q, soit Ql’ telle que

4

P(601) = % ’ zlel{)l P(Ql 3 |L(x)‘ >yR)gl—2n y"Y'(l)

pour tout réel y=1, avee y'(1l) _Log(1/2) . min(q,2) (M_ étant
Log2Mql 1

défini comme dans le lemme 4).

Preuve partielle des lemmes.- Nous ne démontrerons pas

les lemmes 1 et 3. Le lemme 2 (resp.le lemme4) résulte du lemme 1
(resp. du lemme 1 et 3). Le lemme 5 (resp.le lemme 6) résulte du

lemme 2 (resp. du lemme 4).

.Preuve des lemmes 2 et 4.- Supposons (1) vérifiéde.
Posons pour tout x€U et tout réel p>1, ¢B(x)-{|L(x)| > 2B8R} et
9(x) ={|L(x)]| = Rr}.

Supposons qu'il existe 13 éléments de U, soit XyyeeerX

37 tels que
1



k-1
PloglmTC 0 e(x))| > 21, k=1,...,1% (avee x_=0).
) -1
Posons alors Ak:=¢B(xk)n( iQO @(xi)) et Bk==£§(xk) pour k=1,...,13;

les Ak (k=1,...,13) sont disjoints 2 a 2, donc par le lemme 1, il

existe 1 entiers 1511<.e.<i §13 tels que

1
1
Q=U (4, N ( N &x )))
k=1 'k k'gk k!
vérifie
2 n,3
(1) p)> 120 - 1239,

1%E cas : B=1;U partie disquée de E

Alors, sur A, N( N 3&(x. )) < ¢, (x. )N ( N e(x. 1)),
i k'%k I 1Y% i

k k'#k k'

L(x, +...+x. )| 2 |L(x, )| = £ |[L(x, )| > 2IR- (1-1)R 21R;
Yy 11l | 11(‘ k";ﬁ{l 1k"'

donc, pour y==% (x1 oo ¥x, ) €U, on a P(|L(y) | > R) = P(Q')>T,
1 1

ce qui contredit 1'hypothese (1) du lemme 2. Nous en déduisons le

lemme 2,
2E cas : §==Mq11/m1n(q,2) ; U comme dans le lemme 4.
. _ 1/q _ ..
Posons r =min(g,2), p=2 Cq d(E,Fl) et Xk"—lﬂv\Aa L(xi ) ;
i k
k
(k=1,...,1). Alors
| H ] 1/1‘ — .
x50 . < RPE@NYT, k=1,...,1;
L™ (Q,P)

et d'apres le lemme 2, il existe 1 réels ¢

(i=1,...,1) et tels que

,€, tels que ei=f 1

17°°0 8

i/r
€ X4 €pl / U.

. < Rair(a')) VT,
5 (21p (1)) -

1 LY (Q,P) k

™M
(1w

I
k



Comme sur Q'

™M =

+

e, L(x. )
k=1 & Tk

1
L e, )
oy Tk %

1
1
nous avons, en posant y-—;—IT7; kE £ Xi

yEU et P(QY)< P(lL(y)'>R)-+P( >(2Mq—p)11/rfl)

1

DI
P
done

P(Qv) < +__g£igil < M o+ % P(Q@).

(2Mq-p)

Jdiou P(Q') = g N, ce qui contredit (4). Nous en déduisons le lemme 4.

.Preuve .des lemmes 5 et 6.~ Si U est comme dans le lemme

2 (resp. comme dans le lemme 4) par récurrence on déduit du lemme 2

(resp. du lemme 4) qu'il existe une partie Q" de Q telle que

4
P(CQ") < 1% (1+% +(%) +"'):=%E39

sup P(Q" ;lL(x) ‘> (2B)n1{) < (%)n m
x€U

11/min(q,2));

avec PB=1 (resp. Bqu nous en déduisons facilement

le lemme 5 (resp. le lemme 6).

Démontrons maintenant les parties a) et c¢) du théoreme 1.

Montrons a). Soit E un espace localement convexe, p dans J]0,1[, >0
et (Q,P,L) une fonction aléatoire linéaire continue sur E. Soit 1 un

entier tel que y(1)>p (ce qui est possible puisque y(1)'1, quand
1-2

1t2) et posons M = e
1

L étant continue, il existe un voisinage disqué de zéro dans E,

so1t V_ tel que sup P(|L(x)] > 1) <M ; d'ou, par le lemme 5
' x €V
£
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(appliqué a U=V€) et la théorie de 1'intégrale Riemann-Stiel jes

il existe une partie Q de Q telle que

g,1

1 <) -5 (1
P(Qg l) > 1-¢ , sup IQ lL(x)Ip(ﬂ’S1~+79 fl yPdy (1)
? €V e,1
et comme y(1)>p, LE :x—*lQ L(x) est une e-tronquée de L de type
p sur E. €1

Notons que si E est un Banach, on peut prendre Vr:zRe UE

avec Ra>0'

Montrons c¢). Si E est un Banach isomorphe a un sous~-espace d’'un
Lq(Ehfnp) (1<q<=), on peut d’'apres le lemme 6, remplacer y(1) par
y'(1) ; et comme y'(1)'min(q,2) quand 1'>, on montre de maniere ana-

logue que E vérifie (Cp) pour tout p dans ]O,min(q,2)[.

Remarque 7.- Si E est un Banach et si sup Jn(L(x))=b€9

x €U
€
on peut prendre dans la preuve ci-dessus de a), ‘_ﬁl UE si bE#O
et V5=E s1 b =0 ; et alors
1 -y (1 )\1/p-
sup (IQ |L(x)|P aP) /P o<y (1Al ﬂ f y T (Wy1/p

x
e e,1
Nous en déduisons le

Théoréme 2.- Soit E un Banach ; alors, pour tout £>0 et

tout p€J0,1[ il existe deux constantes >0, K—=Kp - et M= ﬂ _y_telles

, £
que pour toute fonction aleat01re linéaire continue (Q,P, L) sur B

il existe une c-tronquée de L, soit (Q,AiL&), vérifiant

sup (fR I Pap)P sk sup 3 (L(x)).
ziel%} - XGEUE

Remarque 8.~ La partie a) du théoréme 1 donne une carac-

térisation des parties convexes borndes de L°(Q,P).
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§3. APPLICATIONS des THEOREMES 1 et 2 et PROBLEMES.

Théoreme 3.~ Soit G et F deux Banach arbitraires. On a

nO(G,F)==np(G,F), pour tout p dans [0,1[.

Démonstration.- Nous savons déja que no(G,F)CWP(G,F) pour tout
réel pz0. D'autre part soit uGﬂP(G,F) ; grace au théoréme 2 et a la
remarque 4, nous avons

n_(u)

(ffu(e) ||) = ;‘}’I,—K—- s I (%60)

p,e€ G* P.e

pour tout €>0, tout (Q,P) et tout 9 € E(Q,P;G) ;d'ol ué€n (G F).

Remarque 9.- MAUREY [2] a montré que si uen (G,F) pour un p

de [0,1[, alors sup 7©_(u) <+%; nous ne savons pa% établir ce résultat
p>0

par notre méthode.

Théoreme 4.- Soit G et F deux Banach. Si G' vérifie (cp), tout
opérateur (p,0)-radonifiant de G dans F (resp. de G dans g(F",F'))
est O-radonifiant de G dans F (resp. de G dans c(F",F')).

Démonstration.- Soit u:G - F un opérateur (p,0)-radonifiant

de G dans F (resp. de G dans o(F",F')) et soit (Q,P,L) une fonction

aléatoire linéaire continue arbitraire sur G'. G' vérifie (Cp), pour
tout €>0 il existe une es-tronquée L de L de type p. Par suite, pour
tout >0, I:ou' est une ec-tronquée de Q,p Lou') décomposée (resp.
avec L ou‘(U ) latticiellement borné dans L (Q,P)). D'ou, par la
partie 1 (resp.2) de la proposition du 81, (Q,P,Lou') est décomposée
(resp. Lou'(UF,) est latticiellement borné dans L°(Q,P)). Nous en
déduisons que u est O-radonifiant de G dans F (resp. de G dans
G(F",F')).
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Corollaire 1.- Soit G et F deux Banach arbifraires et u un

opérateur linéaire continu de G dans F. S1 u est (p,0)-radonifiant
de G dans F (resp. de G dans o(F",F')) pour un certain p de JO,1{,

u est aussi O-radonifiant de G dans F (resp. de G dans o(F",F')).

Corollaire 2.- Si G est un Banach dont le dual vérifie (Cp)

pour un certain p=1, alors

ﬂp(GgPﬂ =no(G,F) , pour tout Banach F.

Démonstration.- On a toujours ﬂO(G,F) < {(G,F).
D'autre part, soit uEwp(G,F). D'aprés SCHWARTZ [6,prop(XII.1; 1)]
u est (p,O)uradonifiant de G dans 6(F",F') puisque p=21; donc, par
le théoreme 4, u est O-radonifiant de G dans o(F",F'). Enfin d'apres
SUNYACH [7], u est O-gommant.

Remarque 10.~ Le théoreme 3 ne peut se déduire a priori du

Corollaire 1, car si p<1, on ignore si un opérateur p-sommant de G

dans F est (p,0)-radonifiant de G dans o(F",F').

Remarque 11.-~ Soit G un Banach. S'il existe p21 tel que

np(G,F)=n0(G,F) pour tout Banach F, G' vérifie-t-il la conditioen

(cp) 2

Grace a la partie ¢) du théoreme 1, le corollaire 2 donne le

corollaire 3.

Corollaire 3.- (KWAPIEN [1]).- Si q est un réel >1 et (S;?,u)

un espace mesuré, on a

. 4 .
@ (s.8,0),F) = n (LY (sf,u),F)
p dans ]O,min(q,2)[ et -tout Banach F.

1 1
-+ = =1 our tout
q q' ) p
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) v
Corollaire 4.-(NIKISIN [4]).- Pour tout p dans [1,=[

a(1P) =min(p,2)

Plus précisément, si 1<p<2, 1P ne vérifie pas la condition (cp).

Démonstration.- Nous savons déja que a(1P)=min(p,2).

Pour montrer le corollaire 4, nous utilisons la remarque 11.

Si p est dans [2,2[, on a d'aprés PIETSCH [5, exposé 31, p.20]

p' 2+ p' ,2+¢
n2(1 ,197%)  © Ty pe * ,1°7%)

#

pour tout réel £>0 ; et comme par KWAPIEN [1],
1 !
(5) n, (1°,B) = =, (1P ,B)
0 2
pour tout Banach E, on en déduit que
P = 3 1 [ co[
«(1*) = min(p,2) , si p€l2,«=l.

D'autre part, si 1<p<2 (resp. p=1) et si (an)n est un élément de

. 1 .
lp, tel que i |an|p (1+ Log?;;T) =+®, ]'opérateur u :(xn)n - (anxn)n

!
de 1P dans 1P (resp. de <, dans 11) est p-sommant (trivial) sans
étre O-sommant d'aprés le théoreme (XXVI,4 ; 1) de SCHWARTZ [6].
Done, si p € [1,2[, 1P ne vérifie pas (Cp).

Probléme 2.- Si p € [2,o[, 1° vérifie-t-il (c,)? Notons que
si la réponse au probléme 1 est oui, la réponse a ce nouveau pro-

bleme sera oui également, d'apres (5).
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