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Dans cette note, on utilise en général les notations de (7),
(8) et (9) et aussi les suivantes : E et F désignent deux espaces de
Banach quelconques, On dit qu'un e. hace de Banach G est de type LE,
(15ps+m), si G est isomorphe en tant qu'espace normé a un espace Lp(Q,u),
(Q est un espace localement compact et p une mesure de Radon positive
sur Q). On dit que G est de type C si G est isomorphe en tant qu'espace
normé a l'espace des fonctions continues sur un compact K et a valeurs
scalaires, On note n_(E,F) 1'espace des applicalions p-sommantes de E
dans F (0Osps+w), cf. (4) et (13). On rappelle (cf. (9) et 10)) que pour
p>1, la norme induite sur E'®F par np(E,F) est la norme tensorielle gp\.

On dit qu'une application linéaire T de E dans F est p-sommante appro-
: N 1l'esnace

L™\
ximable si T appartient a E'® F, L'espace E'® F est contenu dans  »
£\ gp\

NQ(E,F) des applications quasi p-nucléaires au sens de Pietsch et Persson
(Cf'(5)). Si E ou F vérifie 1'hypothese d'approximation,ces deux espaces

sont identiques.

1. Un résultat sur les applications p-sommantes

A 1'aide du théoréeme 2 de (9), on peut obtenir le résultat

suivant

Théoréme 1 : soient F un espace de Banach, o un nombre réel tel que

1<a<+w, C un espace de type C., Considérons les conditions :
1) pour tout B>a (resp. pour tout P>a), nB(C,F)==£(C,F) )

2) pour tout espace de Banach E et tout B'<a’ (resp B'Sa')

+El'_=19

g[u

nl(F,E) = nB'(F,E) ,
Alors 1) et 2) sont équivalentes,

. N . . 7 -
Nous allons avoir bescin des notions d'epplications p-decompo

1 . . . .7 .
seer e¢uv p-deconze.. .tes introduites par Laurent Schwartz (ce. \11)) :
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2) Applications p-décomposées

On designe par Lp(Q.u,E) 1’espace des classes de fonctions définies
sur ., a valeurs dans E, .-mesurables et de puissance p-i1eme 1ntégrables.

Soit Ap la norme induite sur E® LP par Lp(Q,M,E)s On désigne pa1&E§i P

le p1 luit tensoriel E@>Lp muni de Ap@ On sait que Lp(Q,M,E) est P

¢gal & l'espace complétd Eé{A 1P, 11 existe une application linéaire
p
continue canonique de E%%A LP dans S(E,Lp), qu'on peut prolonger par

\
continuité a E'@A LP . L'application prolongée est injective. On dit

qu'un élément A de £(F,LP) est p-décomposé si A appartient & 1°image de

E‘&A LP par cette application. L'application A provient alors dun élé-

p s
ment f unique de E‘&A LP et 1'on pose Ap(A): Ap(f). L' espace des applica-

p
tions p-décomposées de E dans Lp, muni de la norme A , est donc un espace
p

de Banach, noté Ap(E.Lp)ﬁ

Généralisant un résultat de Persson (6) et Chevet (6), nous avons pu

obtenir le

Théoréme 2 :So.eut p un nombre réel tel que l<p<+® et LP un espace de
type L_p Alors. sur E®LP, on a : g <A < /d

Sur E@\Ll, on a g1: A1= /dl0
La relation g1::A1 est de Grothendieck (3).

Corollaire : soient G et G1 deux espaces de type LE, alors, sur Gé@Gl .

on a H =d = ':-/d =A a
gp p gp\ P p

3) Applications p-décomposantes

On dit qu'une application linéaire continue u de E dans F est
p-décomposante (1<p<+o) si, pour tout espace LP de type LE et pour tout

élément A de £(F,LP), Au est p-décomposée. On montre alors que 1'appli-

o

cation A - Au. de £(F,Lp) dans Ap(E,Lp), est linéaire continue. Soitm
L
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sa norme. On désigne par @p(E,F) 1'espace vectoriel des applications

p-décomposantes de E dans F.

Utilisant le théoréme 2, nous avons pu obtenir directement

le résultat suivant de L., Schwartz (11), (voir aussi S. Kwapien (4)) :

Théoreme 3 : Soient u une application linéaire continue de E dans F
et p tel que 1I<p<+w .

Considérons les conuilions :
1) u est p-décomposante

t
2) u est p-sommante
3) u est 1-sommante approximable,
Alors 1) et 2) sont équivalentes, De plus, si elles sont vérifiées,
on a, pour tout espace P : om p(u)S'np(tu)gln u) ’ (4).

L

1P(
Posant alors 6p(u)==np(tu), on conclut que EP(E,F), muni de 6pa est un

espace de Banach.,

Remarque : pour p=1, le résultat reste vrai si E est réflexif ou E'
séparable. Si on ne fait pas d'hypohese sur E, on a seulement

1) implique 2) et 3) implique 1) et la relation (4).

Corollaire 1 : sur E'®F, & =/d_ pour 1<p<+» JL'application canonique

N
de E'®, F dans ﬁp(E,F) est isométrique.
P

Corollaire 2 : pour que u soit une application p-décomposante de E

dans F (1sp<+m) limite pour la norme 6p d'applications de rang fini,

il faut et il suffit que u s'exprime sous la forme :

u(x) = ¥ cpi(x)yi avec :
=1

1

yiEF et Np(yi)<i+m, @ieC(e”), (e" est la boule unité faible du bidual
de E) et Mp'((pi) < 4o ,
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Si F est réflexif ou F' séparable et si de plus F' ou E' vérifient
1'hypothese d'approximation, on peut montrer que, si on note i 1'injec-
tion canonique de F dans F", toute application p-décomposante u de E dans

,'\
F est telle que iu s'identifie a un élément de E'®/d F" .
P

Remarque : puisque /dpg dp, on retrouve le fait, qu'en général,
.S:E(E,F) c@p(E,F), (cf. Badrikian (1)).

Corollaire 3 : si 1<p<+w, on a :

® (E,1P E,LP P(g,LP) .
p( ; )CAP( )ng( ’ )

¥
Corollaire 4 : soit u4;£(Lp ,Lp), (1<p<+w). Considérons les conditions

1) u est p-nucléaire a gauche 5) u est p-décomposée

2) u est p-nucléaire & droite 6) Yy est p-décomposée

3) u est p-sommante 7) u est p-décomposante
4) Yy est p- sommante 8) by est p-décomposante,

Alors ces huit conditions sont équivalentes,
L'équivalence entre 1) et 2) est de S. Chevet (2). L'équivalence entre

1), 3) et 5) est de Persson (G)Q

Théoréme 4 : Soient E et G deux espaces de Banach tels que G soit
isomorphe en tant qu'espace vectoriel topologique a un sous-espace M
d'un espace de type LE et u un élément de £(E,G). On désigne par i
1'injection canonique de M dans LP et par A 1'isomorphisme de G sur M.

N N 5 e -
Alors, si 1Au est p-décomposée, u est quasi p-nucléaire et 1l'on a :

- i1 .
up(u)s=;A EAp(lAu)ﬁ

Théoréme 5 : on fait sur G les mémes hypothése qu'au théoréme 4.

-1,
Alors, sur G, on a : <lA Al /d .
’ E®G, gp\ | I l/ p

Corollaire : @p(E,G)cNg(E,G),
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Théoréme 6 : soit H un espace de Hilbert.Alors, pour tout p tel que
l<p<+x, il existe une constante Ap>0, telle que sur ERH, on ait
A
g \<A_/d.De plus : 9 (E,H cE'® .H.
1 p /P 1Y ’ gl\
Théoréme 7 : on fait sur G les mémes hypotheses qu'au théoreme 4 avec
de plus 1<p<2. Alors, pour tout r tel que 1<r<p, il existe une constante
. Q
u >0, telle que sur ERG, on ait : gl\ggur /ﬁr.De plus, gr(E’G)CNI(EaG)-

4. Applications

Dans ce paragraphe, L désigne un espace de type Li, H un espace
de Hilbert, C un espace de type C, LP un espace de type LE. A partir des
théorémes précédents, on peut obtenir les résultats suivants
- £(rL, Lp)—-I (L, Lp)..n (L Lp) pour 2<p<+» et p<q<+w (on désigne par
Iq(L Lp) 1'ensemble des agilcatlons q-intégrales de L dans Lp

(5) ou (9)),
- (L, Lp)—-vq(L Lp), pour 2<p<+w» (on désigne par (L, Lp) l'ensemble des
applications compactes de L dans Lp)
- @q(C,Lp)C:£g(C,Lp) pour 1<p<2 et 1<q<p,

- nq(Lp,E) = nl(Lp,E) CIIH(LP,E) pour 2<p<+x et 1=q<p'

- &(1,H) =1,(LH),  1<gste . - C¢(L,H) = £§(L,H), 1<qs+e
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