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LE MOUVEMENT BROWNIEN SUR [0, 1]

Tous les espaces utilisés (LP et Sobolev) sont rapportés a
[0,1], le signe . spécifie qu'il s'agit du sous-espace des fonctions nulles
en O,

En particulier L2=L (f0,1]),dx), ¢ (espace des fonctions conti-

2
nues sur [0,1]), H1={f|f' €L2} muni de la norme

lelly = el e, .
1 2 L
On sait que HICC et que 1'injection est continue, donc ey tf - £(t) appar-
tient & H) . .
Soit P:L,~H, 1'application définie par Pf(t) =[ f(s)ds. P est continue
car HPfHLgsHI[O,l]HLl ||f||L2 . De plus °P e, = I[O’z] et °p e = 0.

1) La mesure cylindrique du mouvement brownien

Soit A =Py ou y est la mesure cylindrique gaussienne canonique

de L2 . A est une mesure cylindrique gaussienne sur H., De plus
P oxPle, —e )M ax) = [ %2Rl e ) (y) (ax)
d]R t s R t s

- utp(et-es)diz = |t-sl

2 2t t 2
fnlx GO(K)(dx)=‘fle ple )(y)(ax) = [I*p eoan -0 .

2) La réalisation du mouvement brownien

Soit p>14 et oc=%—% . Soit COC 1'espace des fonctions lipschit-

ziennes d'ordre o sur [0,1] muni de la norme

P
TILIIY SR L£lx)-2y)] y
c¥ ® x,;EPI'O,IJ | x-y| %
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B-1
Pour tout B>0 soit D =%

B F(B)I[O’lj :

On a de fagon évidente

1

1
r (B)qr(g-1)+1]"

q' w1
D_gerd @p>o et [p_|

Soit D1 l1'inverse de P. De plus D-p est un semi-groupe.

Proposition 1 : H1 CCOL , 1'injection joc est p-sommante. De plus soit

K>.1T2E¢e ° 'j(x)\ est de Radon sur ch et @es que p est assez grand)

|‘ ps P 1
l‘JOCA”p K'p!

Soit y=%_lp . On factorise 1l'injection de H dans c® par

vy 2 U © i vy « U a
H > L > L —_—— Lp —> ] -J—-—> C
1 D1 D y-1 injection D D-u

x-=y
on a alors les majorations suivantes,valables des que p est assez grand

O v, W)=y et ly

1 . .
avec K1>7: arbitraire,

@ lingll=lo I, = ~—2 <K, p

i
L 1. _1ydy
F(2 +2p)(p)

:P I L L r(el) <xP V2

DO =

avec K2>I%? arbitraire,

@ ug est p-sommante et np(u?)) =1

N 1
@ lugll = Iyl , - —2— <&,

r(2) (L')%'
2p’ 2p

avec K4 >3 arbitraire.

@ I1 s'agit d'évaluer ”u5 . Soit fE€L_jon a alors : (x<y)
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1 +
ra)|p_ 1) - byt = [ L) (o)1 1404 asf
0

I m(j‘z t*1ay - j‘ % 1ag J‘Z T3 g4

A
Y

1
1 =

; P (1+9P)P
w f<llp 1P 2 po_ Al+2 4 L
Done Husl. st D—cxl Ll + (_'mr o ) ] ol (o SK5 avec K5>7§ arbitraire.

Donc j(x est p-sommante, ja)» est de Radon sur Ca car p €]1,=[ ,

Enfin, pour p assez grand, on a

P
. |IP P (R
llJaxllps K, K, K, K )P (B)

P
d'ou le résultat puisque p !~ (1;-) A2Tp .

Proposition 2 : Soit p 1'image de A par 1l'injection de H1 dans C, u est

une mesure de Radon sur C. De plus p est gaussienne,

[ lete) -2()1? plag) = [¢-s| , £(0) =0 1 - p.p.
C

Enfin lim sup Sup f(t+s)—f(t)l < 24./ L-p.p.

s -0 t,t+s€[0,1] sl LogTL'— T

En effet, 1'injection de H dans C se factorise par H ~c* ~c .

Les tr0154)rem1eres propriétés prov1ennent des propriétés correSpondantes
125!"

de A. Enfln soit K> 3 alors,des que p est assez grand, on a :
(or——— )

[OlelP e sup  (Llesedot NP 2y gy cgp

¢ 17 t,t+s€f0,1] Sl
(en effet, CX est p-mesurable et ‘I Hpa est continu sur Ca);'
Donc ¢

2 1 Le(ees)-£(t)]|\P
rr.x Sup ( ) ls|®]ulat) <.

(8

¢ P7% (k+e)Pp! t¢,t+s€l0,1] sl
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(,S,2 exp Ji(t+s)—f(t)l)

Donc Sup est u-intégrable, donc fini
t,t+s€[0, 1] (K+e) /] s
H-p.p. - Donec pour p-presque tout f , il existe M<® tel que
t,t+s€[0,1] = lf(t+s)mf(t)’ < Log M+ 2 Log L s
(K+e) /\/ISI S'

c'est-a-dire

lim sup  Sup Jf(t*s);f(tl)lgz(Km) L=PoPo
s—0 t,t+s€[0,1] A/Is' LogT—r
s

d'ou le résultat .

Remarque : les résuliats classiques sont meilleurs, puisqu'on peut prendre

en particulier A/;:og *l-i-r au lieu de Log T%T , mais il faut remarquer

qu'on s'est servi exclusivement des moments de A.

APPLICATIONS $-SOMMANTES ET (3,Y¥)-SOMMANTES

1) L'inégaliié de Pietsch
Soit E, F, B des ensembles,

On distingue dans E et dans F un élément noté O.
Soit (x,8)~-<x,E> une application ExB-R ,
Soit y—*”y” une application F=-»[0,°°:|° On suppose que : HO” =0, <0,8> =0
¥ 8€B, (< X,§>)§€B est borné ¥ x €E, On pose alors x|l = Sup |<x,§ >|e
E€B

Soient &, Y deux fonctions [0,=[ = [0,=[
8(t) = ¥(t) =t pour t€[0,1], & croissante.,

Définition : Soit T:E—=F, T(0)=0;T est (3, 9-sommante s'il existe p>0

tel que ¥ n EIN, ¥ )\1,0“,7\‘“20, ¥ ‘xl,“o,XHEE

I, |

)<_5:7\i .

Sup ¥ A

Sup j_@d<¥j§4)gzxi:2miw(
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Proposition 1 : T (2, % sommante ® § r>0, J a€[0,1], 4 p forme linéaire
continue sur ®(B) (avec p(1)=1, £20=pu(f)=20) tels que

HT I

) < (1-a +ocf 5(|<x,8>])n(dE) ¥ x€E .

Démonstration : & est évident.

= utilisera deux lemmes, T . ”
Les fonctions § -% Aié(l<xi,§>l)—2 ?\i telles que Z?\ ¥ (

-7
) TA, >0

forment un convexe C inclus dans ®(B). De plus, si g€C¢C, ﬂ EE€B tel que
g(§)>o0.

On démontre donc le

Lemme 1 (Cartier) : Soit C un cdéne convexe C‘-’B(B) tel que ¥ g€C, 4 E€B,

g(§8) =20, Alors il existe u forme linéaire continue sur I(B) telle que

u(1)=1, £20=yu(f) =0, g€C=pu(g)20.

Démonstration : f-op(f)=1Inf Sup [£f(§) +g(€)] est une fonction sous
g€C E€B

linéaire sur %(B). Donc il existe u forme linéaire continue sur %(B) telle
que u(f) <p(f) ¥ f€®(B) (Hahn-Banach). Or Inf f(§) <Sup f(§) et p(-g) <0

Donc p répond a la question et le lemme 1 est démontré.

On a donc

Tx.
Z)\i[fcb(l<xi,§>,)u(d§) _1]<o=$1>\i[uf(-”—pl—n) -1]<0 ;
B

de plus

[ e(l<0,8>]) u(ag) -1=-1<0.
B

On conclut en démontrant le lemme suivant
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Lemme 2 : Soit x—A(x), x>B(x) des fonctions numériques sur E, on
suppose que‘V'?»l,...,?»nZO Vxl,...,XHEE

T oA A(x)<0 =% A B(xi) <0

et qu'il existe XOGE tel que A(x0)<0.
Alors 9§ @20 tel que B(x) <a A(x) ¥ x€E,

Démonstration : D'abord A(x)<0=B(x)<0. C'est dair si A(x)<0 ;

si A(x) =0, soit A(x0)<0;’a10rs},¥ e>0, E:A(xo) +A(x) <0,
donc eB(xo) +B(x) <0,donc B(x) <0,

Supposons qu'il existe x tel que A(x)>0, B(x)>0 (sinon on prend oc=0);
on pose a=A?1;§->O i ; . Soit Xg tel que A(xe)<0; alors

A(X)A(XO) +[—A(xo)]A(x) =0 ., donc ¥ >0,

[A(x)+e]B(Xo) + [—A(xo)]B(x) <0 ,
B(xo) B(x)

=
A(xo) A(x)

donc A(x)B(xo) —A(XO)B(X) <0,donc ,ce qui prouve que (& est ,

fini et que

B(xo)socA(xo) ,qui est clairement vrai dans tous les cas.

Le lemme 2 est démontré, la proposition 1 aussi en remarquant que x =0

impose 1-a =0 donc a€[0,1].

Remarques : 1) Supposons B complétement régulier, § -<x,§£> continu
¥ x. Alors p sera une mesure de Radon sur B,si, ¥ ¢e>0, 4 g€C , 4 K com-

pact tels que g+IcK£s. (Cette condition exprimant que u(IcK) <e).

2) La condition précédente est inutile (elle est d'ailleurs

réalisée) si B est compact.p est alors une probabilité sur B.
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Désormais on prendra

E un espace normé (soit B son complété)

B la boule unité de E' munie de la topologie d(E‘,ﬁ) (donc com-—
pacté.

(x,€) ><x,€> 1la forme bilindaire de dualité.

2) Un exemple d'application &-¥ sommante

Soit K un compact, on prend E=C(K) et & convexe, démontrons

d'abord le

Lemme : Soit T: C(K)—*F;alors T(@,‘i’)asommanteﬁﬂ r>0, 3 a€l0,1], J

|
probabilité sur K,tels que Y('Trf ) < (1-a) +o [ &(l£(t)]) n(at) .
K

En effet, soit §‘*2Ai_§(r<fi,§>|) —EJki un él1ément de &, alors 7 §O

mesure sur K telle que

Yki¢(|<fi,§o>') ~TA >0
g,
g, (1)

bilité. Donc il existe t €K tel que TA, @(lfi(t)l) -£A,>0. Sinon on

quitte a remplacer §O par on peut supposer que §0 est une proba-

aurait
£a,o(l<f,,8>]) < EAiJ;@(lfi(t)l)zo(dt) <TA, .

On peut alors écrire la proposition 1 en remplagant B par K, d'ou le ré-

sultat.

Soit v une probabilité diffuse sur K et 6 une fonction continue
croissante de [0, telle que 6(t)=1t sur [0,1],8(®)=», On fait sur ¥

les mémes hypotheses que sur 6.
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Le(K,v) désigne un espace vectoriel inclus dans LO(K,\)) et contenant

C(K) ; pour f €6 on pose
Ity - Tartal o) @y <1y

On prend F=Le muni de 'I ”9 et T désigne 1'injection de C(K) dans Le .

Sous ces hypothéses on a la

Proposition 3 : Les propriétés suivantes sont équivalentes

(1) 3 a€]o,1], § r>1 tels que pour tout f € C(K)

\y(ﬂf’te) < (1-a) +ocjK e(l£(t)])v(at)

(2) 1'injection C(K)—*Le(K,\)) est 3-Y sommante

(3) 3 8€1J0,1], 3 k>1 tels que,pour tout uz0, vz1,

Y(u)e(v) < (1-p)8(v) +B2( k uv)
ainsi que (1)', (2)', (3)' déduites des précédentes en échangeant ¥ et 6.
Démonstration : (1)=(2) est évident.

(2)=(3); en effet 3 a€J0,1], 3 r>1, 3 p probabilité sur K telle que,
pour tout f € C(K),

v 6y < (1-a) v a [ s(l2(6)uar);
K

cette inégalité s'étend a f borélienne bornée.
X

On prend donc f=xIA , x>0, on trouve Hf”e:F—l——) , d'ou
v (A)
Y(——7) < (1-a) +a e(x)u(a) . (1)
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Soit D D, la décomposition de Jordan de .-v, D  portant (@—v)_. On a

1’ 72 1
v(D1)=m>O car sinon “(D1)=v(D1)=0 donc y=v. Soit alors u=0, v=1,

"1 1 ’ - . -‘1 1 - "1 _];
k =r8 (m) , B=a, on écrit (i) avec ACD, , 8 (W)_ve (m) (v est

diffuse) et x=kuv. On a donc ;;(A)SV(A)S-G—(%S et on trouve

¥(u) = (1-8) + 8 S5Oy

d'ou le résultat.
(3)=(1)', on prend 6(a) <1-o et r=§;

si Hf"YSk) alors 9(—”;f—ﬂ- v) <6(a) s1-«

I ¢!
-Lﬂill— ,v=f‘¥,eton

>k , on écrit (3) avec u=
T K

si 't

intégre par rapport a v(dt)a On obtient alors

8(v) < (1-p)8(v) +p [ e(l£(t)])v(dt)
K
d'ou

|
e(lL;EiLL v)<sae(v) = a [ a(le(t)])v(at),
K
d'ou le résultat .
Enfin (1)'=(2)' = (3)' = (1) comme précédemment,

Remarques : 1) La démonstration de (3)=(1)', donc de (3)! = (1) montre

qu'on peut modifier (1) de la maniére suivante

4 a«€Jo,1[, 3 r>1 tels que pour toutef €C(K)
\1/(-”%u 8) < (1—a)V[aj6;(lf(t)l)v(dt)].
K

Prenant alors i =v dans la démonstration de (2)=°(3), on obtient

18€J0,1[ ,] k>1 tels que pour tout u=0, v=1

¥(u)e(v) < (1-8)8(v) VB 8(kuv)
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De plus on peut prendre ¢ et £ arbitrairement petits.

2) une condition équivalente a (3) est
(ii) Tk >0 4 51&]0.1[

1 tel: que pour tout u=z1, v=2 1,

‘i’(u)@(v) < 61 6 (k1 uv)

@

DO =

Démonstration : (3)= (i1) dans (3), on prend £ <
Alors (3) entraine 6(v) = ®(kv) ¥ v21,donc, sous 1
Y(u)e(v) = (1-6)2(kv) V5 8(kuv) <6 (kuv)

forme de la remarque 1)

o

-1
(ii)=(3); on prend k, assez grand pour que k¥ (1—51)21
alors si usi‘i’-l(l—ﬁl) ‘Y(u)@(v)s’(l—{;1)e(v);
siu=1 ‘i’(u)e(v)ib1 @(k1uv)§61<§(k?uv);
-1 \
s1 Y (1~is1)iu\_'1[ ke u= 1
donc Y(u)e(v) = (1wbl)9(v) +~'ﬁ.19(v)
< (1~ﬁ~1)9(v)+619(v)‘¥(k1u)
i 22N e . 2
S (1,~@1)e(v) + 5] @(kluv) < (1_-p1) B(v) + 4, @(kluv) .
d'ou le résultat avec b=61 k:k? .

3) Si §=¥=06 la condition (ii) est vérifiée pour =t

1 -1 t u
e .t mais non pour ¢=1t Logt.

3) Propriétés du poids | “q; . & convexe

On rappelle que H,MH@: Inf{alf @(%‘l—) g(dt)s‘l}}.
R

i H¢ est homogene
compact, car j@(%,')p(dt)él:;;([M@‘l(_l:_)?oo[)<z: ;

donc plus fort que L

<o+ (car « =11 ).

d lus .+
e plus . +: el -

¢
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On peut donc développer la théorie des application $-sommantes et

(Q,‘l’)-sommantes comme celle des p-sommantes,

On remarque que',si T:E-F est lindaire continue (E,F normés ).
’

T(8 ¥}-sommante © ] p=20 tel gue, ¥ A mesure a support fini sur E,

Aty = o AN .



