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XXVI.1

§ 1. CONDITIONS POUR LE TYPE ET LE COTYPE DANS LES ESPACES DE SUITES

Soient 1< s<+®, Les notations sont les mémes qu'a la fin de
1'exposé XXV,
Soit (Xn)nENune suite de variables aléatoires scalaires, Xne LO(Q,u).
Bien que, dans la propr. (XXVI,I;l), certaines d'entre elles puisent étre
nulles, on peut toujours se ramemr au cas ou aucune ne l'est. Supposons

en outre toutes les Xn dans Lp(Q,u). Appelons 1 1l'espace des suites

p, X
N PP < p
c€ K telles que la série ng—:o c Xn soit convergeﬁte dans L (Q, H). Nous
di i . 0
irons que c¢€ lp,X converge vers 0 dans lp,X’ si néo <, Xn converge vers

dans Lp(Q,p), uniformément pour N¢ N. Nous définissons ainsi lp x comme
b
un espace vectoriel topologique, séparé (parce que les X ~sont £0) ;

K NMer  exV

D, X , avec des injections continues, K est dense dans
)
lp X chaque c ¢ 1p X est limite de ses tronquées ; enfin, Lp(Q,u) étant
’ ’
métrisable et complet, 1p x est métrisable et complet. Si p>0, 1p x est
’ ’

quasi-normé ou normé, avec la quasi-norme ou norme

N
felly = sup || £ c Xl
p,X NeN 7 LP(q,pn)

Si p=0, un systéme fondamental de jauges de la topologie est donné par

les
N
Joc,lp’x(c) - SIEI.% Joc (“’ngo °n Xn) *
Proposition (XXVI,1,3;1) : Soit X= (Xn)nEN une suite de variables aléa-

toires scalaires XneLO(Q,u). Soit 1<s<+» , Les propriétés suivantes

sont équivalentes :

1) X est de type (p,ls) 3

2) Pour toute c € 1% (c0 si s=+®), la série ngoo <, Xn est convergente
(ou sommable Lp(Q,u) H

3) La probabilité Ay sur kM , associée a X, est image, par l'injection

canonique, d'une probabilité cylindrique de type p sur 1S' (-i—+%,= 1 ;

prendre 0(100,11) si s=1, 6(11,00) si s=+x),
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Démonstration : On peut toujours se ramener au cas ou les Xn sont non
nulles, et chacune des conditions implique que les Xn soient toutes dans
Lp(Q,u), ce qui permet d'utiliser les considérations antérieures sur lp,X'
La propriété 1) signifie que cl—»;go c, Xn est continue de (KN)IS
(K(]N muni de la topologie induite par ls) dans LP(Q,p) 3 ou encore que

1'injection canonique de (K g dans lp X est continue (car, si ¢ conver-
ge vers 0 dans (KN) B toutes ses suites,partielles convergent uniformément
vers 0 dans ls). Cette injection doit donc se Erolonger en une applica-

tion linéaire continue, de 1'adhérence de K dans ls, dans 1

(complet), c-a-d. de 1° pour s;é+m, de c° pour s =+, dans lp’xp.,z)(ette
application prolongée doit en outre &tre compatible avec les injections
S—»KN, lp X—»KN , donc cela signifie que 1SC1p,X’ avec une injection
continue, 1° étant remplacé par c® si s=+». Cela entraine donc 2)

si ceg 1° (ou co), némo c Xn est une série convergente dans Lp(Q,u) 3 comme

en outre toutes les permutées de c sont aussi dans ls, elle est commuta-

tivement convergente, ou sommable. Inversement, 2) signifie que lsczlp &
?

comme leurs injections dans Kl‘I sont continues, le théoréme du graphe

fermé dit que 1° 51 est continue, donc a fortiori que

p,X
9
(K(N)‘l —>1p x est continue, ce qui est 1). Donc 1) et 2) sont équivalentes.
9
4+
Dire qu'elles sont réalisées equlvaut a dire que cp-»nEO cy Xn est

une application linéaire continue X de 1° (c si s=+») dans

(N),,,dans Lp(n,u). En
utilisant la prop. (VI,1;1), avec un espace E dont le dual soit E' = 18
(ou co), soit E=ls' si 1<s<+°°,E=c(1m,l1) si s=1, E=6(11,c°) si

Lp(Q,u), prolongeant X, application linéaire de K

= +», cela équivaut a dire que Mg o probabilité sur KN associée a X,
est 1'image, par 1'injection canonique, de la probabilité cylindrique de
type p sur E, A_, associée & X. L'unicité de A résulte de celle de X,

X L (N)

qui elle-méme résulte de la densité de K dans 1° ou c°. cqfd

Essayons d'avoir une proposition analogue pour le totype. Ce n'est pas en

général possible. On aura seulement :
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Proposition (XXVI,1;2) : Soit X-= (Xn)neN une suite de variables aléa-
toires non nulles, Les propriétés \guivantes sont équivalentes

1) Pour cE K(]N), si les sommes %

D cC
n=o n <
vers 0 dans Lp(Q,H), ¢ converge vers 0 dans 17,

. IN . .. g
)  Pour ce K, si la série 5 ¢ X
n=o0 n ' n

Xn ,Ne¢ N, convergent uniformément

est convergente dans Lp(Q, u) s

alors c¢ 15,

Démonstration : Les cn sont tous nuls sauf pour les n pour lesquels

X“g Lp(Q,p) ; on peut donc sans inconvénient supposer que Xne Lp(Q,u)

pour tout ne N,

o3
Alors 1) signifie que 1'injection (K]N))l -~ 1% est continue ;

n, X
elle entraine 1'existence d'une application linéaire continue
S v ‘ . N
lp X" 15 , compatible avec les injections de 1p X et 1° dans K : donc
’ b

lp XC‘-‘ 1° , avec injection continue ; d'ou 2).
9

Ensuite 2) signifie que 1 cfls; l'injection est continue par

p,X N
le graphe fermé, les deux étant injectés continuement dans K . Donc a

fortiori (K( ]N))l —»1S est continue, ce qui est 1).
p, X ‘

Mais ceci n'est pas une propriété de cotype. Dire que X est de

colype (p,ls), c'est dire que, pour c¢€ K( ]N), la seule convergence
(e8]

.+
vers 0 de rgo €, Xn dans Lp(Q,g),entra’ine la convergence vers 0 de c¢

dans 17 ; c¢'est une propriété plus forte que le 1) de 1'énoncé précédent.

Mais

Proposition (XXVI,1;3) : Supposons que les variables aléatdres Xn soient
£ 0. indépendantes, réelles et centrées (i.e. Pr{ano}:%). Les proprié-

tés suivantes sont équivalentes

. s
1) X= (Xn)nEN est de cotype (p,1°) ;

N ; 5 P
2)  Pour ¢+ K . si la serie nzo Cn Xn est convergente dans L (Q,u),

alors ce¢ 1°
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Lemme : Soient u, v, deux variables aléatoires indépendantes, réelles

et centrées, Alors

u+ v||P eI p>0
2 b
P Qau) Lp(QalJ')

Pr{|u+v|>a} = % Pr{!u|>a} o

Démonstration du lemme : En considérant les probabilités conditionnelles

lorsque u=1t, que nous désignerons par Prt , et les espérances condition-

.
.

nelles lorsque u=t, que nous désignerons par Espt ,on a les formules

Esp(lu+vip) = I]R Espt(|u+v'p) dv(t),

Pr{!u+vl>a} = f]RPrt{lu+v|>a}dv(t) ,

ot v est la loi de probabilité de u. Soit t=0, Alors |u+v|=21u| =t

dés que v=20 ; or, pour v-presque tout t, Prt{v20}=Pr{V20} puisque u
et v sont indépendantes, et Pr{sz}:% par hypothese. Pour tg 0, on a
le méme résultat en remplagant v20 par v<0, Cela donne toujours, pour

v-presque tout t : Espt(|u+v’p)2%mtet Prt{|u+v|>a}2% si ]1;|>ao

Donc
Esp(lu+vlp) = %f|t|pd v(t) = % Esp(lulp) ,

Pr{'u+v|>a}2%f dv(t):%Pr{|u|>a} ,
|t|>a

i .
ce qui est 1%noncé du lemme .

.
Pour p=>1, une méthode courante dans les martingales donnerait une inéga-

lité meilleure, sans facteur % , avec l'hypothése plus faible Esp.v=0

(si v n'est pas intégrable, on trouve tout de suite Esp.(|u+v|p) =+°°}.

D'autre part, bien évidemment, u n'a pas besoin d'étre centrée.
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Démonstration du théoréme : Soit c¢ K(IU une suite finie. En prenant
+ 0
u=n§o <y Xn ) v=n=Z'N+1 ) Xn , le lemme donne, pour p>0 :
N 14 +®
Sup|‘n§0(Gan” b < 2 p||n§o(%1xn" .
NN 1P(a.) 1P(a, )
N 4+
32% ‘&a(u’n;:o °n Xn) = Joc(“’ngo ‘n Xn) *

Donc si, pour ce¢ K( ]N), ;foo cn Xn converge vers 0 dans Lp(Q, u),
N =
by convergera vers 0 dans LP(Q,u), uniformément pour N¢ N,

=)

c
n=o0 n
La prop. (XXVI,1;3) résulte alors de la prop.,(XXVI,l;2), les conditions

1) de ces deux propositions étant équivalentes.

§ 2. LE THEORFEME DES 3 SERIES DE KOIMOGOROV ET SES APPLICATIONS

Proposition (XXVI,2;1) : Soit (Xn)neNune suite de variables aléatoires
réelles indépendantes. Les conditions suivantes sont équivalentes

7 . +m . . /7
1) La série ¥ ¢ X converge en probabilité ;

——————— n=0 n n
4+

2 L / ‘. ~ .
) a_seérie néo c, Xn converge presque surement ;

3) Les 3 série numériques sulvantes sont convergentes

5 msp . (X)
5 (Bepe(1002]) - [Bsp.(x1)]2)

est la variable aléatoire

X ()  si an(w) l<1
X! (w) =
0 si X (w)]>1.
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Nous admettrons ce théoreme, qu'on trouve dans tous les traités
¢lémentaires de probabilité, On le trouvera par exemple dams "Probability

theory" de Loeve. p. 247 et 249.

U
—

Corvollalre en oulre les Xn sont =0 . ces conditions sont équiva-

r\n ' 0~ Q

I; Y Les 2 séries numeriques= -0 suivantes sont convergentes

-2‘.) . . )
ngohap.(kn .

En effet, le tcrme général de la 3eéme série de la proposition

)
¢t -0 et majore par Egp.(X;-)e:hsp.(Xh) puisque X' <1,
11

. . td v . - . rd .
Proposition (XXV1.2:2) Soil (Z . une suite de variables aléatoires

n’ né
. . N A 1
indépendantes, chacune prenant les valeurs ¥1 avec la probabilité >

(variable:: aléatoires de Rademachey ou du jeu de pile ou face). Cette

7y
suite est de (vpe (p.lh) pour tout p fini. de cotype (p.lz) pour tout p.

- +* - S .
Demonstration : La serie nzo(ﬂlkn converge en probabilité si et seule-
2 . - ,
ment =i ¢ 17, par le théoreme des 3 séries de Kolmogorov. [Posons
. R (o , ’ ” ‘ : N
N =¢ Z . Alors Pri'e X >11% =1 ou 0 selon que ¢ 1 >1 ou <1, La lere
i [ A} noon on
<erie donne donc la condition : cn!:;l sauf pour un nombre fini de valeurs
- . ‘ - [ -2\ ' 12
de . Ensuite Esp. (X ) =0. et Esp.('X' . j =0 ou ;¢ |~ selon que ]c !>>1
n - ni n +eo g ' M
ou ~1: l'ensemble des 3 séries donne donc la condition nZo ]cn} <+ ],

La pjopo sition (XXVI,1:3) montre donc que 7= (Z ) neN est de
cotype (0. 1 s elle est a [ortiori de cotype (p,l ) pour tout pP-

La proposition (XXVI.1;1) montre que Z est de type (0,12).

N 2 e
nous reste & montrer gue Z est de type (p,17) pour tout p fini.
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Soit ¢ une suite finie.

+o0
S c 7 . Zn
Esp.(en—o n n) = T Esp.(e )
néN
(2 cause de 1'indépendance) 5
c c ‘n 1H |2
n _ 'n - =llellS2
_ TH (e_te Ty _ T T 2 22 1
- nE]N( 2 ) = ne N ch °n = n&qu €

On a la méme inégalité en remplagant c par -c, d'ou, en additionnant

- el
ES]gn,(ch(n_?:jO c Zn)) < e .
En développant le ler mem-bre
) 2 1 2
e, Lyl llellye
Espo.(——————) < e
(2k)!

pour tout k. Donc, pour Hcleg‘l, on a

2k
s e 2z H s(2k)‘.~/e ,
ne N n n L2k ’
d'ou 1
, * 2k
Z ) I < ((2k)1 Je)
v
n’neN 2k, 12

et Z est bien de type (p,12) pour tout p fini.

Corollaire (Inégalités de Khintchine) : I] existe des constantes Ap, Bp

(0<p<+=) telles que, pour toute c¢€ 12

- | |
apllel o = UEn a2l = Bl

Il existe une constante M et un 6, 0<&<1,tel que

<sMJg (1, = ¢ Z)

c|
] |l12 Iy
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Démonstration : Les premiéres inégalités expriment que (z 0 11CI\ ¢ Qt de

type et cotype (p 1 ) la dernlere exprime qu'elle est de cotype (0 1 )

(elle est aussi de type (0,1 ), d'ou une inégalité en sens inversc pour

tout &, mais c'est dans le sens trivial)g

Ces inégalités de Khintchine avaient été admises au theorcme

p.(VIII,3).

Considérons maintenant une suite (Un)nGN de variables aléatoires indépen-
dantes, suivant la loi stable d'indice r,
] -1¢]*
er(x)dx,d(erdx)=e , 1<sr=<2

(On peut considérer le cas 0<r<1, mais nous ne le ferons pas pour gsimpli-

fler). _Icntlr

Alors ¢ U suit la loi d'image de Fourier e . donc ngN <, Un ,
pour c € K N) , suit la loi d'image de Fourier

_* ”cnll“tl . ; |

e , c—a-d. la loi homothétique de erdx dans le rapport c“lr,

-r-1 , donc elle a des

Pour r<2, pour x grand, ew(x) est comparable a [xf
Y r
moments d'ordre p pour tout p<r., Alors U= (Un)nGN est de type (p,1 )

pour tout p<r, avec, pour p>0 :

10 pen sup | B e, U = e, dx]|
nneNT cek(N) " pen ® P rP(q,u)
lelljr=1
Elle n'est pas de type p pour p= r.
Elle est aussi de cotype (p,1") avec, pour p>0
3* v 4
“(UH)HGN”p,lr ) /ceIrll{%N) | ngN “0 " “LP(Q,P} Oty

”CH1r21 /
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Son cotype (0,1F) donne lieu aux inégalités

(Jé((Un)nél\T))lr B (cérll{f( N) ’s (u,ngl\l cnUnp

Hc”lr

- (36, d )7t o<s<1.

Et naturellement elle est a fortiori de cotype (p,lr) pour p=21r avec

3

U el 5,17 =

Pour 1 =2, les résultats relatifs au cotype subsistent, mais en outre la
suite (Un)neN est aussi de type p pour tout p fini (1es Un sont gaussien-
nes), En résumé :

Proposition (XXVI,2;3) : Soit U= (U ) une suite de variables aléa-
toires indépendantes, suivant la loi stable 8 ( )dx d'indice ¥,

Jer= ik y 1<r<2, Alors U est de type (p,l ), pour p<r si r<2,
pour tout p fini si r=2; elle est de cotype (p,1 ) pour tout p.

Proposition (XXVI,3;3) : Soit (Un) une suite de variables aleatol-

. ) neN . ~< 2, Soit
res indépendantes, suivant la loi stable 6 dx d'indice r, 1<r<e; iq
z

(OC ) neN une suite de nombres complexes. Pour que la série né

u i
n n

1$Q<+°° soit presque sfirement convergen—te, il faut et il suffit que

o€ lMin(r,q) si r#q et r#2

r= 1 % r 1 < 4
a€l s le€o néN |0Cn| (1 +l].0g Oﬁnf !) ’
si I’:q<2 P
ae 1t si r=2 .
7 1 .tl
Pour que (OCn Un)nG]N soit presque sfirement bornée, avec r<2, il faut e

il suffit que ag¢g1¥ (nous n'étudierons pas la condition pour r=2).
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Démonstration : Nous appliquerons le théoreme des 2 sérnes de Kolmogorov

(puisque locn Unlq_>_ 0) .

+co
~ A) La 1lere série est eNPr{]d U i>1}~2 Z]NJ‘ er(x)dx o
5‘3
~ +m
- A1) Soit d'abord r<2; f er(x)dx est comparablie a iocn * , et la
1

OCn|

premiére condition est donc nle‘jN |ocn]r< + , Remarquons que si on remplace
!OC X |>1 par Ioc X l>k , la condition est la méme., Donc, si
n 'n n'n
Dla 1T < 4o i f ¢
| ol +© , la suite (ocn Un)nE]N est presque s@irement bornée par k pour n
assez grand ; ceci est vrai pour tout k, donc o Un converge presque slure-
. T . ~ P

ment vers 0, Si Z’!ocnl =+, cette suite est presque slrement non bornée
ar k, et ceci quel que it d a U
p e q q soit k, donc ( 0 n)nG]N
dehors de 1, ce qui regle la derniére affirmation de 1'énoncé,

est presque sirement en

-A2) Pour r=2, intervient une condition beaucoup plus faible, a cause de
la décroissance & 1'infini de la fonction de Gauss ; sans l'écr%rs’% exacte-
ment, retenons qu'elle implique qu'ocn tende vers 0, et qu’elle/impliquée

par ngNian|p<+m, pour un p fini quelconque.

~B) La 2&me série est 3 Esp.(|a_ U tq), o U' est la variable aléatoire
neN n n n

égale a U si IU lsa— , a 0 autrement. La 2éme condition est donc

neN Ioc qu ! l x4 &) (x) dx <+ ® ; dans tous les cas, on sait déja que

1 T w )
a  tend vers 0, donc vers +o, et tend vers (fini ou non).
n ’ |o(n ’ f fO

4+
"Bl) Si r<2, et q<r, I qur(x) dx <+ o, et la condition écrite est
0

donc oo . Et 1'ensemble des 2 conditions de Kolmogorov est

ngN ‘an’

donc N‘a R , ou o€ 19 - 1Min(q,r)
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B2) Si r<2, et q>r, xq er(x) est comparable a xq—r~1 pour x grand, et

1
: 'n' —q , b H 1 'q—r . 2 . d
f X er(x) dx comparable a T s la condition écrite est donc
0 “h’
q -1 .q-r DS & . r_ Min(q, r)
néN n 03 ~ neN Tn'! <+e 3 ouwoel =l ’
n -
BS) Si r= 2. et q=r, xqer(x) est comparable a -i- pour x grand, donc
N
P:J‘I]j q A N 1 P
J CX e"(x) dx a log _(_x—_ : la condition écrite est donc
0 '

i

N B 1 . : B L
ne¢ N . log 'Q—E‘i < 4o , Et 1'ensemble des conditions est donc
i n

DI ' T
néN mn’

(1+ Elog

i ‘j)<+°‘° )
n.

notée o € 17 . [N.B, 1I1 faut bien écrire 1+ Ellogf:, et non simplement
"logi : il ne suffirait pas qe a tende vers 1 trés vite . on peut suppri-

mer le 1 en ajoutant que o tend vers 0. Nous avons mis des ‘, pour avoir
n

des quantités =0, et log plutot que log Eocn!

| parce que & tend vers 0].

) T
%0 |
+o ‘
34) Examinons enfin le cas r=2, Alors [ x4 ez(x) dx < +» , quel que soit
Y]
0
o '}q<+°°gCOmme celle-ci est
‘T'n
14
i

2
neN
plus forie que la lére condition, 1'ensemble des deux est nZN locn

g fini. donc la condition écrite est
< 4o,

ou x e 19, ce qui acheve de démontrer la proposition.

Res

3. APPLICATION DU THEOREME DE DUALITE

La possession de probabilité sur K]N, dont nous possédons le co-
type. va nous permettre d'appliquer le théoreme de dualité. Toutes les
propriétés d'approximation sont ici vérifides, par troncature (a la fuis
celle du § 4 de 1'exposé V, et celle de (XXV,43;1)). D'autre part, nous
avons vu, a la fin de 1'exposé XXV, que toute probabilité sur K]N , portée

~

E , 1
par 17, provient d'une probabilité de Radon sur 1°, remplacé par 0(100,1 ),
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Proposition (XXVI,3;1) (Khintchine-Ko lmog;orov)

1 2
1) L'injection canonique (faiblement continue) de o(1 .CO) dans_1

est p-radonifiante pour tout p=20 ;

2) 801t X= (X ) CNune suite de variables aléatoires X €L (a)ul)
2
de type (p,l ) ; alors elle est d'ordre (p,l ), autrement dit EN IX ;

converge presque surement, et, pour p>0 :

P 1
(»r(nc]N ]Xn(w) 12)2 du(w)}p < const.

(X )ne]N, 12

jox)

HZCX

= consta. Sup ) nE]N n l’l”Lp(Q 1')
9 i

CEK(N
el o =1

(la constante dépend de p, et n'est pas forcément bornée si p tend vers 0.

Démonstration : Utilisons la suite Z de variables aleatmres (Z n ngNd
Rademacher. Nous avons vu qu'elle est de cotype (p,1 ) pour tout p>I(\)’
propG(XXVI,2;2) ; dautre part EZn! =1, donc la probabilité ?\,Z sur K
définie par Z est portée par la sphére unité de 1°, donc Z est de Radon

¢ oy 2
d'ordre (p,lm) pour tout p. On peut appliquer le théoreme de dualiteé

avec U= 1" et avec V=0(12,12) ; mais une probabilité de Radon sur 6(12’ 12)
provient d'une probabilité de Radon sur 12., Alors le théoreme de dualité
est 1'énoncé 2) de la présente proposition (Z est de cotype (p, 12) et
d'ordre (p,17), donc toute X de type (p,1”) est d'ordre (p,lz))o

On passe de 1 immédiatement & 1'énoncé 1. Soit A une pobabili-
té cylindrique de type p sur 6(11,00). Elle peut s'exprimer comme A_
ot X est une application linéaire continue de ¢’ dans un LP(Q,u),
donc un prolongement & ¢ d'une application X continue de (XK' 7 dans
Lp(Q u) c-a-d., d'une suite X=(X )nEN de variables aléatoires, de type
(p,l ) étant 1'image de A_ dans K]N. Alors X est de Radon d'ordre
(p,l ), donc ?\X provient d'uni( probabilité de Radon A sur 12, d'ordre p.
Il reste a montrer que A=A_ . Toutes deux sont des probabilités cylin-

X

* m,ll) est la norme dualke

1 est pris comme dual le 11, avec la topologie o’(l
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driques sur 12 (car o(ll,co)clz), et les fonctions aléatoires associées
2 .

1 -.Lp(Q,u) sont continues, et colncident sur K( ) (car A et A_ ont méme
dans KN) dense, donc elles colncident, cqfd.

>

image AX
Nous allons maintenant étudier les applications (p,la;p,lb)—ra—

donifiantes (complétement pour p<1, incompldtement pour p= 1), La démons-

tration est longue et filandreuse (le résultat aussi'). Pour éviter

la multiplication des propositions, nous donnerons une proposition et

2 lemmes.

Proposition (XXVI,3;2) : Soit o= (a ) une suite de scalaires ;
de K

1 . . . . . -
appelons aussi oo 1'application diagonale (cn)nG_]N‘ (ocn <y neN

dans lui-meme.

Soit 1<a<2, 1<b<2, 0<p<+», Pour que a soit (p,la; p,lb)-radonifiante.

il est suffisant que 1'on ait

Min(a,b) si  a#hb ou a=b=2,

o€l
oec1?” si a=b#£2 ;

c'est aussi nécessaire si p<a<2. ou si p- + o=

Démonstration

a b Do _ .
; p,1 )-radonifiante, avec p<a=<2,

de (XXVI,2;3 et 4) corres-

A) Supposons que o soit (p,1
ou fini = de i =
p fini, a=2., Prenons la suite U (Un)neN N
pondant & r=a; vu les conditions relatives a p, elle est de type (p,17).
N , b N
Donc a U = (cxn Un)nG]N doit Etre d'ordre (p,1°). A fortiori (o(n Un)nelN
est presque sfirement dans 1 . La prop,(XXVI,2;4) donne

Mi y ) -
in(a b) si a%b, a<2, ac¢ 127 si a=b<2, ocelb=1

a=2.

ael Min(a,b) si

Ceci montre la nécessité de la condition.

Remarque : On voit que cette pécessité subsiste méme pour p<a=<2.
b 7 . “ @ 1 . ® .
non nécessairement <2, en prenant méme o(1 ,17) au lieu de 1 i

b=+o, ou pour p<+» , a=2, b quelconque <+= ,



XXvi.14

B) Supposons d'abord p=0. Si (U )neN est ] suite analogue corres-
pondant & r=b, elle est de cotype (0,1") ; et 1'hypothése faite sur o
assure que (oc][1 Un)nE]N est de Radon d'ordre (O,Ia), par (XXVI,2;4). On
peut appliquer théoreme de dualité avec U= 1? , V=6(1b,1b') (sauf pour

=1, ou 1'on devra prendre 6(11,00) pour que la boule soit compacte) ;
mais, ici encore, 1P étant polonais, toute probabilité de Radon sur
G(Ib,lb‘) (ou 6(11,00)) provient d'une probabilité de Radon sur 1b (ou 11).
On en déduit (o étant sa propre transposée) que o est bien (O,Ia;O,lb)—
radonifiante., Soit maintenant p>0, Le corollaire 2 de la propo(XVII,4;1)

montre que o est aussi (p,la; p,lb)—radonifiante pour tout p=20., Ceci

démontre la suffisance de la condition.

Lemme (XXVI,3;3) : Pour b=2, a¢ la, a est toujurs (p,la; p,lb)—radoni—

fiante pour tout p=0.

Démonstration : On voit que a¢€ 1? applique continuement 1° dans la;

. a
donc, si X= (Xn)neNeSt de type (p,1%), aX= (ocn Xn)nG]N sera de type

(p,lm) (X est continue (ZKN1
(K( N))lm - (K(N))la , donc cX=Xea est continue (K(]N)lCJO - Lp(Q,u))e
D'aprés la prop. (XXVI,3;3;1), oX est alors d'ordre (p,lz) 3 donc a fortiori

d'ordre (p,lb) pour b= 2.

a-—-)Lp(Q,p), et o est continue

Lemme (XXVI,3;3;4) : Si o est (p,la; p,lb)—radonifiante (pour b=+, on

peut remplacer lb par 6(100,11)) on peut affirmer que «o € la, dans tous les
cas suivants :

p<a<2 ; a=2 , b<+4o , p<+o ;

a=2, b=+ , p<2 ; a>2 , p<2 ; donc en particulier dans tous les cas

si p<Min(a,?2).

Démonstration : Pour a<2, b quelconque, ou a=2 , b fini, cela résulte

de la remarque qui suit la partie A de la démonstration de (XXVI,3;2).

Il ne reste donc que les cas a>2, b quelconque, ou a=2, b=+,

avec, dans les 2 cas, l'hypothese p<2, Soit p<qg<2, et soit
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1
1 _1
B¢ 14 a s B opeére continuement de 1% dans 1%, Si donc X est de type
b
(p, 1Y), BX sera de type (p,la), et donc aBfX d'ordre (p,1 ) ; donc af est
(p,]_q 3 p,1b)--radonifiaurltee Mais maintenant p<q<2, donc on déduit du cas
déja 1iéglé que af ¢ 19, Ainsi, pour toute

B¢ 'l{l-_TI . oB:(o B ) est dans 1% ; donc o€ 1? , cqfd.
o . n"n’neN ’ :

. . 4
Nous allons miantenant nous borner i p<1, pour avoir des conditions ne-

cessaires et suffisantes (que j'ignore pour p quelconque).

Théoreme (XXVI,3;5) : Soit 0<p<1l, 1<a<+o , 1<b<+w, Soit

W= (Exn)n”l\? une suite de nombres complexes. Pour que la multiplication
1< ,

par a soit (p,la: p,lb)-radonifiante (1CD pouvant étre remplace par

'(lm.ll) si b=-») il faut et il suffit que o ¢ ]_Mln(a,b), sauf dans les

cas suivants :

o p 1
a=h<2. ou la condition est «¢ 1% (iae. né]N iocn[d(1+ }log O‘n{ ‘)<+°°) 5

< L. a
a>b=2 . ou la condition est ael; —d

1.1 1
. . a b2
a>2>Db, ou la condition est el .

Démonstration

\ 4 4 a i
A) Soit a<b. La condition énoncée est alors a €1°., On sait qu'elle
est nécessaire par le lemme (XXVI,3;4), On sait qu'elle est suffisante si

b 2 par la prop. (XXVI,3;2), pour b=>2 par le lemme (XXVI,3;3).
prop p

B) So1t a=hb.
. 7 7 a-— . . - 7 -
La condition énoncée est a¢l si a<2, on sait alors qu'elle est neces
. a . . . .
“aire et suffisante par (XXVI,3;2), et o €17 si a=2, on sait qu'elle est

nccessaire par (XXVI,3;4) et suffisante par (XXVI,3;3).

) Soit a>b,
,_(‘1) Si a>b=2, la condition a¢ 1% est nécessaire par (XXVI,3;4), suffi-
sante par (XXVI,3;3).

~C,) Soit 2>a>h. Cela résulte de (XXVI,3;2).
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=C,) Soit enfin a>2>h,

3 —1 -1
1 1
3 5-32

o=
[\ TS

Supposons o € 12 » On peut alors écrire o =By, avec B € la,ye 1
Alors B opere de 1~ dans la; si donc X est une suite & variables aléatoi-
res de type (p,la), BX est de type (p,lm) ; d'apres (XXVI,331), elle est
d'ordre (p,12) ; comme v opére de 12 dans lb, aX=3yX est d'ordre (p,lb),
Donc o est bien (p,la; p,lb)—radonifianteo

Inversement, supposons que o soit (p,la; P: 1b)—radonifiante. Prenons
1

1
5—

Of =

Bel o Alors B opere de 1% dans 12 3 donc, si X est de type (p,lz),

BX est de type (p,la), et par suite afX de type (p,lb). Donc of est

(p,12; p,lb)—radonifiante. D'apres le cas C

déja réglé, af € 1P, Donc,
1 1

1 2
1 1 b 1_(1__1_) 1+%_é
pour tout B € 11'Z & | af est dans 1° ; donc o € IB Z 2 1? y

cqfd.

§ 4. APPLICATIONS 0-RADONIFIANTES DANS LES ESPACES DE SUITES

Théortme (XXVI,4;1) : Soient 1<a<+» , 1<bs<+x,

, . . . . _ .o _
Pour que 1 appllczjsltl)n olc : (Cn)neNH (ocn Cn)neN soit p-radonifiante (p don
né, 0<p<1) de 1 (;+;' =13 pour a=+wo, 17 doit etre remplacé par

cill,co) 3 pour a=1, 1° doit &tre remplacé par (5(100,11)) dans 1b (pour ,
b=1, 11 doit étre remplacé par 0(11,00), et, pour b=+, 17 doit &tre

remplacé par 6(100,11)), il faut et il suffit que o € lMln(a’b), sauf dans
les cas suivants
a=b<2, ou la condition est o€ 127 3
1
a>b=22, ou la condition est ocela 3 1,1 1
a>2>b, ou la condition est a € 12 B2 .

Démonstration : Tout revient & démontrer que o est p-radonifiante de 12
a

b . . b o
dans 1°, si et seulement si elle est (p,1%; p,1 )—radon1f1ante (avec 1les
remplacements voulus pour les valeurs 1 et +x. Pour simplifier, nous n'exa-
minerons, dans la démonstration, que les cas 1<a<+4», 1<b<+x, le lec-

teur rétablira aisément le reste).
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ol
Supposoii~ x p-radonifiante de 1% dans lb. Sait X::(J(Zn)n€N une

1le definit une applicati on linéaire continue de

A

suite de type (p.1%). E
¢ (IN) Pl ~ : " o ,
4 k( ‘) dans LY(..). prolongeable en une application linéaire continue
- a L I ~ . . . . . .

N de 1% dans LP(2,0) 12 celle-ci est associée une probabilité cylindrique

v i < N N . - . . . >
de type p osur 1 . et i est 1'image de A par 1'injection canonique

B X X
o al N . . : b
1" - K. L'imag: de A_ par « e-: donc de Radon d'ordre p dans 17 ;
X
Hone o o provient d'une probabilite de Radon d'ordre p sur 17, donc est

, . b .
¢e que nous avons appelé de Radon d'ordre p.1°). Donc a est bien

12 a )] o
ip-L s p i )—rudonlilante.

a b s

;s p-1 )-radonifiante .
ol

P p LR . . . \ a - P P
Soil A une probabilite cylindrigue de type p sur 17 ; on peut la définisx

Inversement, supposons que o soit (p,l

comme VL, ol X est une application liuéairse continue de 1% dans Lp(Q,M)-
La rest%iction X de X a K(IQ est alors continue de (K(BU>1a dans
Lp(m.g), donc de type (p,la). Done - \ est de Radoun d'ordre (p,lb)y
c-i=d. image, par 1'injection vanouiq;; lb-»I{R; d'une probabilite de Ra-
don A d'oerdre p sur 1b. Dans tous les cas consideérés, il est trivial de
veritier que o en voie faiblewment continuement la' dans 1b, donc a.A gst
une probabiliteé cylindrique sur lb. et x.A et £ ont méme image dans K™ .

On peut représenter .\ corme une A . Y fonction aléeatoire lindaire continue
i h' 1)( \ ] Y . . s NS BT v h (‘N)
de | dans L (“1'“1’; alors les restrictions aX et Y de aX et Y a K

: : . . . N )
sontl isonomes puisque a.iA et A ont méme image dans K . Donc, K etant

b = = . . N
dense dans 17, aX et Y elles aussi sont isonomes ;3 douc A _ = L ou
X Y
N | . . , a' |, . b «
dev=". et ° est bien p-radonifiante de 1 cdans 1.

Corollaire : Pour a=w ou h=1, on a le méme énonce en remplagant

1 0 -1 - , . N
{17 ¢ ) par 17 : pour a=1 ou b=-+x, on a lec meéme cnonce en remplagant

(e8]

(}:ull) par 17 ou c¢°.

Dégonstration : Cl'est ¢vident dans un sens, montrons l'autre,

- N 1 .= h
1)  Supposons o p-radonifiante de 11 (c-a-d. de (17,1 )) dans 17 ; mon-
b

, . 1 o
trons qu'eile 1'est aussi de (17 ,¢ ) dans 1.



XXVI,18

. . 1
Soit vy € co; v applique continuement G(ll,co) dans o(1 alm)- Donc ay est
p-radonifiante de d(ll,co) dans 1b. Donc avy vérifie les conditions de
1'énoncé ; ceci devant étre vrai pour toute v € ¢®, o« vérifie les mémes

0 . b
conditions, donc est aussi p-radonifiante de d(ll,co) dans 1.

] a s N . s ® 5 o 1 3
1') De la méme maniere, si a est p-radonifiante de 1 ou méme de ¢ daus

1%, elle 1vest de o(1%,11) dans 1°.

2) Supposons a p-radonifiante de 12’ dans d(lm,ll),montrons qu'elle 1'est
de la' dans ¢®. On sait que o vérifie les conditions de 1'énoncé ; elles
impliquent toujours que o tende vers 0, et puisse étre écrit sous la for-
me By, ol B vérifie les mémes conditions et ot vy € ¢®, sauf pour a=b =+,
Si on excepte donc ce dernier cas, B est déja p-radonifiante de 1*" dans
O(Im,ll); mais vy est continue de O(lw,ll) dans 6(00911)9 donc a est
p-radonifiante de 1% dans d(co,ll), donc dans c° par Phillips. Reste le
cas a=b=+®, Si o est p-radonifiante de 11 ou 6(11,00) dans 0(1m’11)’
cela signifie seulement que o ¢ 1°, et onuilise le fait que 1'injection
canonique (a = Identité) est déja p-radonifiante ; mais on sait qu'elle

0
1'est méme de 6(11,00) dans 12 (prop.(XxvI,3;1)), a fortiori dans c .

Exemples
1) L'injection canonique de 1* dans 1° est O-radonifiante, si et seule-
ment si a'=1, b22 (la prop. (XXVI,3;1) est donc la seule possible avec

l'injection canonique).

ol . smen T
2) a est O-radonifiante de 1 dans o(17,11) ou 17 ou ¢°, si et seulement

si ag1?,

3) o est O-radonifiante de o(lm,ll) ou 17 ou ¢® dans lb, si et seulement
si aeg 11, sauf pour b=1 ou la condition est a ¢ 11: Donc o ne peut étre
O-radonifiante de d(lw,ll) dans un 1b, b>1, sans l'étre de d(lw,ll) dan=
lb pour tout b>1,

Si a€ 11 mais a ¢ 11_, o est O-radonifiante de 6(1?11) dans 11+€ pour tout
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€>0,mais non de 6(100,11) dans 11 ; par contre, elle est nucléaire, donc

1-radonifiante de 6(1“,11) dans 11 (prop. (X11,2;1)) ;

b!
4) o est O-radonifiante de 1b dans lb, si et seulement si a €1 pour

bz=2, ocel2 pour b <2,

N. B. : La deuxiéme partie de la Démonstration de la Proposition
(XXVI,3;1) est insuffisante ; on en trouvera la démonstration complete

au Théoreme (XXVI,4;1).



