L. SCHWARTZ
Suite de I’exposé XXIV et théoréme de dualité en situation générale

Séminaire d’analyse fonctionnelle (Polytechnique) (1969-1970), exp. n° 25, p. 1-12
<http://www.numdam.org/item?id=SAF_1969-1970 A29_0>

© Séminaire Laurent Schwartz
(Ecole Polytechnique), 1969-1970, tous droits réservés.

L’acces aux archives du séminaire d’analyse fonctionnelle implique I’accord avec les
conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation com-
merciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SAF_1969-1970____A29_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

ECOLE POLYTECHNIQUE

CENTRE DE MATHEMATIQUES

17, RUE DESCARTES - PARIS V

Téléphone : MEDicis 11-77
(633)

SEMINATRE L. SCHWARTZ 1969-1970

SUITE DE L'EXPOSE XXIV

et

Exposé N° 25 25 Mai 1970






XXv.1

§ 1., SUITE DE L'EXPOSE XXIV.

Voici une autre application directe du théoréme de dualité :

Proposition (XXV,151) : Soient E un Hilbert, G un Banach, u une applica-

tion linéaire continue de E dans G, Les propriétés suivantes sont équiva-

lentes

1) u est 2-radonifiante 3

2) u est p-radonifiante pour tout pz=0 ;
3) u se factorise par E-~S -G, ou S est un Hilbert, et E-S de Hilbert-
Schmidt.

Si ces conditions sont réalisées, by est p-radonifiante de ¢(G',G) dans E!

pour tout p=0. Si, plus généralement, u est gq-radonifiante pour un q =0

fini, ou méme si simplement 1'image u(y) de la probabilité cylindrique de

Gauss v de E est de Radon sur s(G",G"), alors tu est approximativement

p-radonifiante de G(G“,G) dans E, pour tout p=0.

Démonstration : Diabord 1=3, En effet, la factorisation de Pietsch

(prop. VII,3;4) : E-S-G, donne un SCL2(K,u) de Hilbert, et E-S

2-sommante donc de Hilbert-Schmidt.
Alors 3=2, et trivialement 2=1, Si ces conditions sont réalisées, on a,
par transposition, une factorisation de tu par 6(G',G) -S" =E', ou S' »E'

est de Hilbert-Schmidt, donc tu est p-radonifiante pour tout p=0,

Mais supposons seulement que u(y) soit de Radon dans o(G",G').
Le théoréme de dualité (corollaire 5 de la prop. (XXIV,3;1)) montre que
tu est approximativement O-radonifiante de o(G',G) dans E, puisque v est

de cotype 0.

Remarques : 1) Il peut arriver que u(y) soit de Radon sans que u soit
2-radonifiante., Considérons par exemple une suite (Zn)nellde variables
gaussiennes réelles indépendantes ; on voit facilement qu'elle définit la
probabilité cylindrique de Gauiiflusur 12o Soit (ocn)neN une suite de

log n) ’

nombres réels, avec lan§=()(
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Alors
4+ 2 2
P{la_ 2 |>1} = 2 I T gy < const. x e—n/an < const, L )
r*'"“n “n o

n

terme général d'’une série convergente. Donc la suite (an Zn)nGIJeSt

presque s{irement bornée. De la on déduit aisément que 1'image de vy par

la multiplication (cn) F——&(an est de Radon, Mais les multipli-

neN Cn)neN
cations radonifiantes dans les espaces de suites sont connues et seront
étudiées ultérieurement (exposé XXVI). L'application «, d'aprés la prop.
(XXV,13;1), ne peut étre 2-radonifiante de 12 dans d(lm,ll), que si elle
est O-radonifiante, et ceci exige T Ianl2<h+w .

ncN

Corollaire : Sur Hfl, l'injection canonique de M* dans(L?OC)B (notations

du corollaire 1 de la prop. (XIV,4;1)) est p-radonifiante pour tout p=0,

Siﬁ>l,
— n 2

[

. . n . n .
Démonstration : Raisonnons sur le tore & au lieu de R" . On sait que

1'application identique de (L2)'B dans C % est g-radonifiante si

giﬁ > % + % , par le corollaire cité, Comme (Lz)_B est hilbertien (sa to-
pologie est transportée de celle de L2 1), la prop. (XXV,1;1) dit que
l'injection canonique de (C—a)' -M% dans «Lz)_ﬁ)' =(Lz)B est p-radonifiante
pour But p=>0, Comme ceci est valable pour tout q fini, il suffit que

o=
'Eﬁ > % pour que la conclusion subsiste. Le passage de 7 3 R" se fait

par les techniques de 1'exposé XIV,

§ 2. LE THEOREME DE DUALITE EN SITUATION GENERALE,CHANGEMENT PREALABLE
DE NOTATIONS,

Reprenons le corollaire 1 de la prop. (XXIV,3;1), et changeons
les notations, Les espaces importants sont E' et G ; appelons-les U et V,
et remplagons o' par o. La probabilité cylindrique p est sur G(G',G)==6(V',V),
Ce n'est pas 1la un fait essentiel ; elle pourrait €tre aussi bien une pro-

babilité cylindrique sur n'importe quel autre espace de dual V ; c'est
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d'ailleurs simplement une classe d'isonomie de fonctions aléatoires liné-
aires sur V, Par ailleurs, son cotype (ﬁ,B) s'exprime par : B(ﬂ):;ﬁ(ﬂ(p)),
pour tout M€V, Nous omettrons V' dans les notations , et nous dirons que
p est une probabilité cylindrique de cotype (E,B,V). Ensuite v(p) est de
Radon sur U, d'ordre (K,a) ; c'est bien ici U qui est important, (et qui,
dans la variante indiquée aprés la prposition (XXIV,3;1), peut &tre E'
avec une topologie plus fine que o(E',E),pourvu que v(p) soit de Radon
d'ordre (K,a) pour cette topologie, et a semi-continue inférieurement);
on dira que v(p) est de Radon d'ordre (K,,ot,U)° Cherchons les résultats
obtenus sur A, On part de A, probabilité cylindrique sur E ou G(U',U),

de type (A,a) approximable ; ici encore, on omettra de citer U' et on
dira que A est une probabilité cylindrique de type (A,a,U) approximable
la propriété de type étant : A(E(A)) <a(€) pour tout § e U., Et on trou-
vera u(A) de Radon sur V, d'ordre (B,B), ce qu'on exprimera en disant
qu'elle est de Radon d'ordre (B,$,V). Les 4 propriétés relatives a p, A,

ne font ainsi intervenir que U, V, sans citer U', V'
p de cotype (ﬁ,B,V),

v(p) de Radon dfordre (K,a,U) 3

A de type (A,x,U) approximable ,

u(A) de Radon d'ordre (B,B,V).

§ 3. LE THEOREME DE DUALITE EN SITUATION GENERALE. ENONCE ET DEMONSTRATION,

Mais alors il devient raisonnable d'imaginer que U et V sont des
sous-espaces d'espaces plus grands, sur lesquels opérent u et v. Par
exemple, en analyse, on considére souvent des opérateurs de l'espace D'
des distributions (par exemple des opérateurs différentiels & coefficients
Cm), et on regarde ultérieurement sur quels sous-espaces de D' ils opérent.
Il sera donc raisonnable de supposer U et V sus-espaces de ¥', u et v
opérant de ®' dans ®' (mais on ne doit pas oublier que moralement ou en
fait, v operera de V' dans U et u de U' dans V, et non de V dans U ou de
U dans V),
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On aura donc d'abord la situation suivante :

A
o

M e— ctq-ij

ﬂ\

- g
-
ou les injections G—»@, E-U-€, sont continues, G dense dans g/et E

dans € ; v sera une application faiblement continue de ? dans € , mais

aussi faiblement continue de G dans E, Par exemple,

E=G=’®,€=g= o(®,9) ,v=1F ,

Ensuite, en introduisant les duals E', G', 5',3,', toujours munis de la

topologie *-faible et en posant tv:u, on a aussi une configuration

transposée, ou V est un nouvel espace :

e u

\4

D — <H¥3

EY

Y

et nous oublierons les duals U' et V', On suppose V-G' continue. Dans
1'exemple plus haut, €' ={' =¢(9,9') , E' =G' =¢(9',9). Si v=14 , on voit
que V-G' est bien continue, mais pas g/' -V (qui serait ¢(9,D') -»Lq).
Soit p une probabilité cylindrique sur G. On se donne un poids B, une
fonction B>=0 sur V, et on dira que p est de cotype (§,B,V), si

B(m) «B(n(p)) pour 'ﬂeg}. En fait B n'intervient que comme fonction > 0
surg', mais on écrit (B,B,V), parce que B est donnée sur V (ce sera
essentiel plus loin), On dira que v(p) est de Radon d'ordre (K,oc,U), ou

A est un poids et o une fonction semi-continue inférieurement =0 sur U,

si V(p) est de Radon sur €, image, par l'injection continue U-€, d'une
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probabilité de Radon v sur U, d'ordre (A,a) (v est nécessairement unique,

car P(U) -P(€) est injective comme U—& , prop. (I,2;1)).

Soit maintenant A une probabilité cylindrique sur E', On dira
qu'elle est de type (A,a,U), o A est un poids, si A(E(N)) <o(E) pour tout
E ¢ E. Comme antérieurement, elle sera dite de type (A,a,U) approximable,
si elle est limite cylindrique de Kj, probabilités de Radon portées par
des compacts de dimension finie, de type (A,«,U). Mais on aura besoin de
plus : elle sera dite de type (€',U) - (A,a,U) approximable, si elle est
limite cylindrique de probabilités A . de Radon portées par des compacts
de dimension finie de €', et vérifiant A(§(Xj)) <a(€), non seulement pour
€Ec E, mais pour £¢ U, ce qui a un sens puisque A. est sur €' et € ¢ U donc
Ecf, et que o est définie sur U, Enfin on dira que u(A) est de Radon
d'ordre (B,B,V), si elle est de Radon sur G', image par l'injection V -G
d'une probabilité de Radon A (nécessairement unique) sur V, d'ordre
(B,B) (d'ou la nécessité d'avoir B semi-continue inférieurement sur V).

Alors :

Proposition (XXv,3;1) : Soient E, G, &, €}3 U, V, u, v comme ci-dessus ,

et E', G', &', @” munis des topologies *-faibles, Soient A, B, A, B,
4 poids vérifiant 1'inégalité de Fubini (B,B) <(A,A), B compact. Soient

o une fonction =20 semi-continue inférieurement sur U, B une fonction 20

compacte sur V. Suppsons qu'il existe une probabilité cylindrique p surf},
de cotype (ﬁ,B,V) telle que v(p) soit de Radon d'ordre (K,d,U).
Alors, pour tout probabilité cylindrique A sur E', de type (e,U)-(A,a,U)

approximable, 1'image u(A) est de Radon d'ordre (B,B,V),

Démonstration :

1) Soit A une probabilité de Radon sur €', portée par un compact de dimen-

sion finie, vérifiant A(g(xj))s;a(g) pour § ¢ U,
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On refera exactement le calcul de la démonstration de (XXIV,B;I) :

B(u(,\'j.B)) (u(xj) est de Radon sur c} cv) = B(d xj(x), B(u(x)))
< B(da(x) B((a(x))(6))) = Bla o (x) - B(x("u(p)))
= B(d,ﬁ*j(x). B(x(.))) (v est sur €, x est dans €7)
= B(dxj(x).ﬁ(dv(g).:<x.5>3)) < A(dv(g), Ald 2 (), l<x,6>]))
= A(d.(8) . A(g('«j))) < A(d.{%).a(€)) (a cause des propriétés de xj)

=A(.,2) <1,

Donc &j est (de Radon sur giffV) d'ordre (B,B). On remarquera qu'on a
utilisé par deux fois le fait que A, est sur €' et pas seulement sur E',
et d'autre part 1'inégalitéd K(g(xj)) <a(€) pour E¢ U et pas seulement

£ec k.

2) Soit maintenant A cylindrique sur E', de type (¢",U) - (A,a,U) approxi-
mable.

Elle est limite cylindrique de Aj du type précédent, suivant un ultra-
filtre convenable., Alors les u(KJ) forment un ultrafiltre de probabilités
de Radon Aj sur V, diordre (B,B), avec B et B compacts. Alors le 2é&me
théoreme de Prokhorov (IV,6;1) dit que l'ensemble des A. est relativement
compact dans P(V), donc que les Aj ont une limite étroite (et a fortiori
cylindrique) A sur V, d'ordre (B,8) ; et u(A) est alors image de A par
l*injection V -G', cqfd,

§ 4. ELIMINATION DES CONDITIONS SPECIALES D'APPROXIMATION,

Proposition (XXV.4;1) : Supmsons qu'il existe des applications nj,

lindaires continues de € dans E, dont les restrictions a E convergent

(suivant j) vers liapplication identique de E, pour la topologie de 1la

convergence simple faible, et telles que, pour tout € €U, on ait

a(vj(g))f;@(g)c Alors toute probabilité cylindrique A sur E', de type

(A.a,U) approximable. est de type (€!',U)-(A,x,U) approximable,
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QG . o . . N o o 4

On raméne ainsi la propriété spéciale d'approximation considé-

rée ici a la propriété antérieure, celle de 1'exposé V, & 3, ne faisant
intervenir que A sur E', et a sur E. Et on sait comment éliminer celle-ci

dans bien des cas (exposé V, § 4, et exposé XII),

Démonstration : Il suffit de montrer que, si A est de Radon sur E',

portée par un compact de dimension finie, de type (A,a), elle est limite
de Aj, de Radon sur €', portées par des compacts de dimension finie,

avec A(E(A.)) <a(€) pour E€U, Or il suffit de prendre A.=.%£(K)0 Chaque
tn.(A) estJbien portée par un compact de dimension finieJde 69@ Ensuite,

pour £ ¢ U, A(E(tnj(')»))) =A((n ;(B) (W) =a(n(8) (car n,(8) €B) <a(€),

I1 reste a montrer que tnj(A) converge cylindriquement vers A, Or nj
converge vers l7identité sur E', pour la convergence simple faible ; donc
tn. converge vers l'application identique de E', uniformément sur tout
compact de dimension finie, donc uniformément sur le support de A, donc
en probabilité sur (E',A), donc tnj(A) converge étroitement vers A

dans E', cqfd,

Conséquence : Dans la plupart des applications U et V seront des Banach

(ou quasi-Banach), a et B seront proportionnelles aux normes. Alors on
doit supposer que les nj : €5 E convergent, sur E, vers l'application
identique E pour la convergence simple faible et que pour § ¢ U,

I ()] <l

des troncatures -régularisations T+a¢j(pj**T), ¢j<;® y pj €.

» Par exemple, si €=9", E=F, U= Lq, on prendra pour nj

8 5. APPLICATIONS AUX ESPACES DE SUITES,

Désormais, € et 4-seront l'espace IfN des suites de nombres
réels ou complexes (K=IR ou €), Puis E et G seront l'espace K(EU (somme
directe) des "suites finies", c-a-d., des suites n'ayant qu'un nombre fini
de termes non nuls,

L()

(limite inductive des sous-espaces de dimension finie)., Pour U et V, on

On munira ICN de la topologie produit, de la topologie somme directe

prendra les espaces de suites classiques,U:la , V==1b, 1<a,b<4x,
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Ecartons d'abord les cas 1 et +», Alors une probabilité de Radon sur

K]N , portée par 1° y 1<s<+w, provient d'une probabilité de Radon sur

1° muni de la topologie induite par K]N, donc aussi de sa topologie normée,
car il est polonais ; ceci subsiste pour s=1, mais, pour s=+mo, on doit
remplacer 1% par c5(1oo 11) (lusinien) (qui est aussi d((co)",(co)')).
D'autre part, la boule unité est falblement conpacte ; ceci ne subsiste
pour s =+® qu:/l'on remplace 1% par 6(1 1 ), pour s=1 que si on remplace

11 pour d(l ,co).

Une probabilité cylindrique A sur K]N est toujours de Radon.
Elle est une classe d'isonomie de fonctions aléatoires linéaires
K(]N) X LO(Q,u) ; une telle fonction aléatoire est simplement une suite
X= (X ) de variables aléatoires scalaires X €L (Q,u), qui définit lao

fonctlon aleatou'e linédaire c_(c ) T ¢ X ’ K( ) - 12(Q, Y
GN neN n n

Alors X = (Xn)ne]N est une p-classe d'applications p-mesurables Q-—»KN ,
de sorte que la probabilité cylindrique A est 1'image X(u) de p par X,
donc de Radon., A une isonomie preés, on peut prendre (= K]N, u = la proba-
bilité cylindrique A, qui est de Radon, et Xn= la projection L K]N—»K .
Tout ceci n'est que la prop. (VI,2;1), compte-tenu de la remarque qui
termine 1'exposé VI,

Exprimons que la probabilité cylindrique A est de type (p,ls) (c-a-d.,
avec les notations du § 3, de type (|| H , constante X norme ls, ls), si
p>0, et de type (Joc , constante X norme ls, 1s) pour tout a,0<a<1,

si p=0), Cela veut dire que, si c¢€ K(N , si Hc“ls tend vers O,

¢ Xn converge vers 0 dans LP(Q,u). Pour p>0, on pourra définir
neN

HKI!* < (qu'on écrira aussi H(Xn)ncN”* s ou HX”* s)
P, 1 opsl P, 1
= Sup X ||
cEI(( ) neN ‘n "n LP(a,pn)

el o<1
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Bien entendu, l'application X se prolonge alors en application
linéaire continue de 1° dans LP(Q,u) (CO au lieu de 1° si s =+»), donc
A provient d'une probabilité cylindrique de type p sur 1s' (6(11,00) si
S = 4@, d(lm,ll) si s = 1)o C'est bien en conformité avec les notations
nouvelles introduites au § 2 qu'une probabilité cylindrique sur IS'
(ou 0(11,00) ou d(lm,ll)) de type p se note de type (p,ls).
Exprimons maintenant que la probabilité cylindrique A est de cotype

() , si ¥ c¢_ X converge vers 0
neN
dans Lp(Q,u), ¢ tend vers 0 dans 1°, Pour p>0, on pourra définir

(p,ls). Cela veut dire que, pour c€ K

3* * *
[[A]] ou (X ) o ouw (X
p,ls n’neN p,lb p,ls

-1
={ Inf |z ¢ X|
cek(M e Tl p(g, )

el 421
1

Exprimons enfin que A provient d'une probabilité de Radon
d'ordre p sur 1° (6(100,11) pour s =+®), ou encore que X(u) est portée par
1S
dans 1° pour u-presque tout w, et en outre que la p-classe de fonctions

w*]}(Xn(w))neNHls appartient a LP(Q,u)e Pour p>0, on aura H?\Hp s ou
b

et d'ordre p., Cela veut simplement dire que la suite (Xn(w»neN est

p
O nenll oow I - (jQIkxn(w»neNulsdu(w)ﬂfp

si p<+»,= (Sup, ess')du(w)“(xn(w))nel\lu g sip=+=.
1

Nous étudierons completement les multiplications O-radonifiantes

(p=0) dans les espaces de suites dans le prochain exposé.
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COMPLEMENT A L'EXPOSE XXV

(bis. APPLICATIONS 0-RADONIFIANTES DANS LES ESPACES DE DISTRIBUTIONS
SUR W™ .

Le corollaire de la prop.(XXV,1;1) peut étre étendu a d'autres
¢as. eu remplagant le mouvement brownien (s =2) par le s-bruit blanc,
S - n . n .
I s <2, Raisonnons Pncore sur le tore T~ au lieu de IR , Soit g la proba-

N
bilité cylindrique sur L° (Tn ;dt) =L" , dont l1'image de Fourier est, sur

"Hs

L. la fonction G —e ! (prop. XV,631) ; elle est de type p, pour 0 <p<s
et de colype p pour tout p=0. Or, d'apres le corollaire 1 dP la prop.
(XIV.i:1), I"injection LS' ﬂ(LS)‘“ est p-radonifiante si —3>— (—"1)
Donc Vg ,probablllto cvllndrlque de type p sur Lg', est de Radon dans
(L°)7°, pour —2> (—“u—) j comme p peut etre pris arbitrairement proche
de s. il en sera alnsl si H€>§ . Mais alors Yq , probabilité cylindrique de

cotype 0 sur LS , est de Radon dans (LS)”(S : par application du théoreme de
dualité (corollaire 2 de 1a proo. (XXIV,3:1)) (la propriété d'approximation

P s o : , s'y& s
de la page (V,1) et vérifide pour L~ ), 1'injection transposée (L~ ) -L

est O-radonifiante. Le lemme 2 de la page (XIV, 12) affirme alors que

s'\n gt
(L )" - (1® )B est surement O-radouifiante, si :r£ > };
5]

Nous sommes donc en présence des 2 résultats suivants

1) Si lii > % , (L1)T--»(L2)6 est O-radonifiante (obtenu pour s =2) ;

O '-6 | »" s : . .
2) sp =254 1<s<2, (1% )7 . (L%)? est O-radonifiante.

n s'’

Considérons maintenant l'injection (L ) (Lb)B, 1<a,b<+2, o, €R
—13 + " d\d b
i;“ > (—-—% - Supposons qu'elle se factorise par (La)a'ﬂ(Lc)/‘*(L )"~ (L )B
+

U1 5-B 1 1.7 . y=8 1 \
—— — ——— . = = < > - = " d:
a c) © o > (d b) s et c=1, d=2, o 5 ou ¢c=s"', s,

— >

J“">éﬁ i alors elle sera O-radonifiante. Il y a lieu d'examiner tous les

¢as possibles.
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A) Le cas ¢=1, d=2, est utilisable si

a=B o l_ Y. 1 A_1yt 11 1\t 1 .1y
=G vyt GTy) =g (3=%) =Max (5,1-3) =0©

I

- 1 1.t 1 1 1,* 1 1 1 1 1
—;ﬁ > (;—S—' +S_' + (——-) Max ('— s —,) - — + Max (","5)

1 1 1 1 1 1 1
—Ma'x(l’a+b’s'+b’a+s)_b_Ts ;
ce cas sera utilisable si 28 > 1 = Min =
n 1<s<2
Les deux fonctions -1-, el d , -1-' P 1, 1 , ont pour somme
s s' b ’s a s

1, % + 1, leurs graphiques (le ler croissant, le 2éme décroissant) se
croisent pours—l-‘ = %(%—% + 1), qui est S% si et seulement si a=zb ; la

valeur commune des 2 fonctions en ce point est la demi-somme, soit

11 1 . _ i 1 11 1 _1
2(a+b+1)' Donc si a=b, T = Max (1’a+b , 2(a+b + 1)) 5

= Max (1, —i+%) - % = Max (1 -_‘t1> ,—:‘). Si a<b, nous retiendrons seulement
1 1 1 1
21 -= = _= 2
que T =1 b et 7T Za. , donc T =Max (1 b’ a)'

La comparaison de A et B montre que (La')oc—' (Lb)B sera O-radonifiante,

toutes les fois que a—;é > Min (o0,t).

\Y)
0O | =
= [2

, et, comme T =21 ~

Premier cas : b=2, Alors o = 1—%

. 1
Min(o,T) =1 -3

Deuxiéme cas : b<2 , a<2,
Alors o=+ = 1 -+ et, comme T =+ > X Min (o T)=‘1' .
2 b’ ’ a 2’ ’ 2
Troisieéme cas : b<2, a=2,
1 1 1y _ 1 . , 1
Alors o=35 , et T=Max (1-—3 , -5) <3 , done Min (o, )=\Max(1 s

b

O‘r—
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. n . ..n , LY par LY
On passe facilemept de T a R, en remplagant par L,

Utilisons les notations du corollaire 1d la prop.(XIV,*t:1),

Wa’a==(Lioc)a , éventuellement m® si a=1, éventuellement C7 si a= +°

. . a,x .D,B
Proposition (XXV,1bis;1) : L'injection canonique W'~ —W i

es! suroment

O-radonifiante, toutes les fois que

soit, dans tous les cas, si

a=f . Loy, (AL
— > Max (1 T Min (%, a)) .

Ce résultat est souvent bien meilleur que celui que donnerait le

corollaire 1 de la porp.(XIV, t;1) méme pour des injections l-radoniliantes.



