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8§ 1. QUELQUES RAPPELS SUR LES MODULES DE CONTINUITE

Définition : Une fonction réelle ¢ définie sur un intervalle ]0,a]

(ae B;:) est appelée module de continuité si elle est positive, croissante,

sous-additive et si ¢(h) -0, quand h-0.
Un module de continuité est continu , car pour tout hle ]0,a]

et pour tout h>0 tel que h, + h<a (resp. tel que h<h1) on a

1

lo(hy+h) - 9(h ) | <¢(h) (resp. |9p(h;-h) - 9(h )| =<0(h)) . (1)
De plus, pour tous réels A et h tels que Ah et h¢ ]JO,a], on a

p(Ah) s (A + 1)o(h) . (2)

En effet, si A <1, c'est trivial (car ¢ croissante);siA>1, il existe un

entier n>0 tel que

n<A<sn+l 3

et que
et puisque Khe]O,on],/tq) est sous-additive et croissante, on a

¢(Ah) < ¢(nh) + ¢((A - n)h) <ne(h) + 9(h) ,
d'ou
p(Ah) < (A + 1)o(h).

Remarque : Si ¢ est un module de continuité pour lequel ﬂi?l - 0, quand
h-0, ¢ est alors identiquement nul. [En effet, d'apres (1), ¢ est alors
dérivable sur ]0,a] et sa dérivée est nulle ; et comme ¢(h) -0, ¢ est bien

identiquement nulle].
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Donnens quelques criteres sur les modules de continuite.

1. Si vy oet 7y, sont deux modules de continuité. 0 =040, est un module
[

de continuité (=ur 1"inrervalle de définition de o «gmq)g

1

. - + ) . .
2 Soit @ : j0.al R une fonction continue croissante telle que @(h)—»O.

¢ (x)

quand h - 0. Si x - est une fonction décroissante sur ]0,a]. donc si
X

. - - . . 4
v est une fonction concave sur J0.a;. » est un module de continuite-

Il saffit en effet de vérifier que © est sous-additive. Or, par
hvpothese. pour tous hl et h, de ]0.a] tels que h1+-h25:a. on a
:jv(hl-i-hg) ) (D(]ll) ) (p(]]1+}12) . (9(112) :
]11+h2 - h1 o h1+h2 . h2 .

d ou. en multipliant les inégalités respectivement pat h

1 et h,, puis en

les ajoutant. on mountre la sous-additiviié de o.

I3

. B 2 1 e
ixemple @ Sur J0,=] . x-x Log= est un module de continuité. [Cela
e~ X
résulte de 1.. puisque x -,./X est un module de continuité sur [0,=[ et
que. d'apres 2.. x - x Log est un module de continuité sur 0.

Théoreme (XXITI.1:1) : Si 1 est un module de continuité sur J0,a], il

existe un module d continuiteé concave ©

1 satisfaisant

qw(x)gfpl(x)SQ‘L‘(X) . ¥ x¢€]0.a]. (3)
RBemarque : Un module de continuité n‘est pas forcément concave.

Preuve : Posons »(0) =0. Soient G le graphe de 9 et Bc 1enveloppe con-

2
vexe du compact B:»{(x.y) : (x,y)éiﬂ‘: Q<x<a , Of;yxgm(x)}~ On definit
vy osur [0,a7] par

Tl(x) = max {v : (x,y)g‘BC}

..

u1 es1 aiunsi une fonction concave et ml;:m,
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On a, pour tout x de [0,a],
(pl(x)=sup{cp(x1,x2;x) 3 xl;éx2 , 0<x <xgx2<_a}

ou x-e@(xl,xz;x) désigne la fonction définie sur [0,a] pour tout (x1,x2)

de ]thel que 0 <x, <x_ <a par

1 2
Xg = X X=Xy )
o(x,,x,3x) = - cp(x)+ = o(x , X, <Xx<X ,
1’72 Xg = Xy 1 Xo=Xy 2 1 2
@(x) , sinon.

En utilisant (2), on vérifie que Py <9y
De plus, @1(0) =0 , Ql(a)==¢(a) et 9 est croissante (car
x-»@(xl,xz,x) est croissante) ; par suite Py est continue, puisque concave.

cqfd

n
8§ 2. VERSIONS A TRAJECTOIRES SAT.SFAISANT UNE CONDITION DE HOLDER

Dans ce paragraphe, rms considérons K un espace uniforme pré-
compact et métrisable, (E,5) un epace métrique comlet et X : K - 1°(Q, P;E)
une fonction aléatoire., On se donne aussi une distance d sur K compatible

~

avec la structure uniforme de K, une version de X désignée aussi par X

et une fonction ¢ :]O,a]—eIf' croissante et telle que ¢(h) -0, quand h-0,

On supposera que K est un ensemble infini.

Dans 1'exposé XXI, on a vu (cf. preuve de la proposition (XXL:3;ﬂ)
que si X est continue, si (Mn,an,bn)n est une suite d'éléments de
+ <+ 7 . . . _
P(K)X:B*X:R* telle que (Mn,an)n vérifie p(K,d)’ § bn<:w et P(];m An)—l
avec

A, = {05 supl8(X(5) (), X(£) (0)) , {s,t} €M (2 v, )<

alors il existe une fonction (s,n) - s(n) de Kx N dans K et une version

X de X qui satisfont (:) ) (:) ) (:) et (:) avec
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"X est a trajectoires uniformément continues sur K" ,

"pour tout (s,n) e Kx N, s(n) €M et d(s,s(n)) socn" ,

OICXO,

"pour tout entier N, pour tout weA = N Ak , pour tout (s,t)
0 kN
de K~ et pour tout k=N

6(X(s) (w),X(t) (w)j= 8(X(s(k))(w),X(t(k+1))(w)) + 8(X(s(k))(w),X(s(k+1))(w))
+ zk[es(x(s(n))(w),x(s(n+1))(w)) +8(X(t(n)) (w),X(t(n+1))(w))I ",

n>

@ "pour tout entier N, pour tout weAh
s,t) de K= tel que d(s,t) <«
(s,t) de K )

N’ pour tout k>N et pour tout

k

8(X(s)(w),x(t)(w)) <2 = b
n=k

Théoreme (XXIII,2;1) : Soient ¥ et & deux fonctions croissantes de J0,0]

dans ]R;: o 31 elles satisfont

’

i) 0 ﬂt—tl dt < +o
0

ii) fo N2(K;cl,t) ﬂ%_t_l dt < +o
iii) pour tout (s,t) eKz tel que d(s,t)<oc,
Plw;8(X(s) (0),X(t) ()2 2(d(s,¢)) J=¥(s,t))
alors il existe une version X de ’)\(J a trajectoires unifirmément continues

sur K et une variable aléatoire H relative a (Q,P) strictement positive,

telles que pour tout (s,t,w) €K2><Q vérifiant d(s,t) sH(w), on ait

d(s,t)
5(X(s)(w),X(t) ()< 2 j‘o g 1t2t dt .

Si K est un compact de ]Rk et si d est la distance sur K associée a la

jauge d'un corps convexe S de ]Rk , on peut remplacer ii) par iv)
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@

iV) r I%%% dt < 4+

0t
Démonstration : Tout d'abord, comme & et ¥V sont positives, croissantes,
d'aprés 1) et ii) 8(t) -0 et v(t) -0, quand t-0 ; X est donc continue.
D'autre part, si pour nz=n , ln <o, on a
2

r g%ldt<+oo=‘ = @(——11—1)<+oo

¢ 0 n=n 2
o

et

.
’

5 .
r N“(K;d,t)m dt<+o = % N(Kid,——)y(->) < +=
o t n+1 n

0 n_>_n0 2 2

d’ou en gardant les notations du début de ce paragraphe et en prenant,

pour tout n, o = 1 , b = @(3 L ) et M un L -réseau de (K,d)
n- gn+ng n oN+lg n oh+n,
de cardinal N(K;d, vin ), on déduit qu'il existe une version X de X a tra-

jectoires uniformément continues sur K telle que, pour tout entier N, pour

1
tout mé/\n , pour tout k=N et pour tout (s,t) €K2 tel que d(s,t) S—l:n_
2] o]
P . 3
5(X(s)(w),x(t)(w)ic2 » () .
nzk+n 2
)
Mais Jk+1
s SIS N TG T-13)
2 (L) - = e23) g 124) 4y
nzk+n 2 nzk+n +2 2 0
o 0
d'ou,en considérant deux éléments distincts s et t de K tels que
d(s,t) < 1 et en remarquant qu'il existe k entier =N+n_ tel que
2N+no 0 0
1 1
JKorl < d(s,t) < ko

2
on en déduit que, pour tout entier N, pour tout (DGAN et pour tout (s,t)EK

1
tel que d(s,t) gaN:2N+n0 R

on a

d( s,
5(X(s) (@) X(t) () < 2 ;0( Y alizt) 4y
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Considérons la fonction Hl définie sur . An par

Hl(u))=oc0 , s mé/\o

Hl(u))=cxn ,  si UJ&'/\H \/\n n=1.,

-1
Comme P(An)?l, quand n'w. 1'existence de H (définie comme dans 1'énoncé

du théoreme) est donc bien assurée.
Le cas particulier du théoreme résulte du théoreme (XX11,1;3).

"Lemme : Soit (Mn,a'n,”ﬂn)n une suite d'éléments de P(K) x ]R;:_x ]Rj telle que

] s . 9 s N . . .
a suite (Mn,an) verifie p(K,d) et TlniO Posons, pour tout entier n,

V.= 2 +0 + 7
n n n+1 1

Bn = N {w;é(?{(s)(w),’)\(’(t)(w)) S(p(d(s,t))}
{s, t}e‘.mn(vn)

et

Soit n_ entier tel que 3v_ <o,
0 n,

Si les conditions suivantes dont satisfaites

a) Py (1_)(3ocn) < 4@ P(Sn) -1 , quand n-+* et X est continue,

n=n
0

b) pour tout entier anO , 'T]k+12/xk s
¢) il existe une suite bornée ('Yk)k de réels >0, telle que, pour

tout entier k= n0

X cp(a'n+ a

i n+1) = Yk CP('nl«:+1) 3
n>k

> L

.alors il existe une version X de (& trajectoires uniformément continues
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sur K) telle que pour tout entier N> n_, pour tout mESN et pour tat
(s,t) €K2 tel que d(s,t) <T, on ait
2

B 2 6(X(s)(w),X(t)(w) <9(p d(s,t)) + 2 EUII\} vy @(d(s,t))

javec 0<3 ; si, de plus, ¢ est sous-additive, on peut supposer p=1

!dans :5) .

|
|

P . . p
Démonstration : Supposons k =0, (On peut toujours se ramener a ce cas
0

en supprimant les k premiers termes de la suite (M ,0 ,M ) et en "renu-
0 n’ n’ 'n'n

mérotant" cette suite).,

Par a) et par le corolhire 1 de la poposition (XXi,3;1), X est
a trajectoires uniformément continues sur K. Plus précisément, en posant
pour tout n bn= cp(3an) et en gardant les notations du début du paragraphe,

on a, d'apres b),

et ainsi, parwa), :l,j bn<cn et P(An) -1, quand n-«. Il existe donc une
version X de X et une fonction (s,n) - s(n) de Kx N dans K satisfaisant
(1) . (® et (3) . Do pour tout emtier N, pour tout w€Sy, pour tout
k=N et pour tout (s,t) €K2

6(X(S)((1)),X(t)(w)) <8(X(s(k))(w),X(t(k))(w)) - (p(ock+ ak+1) +

25 ola +a )
N>k n n+1

(Car, par @ , d(s(n),s(n+1))<_icxn+a‘n ¥ (s,n) ¢ Kx N).

+1

D'autre part. pour tout (s,t) €K2 et pour tout ke N

d(S(k),t(k+1))§d(Sot)+Q'k+(xk+1 @

Donnons-nous alors arbitrailrement (S.t) dans K2 tel que s,l. t et d(s,t) s‘T]N:
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il existe ainsi k0 entier >N tel que
nk +1§d(S,t)Snk ; (1)
0 0
d'ou, si s(ko) # t(k0+1)

s(k ), t(k +1)) €Dy (v )

et par conséquent
5(X((k,)) () X(e(k +1) () 20(a(5,8) vy vy g) o ¥ WSy
En outre, on a, d'apres c) et (1)

2 T cp(ocn+o¢n+1) €2 sup vy, (P(le +1) <2 sup vy o(d(s,t))
n.>.k0 nx=N o) nz=N

et d'apres b) et (1)
@(d(s,t)-+ak oy +1)s§¢(3d(s,t)) .
0 0
On en déduit donc que, pour tout wé€ Sy

6(X(s)(w),X(t)(w)):;@(d(s,t)+mk o +1)-—¢(ak +0 +1)+2su£yn¢(d(s,t))

et

S(X(s)(w),x(t)(w)) <9(3d(s,t)) +2 sup Y, p(d(s,t)). (2)

n=N

En particulier, si ¢ est sous-additive,

8(X(s)(w),X(t)(w)) < (1+2 sup v ) o(d(s,t)) , ¥ wes(3)

n=N

(s,t) ayant été choisi arbitrairement,le lemme est établi.
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H ! o) = © 1 -
Remarque 1 On peut avoir i (p(ock+ock+1) <+ et lZiq)(30tk) + I1 suf

fit de considérer la fonction ¢ : x - exp(— i) et la suite (an)n avec

a = 1/Logn .
De ce lemme on déduit deux théoremes.

Théoréme (XXIII,2;2) : On suppose ¢ et X tels que

1) il existe deux constantes réelles >0, a et a', avec a#l telles
que

p(ax) <a'g(x) ’V-xg]O,%] 3
2) X est continue ;

3) il existe une suite (Mn,otn)n d'é1éments de P(K) x ]R;:, un réel

. ) Y
A>0 et un entier m tels que (Mn,ocn)n verifie p(K,d) et

o) 2 k;zn cp(onk+ockn+1) <A cp(ocn) , ¥nzm_
O P e (o be e s (ROXT(EXa) (a7 - 1.

Alors, il existe une version X de X, un réel M>0 et une variable aléatoire

H relative a (Q,P) et strictement positive, telles que

((s,t) €K?, d(s,t) <H(w)\=8(X(s)(w),X(t)(w)) <M 9(d(s,t)) .

et vérifions que le lemme est applicable.

Démonstration : Posons T =a
n n-1

Soit n entier zm tel que B(an o gt _1) <o .

Par définition méme de 'l’]n , les conditions b) et c) sont satisfaites
(yk=A, pour tout anO)o

La condition a) est réalisée : d'aprées B), Z q)(ock)<0° ; d'ou par 1),

z cp(3ock) <o et on a bien a) par 2) et 3,8).

anO
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Le lemme étant ainsi applicable,¢t comme par 1), il existe une

constante B>0 telle que (pour tout (s,t)(§K2 vérifiant d(S,t)<i%)
p(3d(s,t)) «Boe(d(s,t)

on en déduit facilement le théoreme en prenant M =B+ 2A.

Remarquonshue, si © est sous-additive, on peut prendre M= 1+2A . cqfd

Théoreme (XX1I1I,2;3) : On suppose o0 et X tels que ¢

1') o est un module de continuité sur ]0,x] ;
2') X est continue ;

3') 1l existe une suite (Mn’dn’nn)n d'"é1léments de P(K)fo;X m@ avec

(Mn’an)n verifiant p(K,d)’ ﬂnlﬂ et

o) % glags, ) =0(e(n ) (nwe=)

K>n n+1

o) PR T e (X(s) () R0 (w) = p(d(s. )12 1
{s,t}gﬁ%(vn)

avec v_ = 4+« + T °
n n n+1 n

~

Alors 11 existe une version X de X telle que, pour tmt réel a>1, il
existe une variable aléatoire Ha relative a (Q,P), strictement positive

et satisfaisant

(d(s,t) <1 (0)) =6 (X(2) (0),X(t) () <ag(d(s, )}

Remarque 1 : Si ¢ est un module de continuité ne s’annulant pas sur

10,a], (s,t) »¢(d(s,t)) définit une distance sur K.

Remarque 2 ¢ Dfapres la relation (1) du §1, 1') implique 1) et dfapreés
') il existe donc encore kO enlier tel que ngko®(3an)<:+m ; ainsi, la

*

. . + R
u = 0(vn) & (V n, S, € Ry s u =S Vo, Sn‘“‘",,,“;*_“_;:‘g‘aj(;
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condition a) du lemme est satisfaite.

Démonstration : Montrons que le lemme est applicable., Dfapres la remar-

que 2, il suffit de vérifier que les conditions b) et c) sont réalisées,
Or, si 1l'on a oc”), c'est qu'il existe un entier m et une suite bornée Yk

de réels >0, tels que :

sup yk—-»O , quand n -
k>n

o(M

X cp(ock+ak+1)gy ) . ¥nzm o

k>n n+1

n

Cela implique, d'une part, la andition c¢) du lemme, et d'autre part,

l"existence d'un entier mékmo tel que

on < ¥ nzm'
n nn+1 ’ 0 ’

c'est-a-dire la condition b) du lemme.

Par conséquent, (9 étant sous-additive), il existe une version X de

~

X et un entier n tels que, pour tout entier N> n ., pour tout w € SN et pour

tout (s,t) €K2 tel que d(s,t)sT]N , on ait
S(X(s)(w),X(t)(w)) «(1+2 sup yk)cp(d(s,t)) o
k=N

Et le théoreme s'en déduit immédiatement.

Corollaire 1 ¢ Soit ¥z JO,a] - R" une fonction croissante telle que

\y(h) -0, quand h-0, et telle que pour tout (s,t) €K2 vérifiant d(s,'t)<o(,
P{w;8(X(s)(w) X(t)(w)) 2 9(d(s,t))}<v(d(s,t)).
Alors, le résultat du théoreme (XXIII,2;2) (resp0 XXIII,233) subsiste si

la condition 2) (resp. 27)) est supprimée et si la condition 3B) (resp. 38")

est remplacée par la condition
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E card .').Jtn(Vn) ‘{I(Vn) < 4@ .
avec vn=ocn+ocn+1+ocn_1 (resp., vn=ocn+ocn+1+'f]n) .

C'est immédiat,

Corollaire 2 : Soit S un corps convexe borné de Ig{ et Pg la jauge de S.

Soient & un module de continuité ]O,a et V: ]O,a]-»Ef' une fonction crois-
sante telle que y(h) -0, quand h-0.
Si 1'on a
i) Plo;6(X(s)(w),X(t)(w)z (pg(s-t)) Icv(pg(s-t))
pour tout (s,t)e;Kz tel que ps(s-t)<<a 3

ii) il existe une suite (nn’an)n d'éléments de Iﬂ;xﬁm; tels que

v) nnlo , anlo y Moo ¥n ,

n k
VDB ) vl e e ) <
n=n n n+1

)) (n-=)

v w a(ay, vay,, ) =0(a(T

. n+1
k'=n

alors, pour tout compact K de I#(, il existe une version X de‘i telle que,

pour tout a>1, il existe HK(a,.) une variable aléatoire relative a (Q,P),

strictement positive et telle que
((s,t) €K, p(s-t) = Ho(a,0)) =6(X(s)(0),X(t) () < a 8(pg(s-t)) -

Démonstration : Soit K un compact de Bk. Si, pour tout entier n, Mn

est un anS—réseau pour K et si elle est de plus une partie anS—discerna—

ble de K, alors

card m%(vn):;M(vnS, anS) . card Mn+1 .
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D'ol, par la proposition 6, 81, exposé XVIII,

vn+ocn k 1 k
card fmn(vn) < ( ot ) (0c ) , ¥n.

n n+1

I1 existe donc une constante réelle A>0 telle que

M k
card Emn(vn) sA(a——-n——) , ¥ n .

n+1

Et le corollaire 2 s'en déduit immédiatement.

§ 3. UN EXEMPLE

Soit t—»%(t) une fonction aléatoire du mouvement brownien a k

. k
la norme euclidienne sur R .

o

paramétres de temps et soit

Alors, pour tout a>1 et pour tout compact K de Bk , il existe

une version X de X et une variable aléatoire H.K(a,o) strictement positive

telle que

((s:t) ek?, [s-t| <H(a,0)) = 8(X(s)(w),X(t)(w)) sag(|s-t])

avec
(p(u) v u Logl (usl) °

Démonstration : Soit K un compact de ]Rk . Dans ce qui suit) c, ¢, Cc",

A, A" et A" désigneront des constantes réelles >0,
Par définition méme du mouvement brownien, on a pour tout réel a>0, pour

tout s €K et pour t €K tel que s;ét

Plo: |X(s) (0) - X()(w) ]| 2o} < zj/ﬁ_| 't
o )

sC@exp (— az)
v =
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Soit a un réel >1 arbitraire et soit 6 tel que 1<p<a. Considérons alors

les fonctions

Ok . h-v(h) =c n®% gk Log Bl-

h-é(h) =Y= h Log %
définies sur ]0,%]. ® et ¥ sont deux fonctions =0 ; & est un module de con-
tinuité, ¥ est croissante et ¥(h) -0 et la condition i) du corollaire est

/ . . 7 1
verifieée (E: R, ps(x) = !xl,oc:z).

Posas alors, pour tout n=3,

nn=n_n2 et OCn=in
2 2
et vérifions que les conditions v), v') et v") du cowllaire sont satisfai-

tes. Remarquons tout d'abord que, pour tout n= 3,

I
n n

no

12
2k (1)

@(Zan) ST

3(1_,,) =4 yn (fﬁ) : (1)

il k
et ( K (n
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Par suite, d'une part

n k L(e+1)k-12
— ) v(v )<c" ook o ¥ oned

donc v') est satisfaite (puisque §>1) ; d'autre part

k n
T oo, +a )sA'V-—n (Z\I—) = A"(— , ¥ n=z23 ,
k k+1 ol Ty 2k 2n

k=n
donc, par (1), v") est satisfaite,

~
Par suite, d'apreés le corollaire, il existe une version X de X

et une variable aléatoire H(. ) strictement positive telle que

°

((s,t)€K2, s#£t, ls—t]SH((D))=>6(X(s)(w),X(t)(w))s %ltms'Log Tfil—es

Comme le réel a>1 et le compact K de B ont été choisis arbi-

trairement, le résultat annoncé a été démontré.



