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XXII.1

Comme dans 1'exposé précédent, K est un espace uniforme pré-
compact et métrisable, d une distance sur K compatible avec la structure
uniforme de K, (E,§) un espace métrique complet et E: K—eLO(Q,P;E) une
fonction aléatoire., De plus, dans cet exposé, T désignera une fonction
de ]0,a] x R' dansﬁB+(a:>0) telle que pour tout a>0, h -7(h,a) est une

fonction croissante,et N(h,a) -0 quand h-0,

Dans ce L suit uand il n'y aura aucun risque de confusion,
b
~

~
on notera aussi par X une version arbitraire de X,

Dans 1'exposé XXI, nous avions été amené & considérer la condition
suivante :
. . s 4 2 + +
(A) "Il existe une suite (Mn’an’bn)n d'éléments de P(K)x R*X E* telle
que (Mn,cxn)n vérifie p(K,d)’ % bn<oo et

S card M (3a )  sup P(6(X(s),X(t)) 2b_<4w."
n n n {S,t}Eﬁﬁn(Mn)

Nous avions montré (corollaire 2, proposition (XXI,3;1)) que si X
est continue et satisfait (A), alors X est & trajectoires uniformément

continues sur K.

Dans cet exposé nous avons l'intention de donner des applications

de ce résultat. On a trivialement le

Théoréme XXII : Supposons X: K-»LO(Q,P;E) continue., Alors, si la con-
dition (C)
(C) "il existe deux suites (an)n et (bn)n de réels >0, telles que

oanO, % bn<°° et

2 ~ -
v P(K;K,d,a_ ,) sup P[6(X(s),X(t)) 2b J<o "
n 4 n+1 (s,t)eKz n
d('s, t)s3an
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~

. N ° 3 . -
est satisfaite , X est & trajectoires uniformément continues sur K.

Remarque 1 : Rappelons (voir exposé XVIII) que
Log P(K;K,d,an+1)=:HK(K;d,an+1) est 1'entropie de K par rapport a K
et d et que

I{K(K;d,ocn+1) < C(K;d,ocn+1) < H(K;d,an+1) .

On obtient ainsi des conditions suffisantes analogues a (C) en remplagant

P(K;d,an+1) par M(K;d,an+1) ou par N(K;d,an+1).

Remarque 2 : Nous verrons plus loin que 1'on peut améliorer la condition

(C) dans la cas ou K est un compact convexe de Eko

Définition : On dira qu'on a la condition (A (resp. la condition

T],K’d.)

(Cﬂ,K,d)) si 1'on a

" i ; ey + +
Il existe une suite (Mn,an,bn)n d'éléments de P(K) xR, xR, telle que
(Mn’an)n satisfait (pK,d)’ gbn<m et

g card m%(3an)ﬂ(3an,bn)<im "

(resp. "Il existe une suite (an,bn)n d'éléments deﬁR;x E; telle que

a 10, b <o et P(K;d,ocn+1)'n(3cxn,bn)<oo"),

Remarque 3 : Dans le § 1, nous verrons que l'on peut avoir la condition

) sans avoir la condition (C ) et qu'il existe des fonctions 7

(A7 k.4

T],K,d
pour lesquelles les conditions (A

1,K d) et (C ) sont équivalentes.
9 b

'n’K’d

Remarque 4 : La condition (c ) est plus maniable que la condition

7,K,d

(An,K,d)' Notons que P(K;d,an+1)-40, quand a - (si K est infini),

tandis que ﬂ(3an,bn)-a0, quand n -+ ,

. . . 7 . 3
Dans ce qui suit, on ecrira P(K;d,an+1) au leu de P(K;K,d,an+1)a
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Bien entendu si X:K—»(Q,P;E) satisfait

P(8(X(s),X(t)) < n(d(s,t)a)

< < . . S e s X
des que d(s,t) <a et si (AT],K,d) (resp (C‘T],K,d)) est verifiée, alors
est & trajectoires uniformément continues sur K.

Donnons des maintenant un exemple : soit X : ]RkaLO(Q,P) une

fonction aléatoire du mouvement brownien & k paramétres de temps et soit

.

~

la norme euclidienne sur ]B.ko X satisfait donc

P( |’i(s) -i(t)' 2a) s'n(ls—tl,a)

avec

A/-IT 2

a
E‘;exp(_nh)o

'T](h,a) =

Comme pour tout compact K de ]Rk , il existe une constante réelle >0, CK,

telle que pour €>0 suffisamment petit
k
P(K;d,e) ch(1/a)
et que si o = 1/2"%, b = 1/n2, la série de terme général

1
—— (3« ;b )

(o

n+1

et k
converge, X est donc a trajectoires continues sur IR .
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1. COMPARAISONS DES CONDITIONS (A t C
§ ( T],K,d) e_ ( 'n’K’d)

1) Nous allons commencer par comparer M (3¢ ) et cardM .
n n n+1

Théoréme (XXII,13;1) : soit K un compact d'un espace vectoriel normé

de norme

°

. Si K est convexe et si (Mn,an) est une suite d'éléments de

+ . .
P(K) x R, satisfaisant p(K’ )’ alors

card M (2« )2—1- card M
n n n

2 +1 °

Démonstration (simple) : Par définition)ﬁfﬂn(%cn) est la famille des par-

ties de K & deux éléments s et t tels que (s,t) ou (t,s) appartienne a

M xM et d(s,t) <2x . Trivialement
n n n

+1
card M (2« )2l card A + card B
n n 2 n n

avec

A ={(s,t)ssét,seM NM , teM , [ls-tll<2a ] ,

, teM ||s—tHs2ocn} .

B ={(s,t);seM M

Mais, par définition méme de M,

¥ teM y 4 seMn:Hs—tHsocn 3

n+1

donc

card an card(Mn+1\Mn) .

D'autre part, si card(Mn+1ﬂMn)22 , alors
VseMn,gt,és/teMn, Hs—tHs2ocn. (1)

Sinon il existerait soeMn , tel que pour tout teMn , distinct de s, on

ait Hs-t||>2ocn° Par suite, si tg;é S, tOEMn et si Sy est le point du
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segment [so,to] tel que Hso—slH?:ocn , on a pour tmt t' eMn
[l lers 1= s =s 0>,

ce qui contredit la définition de Mn , puisque 51€K~

Par suite, en appliquant (1) a chaque SeMnnMn+1 , on déduit

card Anz card MnnMn+1 . cqfd
Théoréme (XXII,1;2) : Soient S un corps convexe borné de Bk s Pg la

jauge de S et K un compact de ]Rk ,d'intérieur non vide. Soient (Mn)n une

suite de parties o S-discernables de K et (ocn)n une suite de réels >0,

Si la suite (Mn,ocn)n satisfait p(K,PS)’ alors
card M (3a ) <4k card M 3
n' n’ ° n+l 7

si, de plus, K est convexe, alors

card ﬁﬁn(?)ocn):()(cardM ) O(( ) ) .

n+1

Remarque : un=0(vn)=’(3 A>0, B>0:Aun£Vn£Bun,¥n)~

Démonstration : Tout d‘abord, pour tout seM _,, le nombre d'éléments

de M tels que ps(s t) < est au plus égal a M( s+3anS,ocnS), donc au

plus égal a 4 (cf. prop031ti0n 6,8 1, exposé XVIII).
En outre, K ayant un point intérieur, toujours d'aprés la proposition 6
M(K,a,48) =O((a, ;)7
’“n+1

n+1

P(K;K, o, ,8) =O((a_,)7") s

n+1

)7Ey

donc

card M nel _O((ocm_1
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D'ou. s1 K est convexe

) 7Ky

card fmn(?)&n) =0 card Mn+1) =O((0cn+1

k

Remarque : Si K= %?I[O’ai] (ai>0), si p€[1,»], si (En) est une
suite de réels >0, telle que = 0, si M =M (‘e ) [ecf. exemple (XXI,»’J';I,)].
1/p n n k' n |

si 1 =Kk
n

et si d est la distance associée a la norme , alors

card imn(3oan) = card Mn+1) =O((an)_k) .

2) Conséquences

a)  Si li:K—»LO(Q,P;E) est a trajectoires uniformément continues sur K,

la condition (A) n'est pas toujours satisfaite.

Considérons pour cela 1l exemple suivant : prenons pour K le
compact [0,1] de R, pour d la distance (x,y) - ;x—y:I et pour X la fonction
aléatoire t-»tYO de [0,1] dans LO(Q,P), ol Yo est une variable aléatoire

réelle relative a (Q,P)j de loi <celle de Cauchy. c'est-a-dire

4+

dt
fa 1+t2

P(Yo >a) =

H =

(donc P(;Yog za):% Arctg% , si a>0).

On a

- X est a trajectoires (uniformément) continues sur [0,1] ;

- u_=card M (30 ) sup P{X -X, i > a}
-t)
n n n {s,t}e‘.mn(ihn) s
! bn 1 ocn+1
= card M_ _.P(lY |z ) =2 —— Arctg ’
n+1 ol T« o b
n+1 n+1 n

d’ou, quelles que soient les suites (Mn,ocn)n et (bn)n telles que (Mn,ocn)

7 - . . Pd rd -
verifie y et ¥ b <=®, la série de terme général u diverge
p(K,d} i n ’ b n sFe

n

La condition (A) n'est donc pas vérifiée. cqfd
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b) La condition (A ut étre satisfite sans que (C ) le soit.

n,K,d) pe

n,K,d

I1 suffit de considérer une fonction aléatoire réelle

i: [O,IJALO(Q,P) satisfaisant
P(|X(t)-X(s)| = a) <n(|t-s],a)

pour tout s, t dans [0,1] et pour tout a>0, avec

n(h,a) =y(§)3’2 :

ou v est constante. On prend K= [0,1], d la distance (x,y) - ‘X_yl'
(C,n [0,1] d) ne peut étre satisfaite, car il existe C>0, tel que
’ ’ ?

-‘9+w

pour tmtes les muites (a ) et (b ) de réels >0 vérifiant a |0 et
n’n n’n n

b <+ . Par contre (AT],[O,l:I,d) est vérifiéde : il suffit de prendre

o =-1— sy b =—1- et (M ) wune suite de parties de K telle que (M ,—1—)
n 2n n n2 n’n n 2n

vérifie P([O, 1],d)°

Remarque : il en est ainsi de la fonction aléatoire t—>tY0 de [0,1]
dans L°(Q,P) avec Y variable aléatoire réelle, dont la loi est la loi

stable d'indice % (cf. définition § 5, exposé XV).

¢c) Comme application immédiate du théoreme (XXII,1;2) nous avons le

Théoreme XXII,1;3 : Soit G un espace vectoriel normé de dimension finie

k. Soit M une fonction de ]JO0,a] x R" dans R' (¢>0) telle que,pour

tout a>0, h—»'n(h,a) est une fonction croissante et ’n(h,a) -0, quand h-0.
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Soit X :G~+LO(Q,P;E) une fonction aléatoire telle que, pour tout couple

et

i,s) de G vérifiant d(s,t) <a, on ait

—

P{6(X(s),X(t)) 2b} <n(d(s,t),b).

Alors, s'il existe deux suites (an)n et (bn)n de réels >0, telles que

N(3c ;b )
O L (1)
OCn+1

X est a trajectoires continues sur G.

Remarque : Malheureusement, si K est un compact convexe d'un espace
vectoriel normé de dimension infinie, nous n'avons pu généraliser le
théoréme (XXII,1;2). Nous ne savons méme pas, si l'on a toujours

card Mn+1

card ﬁ%(3an)

~ 0, Pour K fixé, on peut chercher a déterminer de maniere

précise card W%(3an) bien qu'une estimation non grossiere de card ﬂ%(3an)
ne soit pas toujours intéressante dans 1'étude de la convergence de la
série de terme général un==card ﬂ%(Ban).ﬂ(3an,bn). Nous allons, dans ce
qui suit, donner un exemple de calcul de card ﬂ%(3an) sans nous préoccu-

per de la série L

Exemple : Prenons G= <, (co est 1'espace de Banach formé des suites numé-

riques tendant vers zéro avec la norme uniforme) ; soit (ai)i une suite

de réels >0, telle que ailo, Soit | la norme usuelle dans G et

i
Ll

U= {x¢ o’ XHOO<1}n Considérons K= {y¢ C, i V= (Xn an)n » sup Ixn[ <1} .

K est bien un compact convexe de c,*
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-~ Déterminons d'abord un eU-réseau pour K. Posons, pour tout n,

I&l={x;xejﬂn, x::(xl,@..,xn),sup |xi|<11},
1<i<n

K =T

n
n
1=

1[_ai’ai]°
Soit, pour tout £>0, la suite (Pn(e))n o
Pn(e)CKn ,
Pn(a) = {x;xeKn,x= (xl,..o,xn),xi%iai, Xj/e €2, i=1,...,n1.,
On vérifie que Pn(e) est un aﬁn-réseau pour Kn et que Pn(e) est
eUn—discernable.

Considérons alors, pour tout €>0, le nombre f(e) = sup{n;an2>§} et le

sous—-ensemble R(e) de K défini comme suit :

yEK
y €R(e) & v =0, sik>1(e)

(y19-'-’YT(E)) € Pf(e)(e)

R(e) est un eU-réseau pour K et est une partie eU-discernable. Remarquons

que
<r a; 3
card P (e) = Wi {2[—]+¢€.1,
n . 3 i
i=1
3 a, 3
avec €i==—1 , si 1} est entier, €i==¢2, sinon.

- Estimons maintenant card m%(3a ), lorsque an==;% et
1 " : 1 2
M ==R( )° On supposera pour cela que pour tout i, a.,== ,
n o0 i,i
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On a 1'estimation immédiate :

f(an)
NI 3 3
card h(dan):;b card Mn+1 H (1)

d'autre part, on sait que

" (O . L " .

estimation grossiere : card Wh(3an) < card Mn card Mn+1’ (2)

"estimation inférieure" : card M (3« );zl card M . (3)

n n 2 n+1
f(an)

Posons pn::8 card Mn+1 . 6n==card Mn card Mn+1 et comparons on’ 6n

p Pn Sf(“n)

L n
5 ' cardM -
n n

+1

et card Mn 1 en considérant les rapports

Comme f(an)==n et

L 1 (n+1)(n+2»2
card Mn+1==card Pf(d )(an+1)=:Pn+1( n+1)= 2 ’
n+1 2
f(an)
ona m_8 " -n(n-5)
& 7 ecardM :
n n

Il est alors immédiat que 1'estimation (1) est bien meilleure que 1l'esti-

mation grossiére.

3) Donnons maintenant un cas ol (A ) et (cC ) sont équivalentes.

n,K,d n,K,d

gThéoréme (XXI1,134) : Soient o un réel >0 et & :]0,@]-»]R; une fonction
Ecroissante telle que @(h)-ﬂO, guand h-0. Soit K un espace uniforme pré-
zcompact et métrisable et soit d une distance sur K compatible avec la
istructure uniforme de K.

i . .
‘Considérons la foncton n :
i

2
T a
32(n)

exp (- ) .

(h,a) -~ 1(h,a) =%(£l
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Alors

1) la condition (C,n K d) est satisfaite si et seulement si il existe
b b

deux suites (o ) et (b ) de réels >0, telles que o 10, Tb <= et la
n’'n nn n n n
série (S) de terme général P(K;d,an+1) ﬂ(3an,bn) est convergente,

De plus, pour que (S) s0it convergente, il faut que :

.

VhK(K dys ) 2(3a ) <+ ; (1)

11) si (dn)n est une suite de réels >0, telle que anLO et (1) est

vérifiée , alors,si la série de terme général V@(3aﬁ) converge (ou s'il

ex1ste un réel M>0 et un entier n_ tel que
o

HKUQd,an)zm Logn , Vxlzno)
1 <« rd k3 s /S .
a condition (Cﬂ,K d) est verifiee ;

i1i) si K est un compact convexe d’

conditions (Cﬂ

équivalentes,

£ 'ﬂ,K,!‘@

4 o 7 .
Démonstration Remarquons tout d'abord que la anvergence de la serie

g P(K;d,dn+1) ﬂ(3an,bn) implique celle de la série

2 P(K;d,xn+1) n(3an,&,bn)

~

ou A>1,

Posons un=:P(K;d,an+1) n(3%fbn)’ wn==§(3an)/bn et a = 8( 3« )Mﬁﬂ n+1

Montrons i)

Supposons la série %1%1 convergente et montrons que

]
1'on a (Cﬂ’K’d)Q
On a :
P “1
i bi 3(3a )
u = exp HK(K,d,an+1)-)n 5 0 )
3 (3an) b
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1 - 1 :
c'est-a-dire — 5 —t
w a
uw =2 exp|L (2 - )
n p 2 2
w b
n n
[ .
La série %1&1 étant convergente, il existe un réel >0 M0 tel que
a2 <1t M b2 . (2)
n 0 n

(Sinon, il existerait une sous-suite w telle que T X exp (;N'li—)<+Oo s
k k n
k

ce qui est impossible).

)

Montrons alors que la série de terme général vn==P2(K;d,a

ﬂ(3an,vﬁ2+1bn) est convergente,

n+1

On a :
-
2
1 an ] wn
v o—exp | L (2B - a(n1)) | —2—
v bn J n«/ﬂoﬁi
i

et ainsi, par (2),

Par suite, la série de terme général v converge et (Cn K d) est donc
’ ?

satisfaite,

D'autre part, d'aprées (2), si 1'on a (C,n K d)’ on a aussi
’ ?

% a <« , c'est-a-dire (1),

Montrons ii). S'il existe M>0 et n €N, tel que HK(K;d,an)zh{Logn
2y, 1 o
(n:zno), on a, en prenant bn==an.(1-+ﬁ).; , convergence de la série

. . 0 Ve .
> u , si la série T a converge. D'autre part, si les series 5 a
n n n “n n n

et % V@r3d;) sont convergentes, on a, en posant bn==sup(an,Jé(3an>}scn
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convergentes, on a, en posant bn= sup (an,./®23an;),

an<°° et unswnsA/§i3&_;);

par conséquent (C K d) est vérifiée.
9

M
Enfin, on a iii), d'aprés la partie i) de ce théoréme et le théoréme

(XX11,1;1).

Remarque : Si (cn)n est une suite de réels >0, telle que cn10, on a

équivalence de :

. . Ve P .
- 1l existe P réel >0 tel que cns,\/m (n?no) 5

L P!
- il existe P' réel >0 tel que la série T e exp (——2‘) con-

Cc
n

[ . . / b . /
L] .
verge., C'est ceci qui nous a amenés a considérer le cas

"HK(K;d,ocn) >M Logn, pour nzno".

4) Terminons ce paragraphe en faisant une remarque sur la famille $ des
suites (Mn,cxn,bn) d'éléments de P(K) x ]R;x ]R:; telles que (Mn,an)n vérifie

P(K,d)’" & Pn=" et
§ card imn(3ocn) T](3ocn,bn) <+,
Nous allons montrer (au moyen d'un exemple) que 1'on peut trouver des

suites (Mn,ocn,bn)n de 8 pour lesquelles il existe une autre suite

(Pn,Bn) extraite de la suite (Mn,otn) telle que
(P ,B ,b!) g8

quelle que soit la suite (br'l)n de réels >0 vérifiant § br'1<°°'
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—

Exemple : Soit o un réel >0, inférieur & = , Soit 6 un réel >0 et

o

soit X [0,1]k—»LO(Q,P) une fonction aléatoire réelle gaussienne centrée

telle que

‘[ \"(9'*'1)
\~ ~ 2
E((X(s)-X(t)!%) < zLog T

\ (o]
pour tous les s et t dans [0,1]k vérifiant [!s—th <
On en dédit

P(1X()-X(s) | 2a) <my ([ls-t!l_,a)
avec (9"'12

3 (n) 2 2

. =T 1 .
Ng(hya) =<F— exp | 72—, 8 (h) = |Log = :
9 T a \@:(h ; \ h

Prenons K = [:0,1]1{. On a

9OL ) O(Log _) H

iy

d'ou

—

/o -6-1 \
«/HK 3 ) ® (30ﬂ ) =0 \/(Log L /Log al ) .

n’) \ n+1
N :

\ . 7
Par conséquent, si (drﬂ) est une suite de réels >0, s et B deux réels

>0 tels que ocn&,O, ocns—’-s- (si n asez grand), on a équivalence de
1

1. il existe une suite (bn)n de réels >0, telle que

b <o
n n

) ﬂ (3“ ’ n)<03 3

n+1
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\-(e+1)

2. La série Se de terme général \ Log = 1 Log 5&—} converge.
n

n+1

On constate immédiatement que :

1‘21'1
- si an:=Lé s Se converge pour tout §>0 (donc pour tout >0 ,

(A ) est satisfaite) ;
Mg K |-l
. n¥ 9
- si o =1 , S converge si et seulement si 8>= ;
n k 8 k
- si an==1 2 , SG coaverge s% et seulement si §>1 ;
2
2
- si an==1/n ou si an==1 2 , Se diverge pour tout 9.

§ 2, FONCTIONS ALEATOIRES GAUSSIENNES A TRAJECTOIRES CONTINUES

Dans ce paragraphe, nous allons donner une condition suffisan-
te pour qu'une fonction aléatoire gaussienne soit & trajectoires conti-
nues sur un compact K. Cette condition redonne un théoréme de FERNIQUE

(Continuité des processus gaussiens, C. R, A, S. Paris 258 (1964, 6058-60),

Commengons par rappeler quelques définitions.
Une variable aléatoire réelle gaussienne f relative & un espace probabi-

lisé (Q,P) admet des moments de tous ordres., Elle est dite centrée si

J“Q f(w) £(dw) =0,

Une fonction aléatoire réelle f : T—»LO(Q,P) est dite gaussienne(centrée)

si toute combinaison linéaire des variables aléatoires f(t) (teT) est

gaussienne(centrée). Si H est un espace de Hilbert réel, une fonction

. o . . . . .
aléatoire f : H' -~ L (Q,P) linéaire gaussienne est dite canonique ou por-

male si la transformée de Fourier de la probabilité cylindrique Kf sur H,

associée a f, est la fonction x - exp (—n”x”2) de H' dans R.
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Théoreme (XXII,Zil) : _§gient (T,d) un espace métrique et @(une fonction

de ]0,a] dans R* croissante et telle que ¢(h) -0, quand h-0. Posons,

pour_tout £>0, v(e)=sup {t;8(t) <e]l.

Jilri‘ T-L1%(Q,P) est une fonction aléatoire réelle gaussienne

centrée vérifiant

-

B(|X(t)-X(s) |?) < 8°(d(s,t))

pour tus s et t de T tels que d(s,t) <o, alors X est & trajsftoires conti-

o m———

nues sur tout compact K de T satisfaisant

g—%\/ﬁ(‘gw(fn)@’ . (1)
2

o . -1 N
Remarque : Si § admet une fonction réciproque, soit & ~, o1 ~ & =V.
Démonstration : Soit K un compact de T, tel que 1'on ait (1). On a :

P(|X(t)-X(s)|>a) <n(d(s,t),a)

avec .
Cpal
ﬂ(h,a)::%}%l exp ;— 1;a L e
y @ (n);
1 5 1 1
Posons San==w(;;) ; d'ou 2n+]-£@(3an)f£;; .

On a trivialemeat
‘VW2 T— .
T \e(3a ) <+e et 3 ‘/I{K(K,ocn+1) 5(3c ) <o .

On en déduit, par le théoréeme (XXII,1;4), que X est & trajectoires conti-

nues sur K. cqfd
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Corollaire 1 : Soient (T,d) un espace métrique, K un compact de (1,d)
et X : T—»LO(Q,P) une fonction aléatoire réelle gaussienne centrée,
Supposons qu'il existe g: ]R;—-;]R+ ayant une fonction réciproque et telle
que, pour € >0 suffisamment petit H(K,e) sg(e). Alors, si & est une fonc-

tion de ]0,a] dans R’ telle que
a) & est croissante

b)  E|[X(t)-%(s)|%) £8%(d(s,t)), ¥ s,t €T tels que d(s,t) <a,

¢) il existe M réel >0 tel que f 9o g_l(xz)dx<oo )
M

~

X est a trajectoires continues sur K.

Démonstration : V étant défini comme dans le théoreme (XXII,2;1), mon-

trons que 1'on a (1). En posant X, =Vg(\y(2_n)), on a

X
+o N
-1, 2 1 1 1 0
[ oa(g "(x%))dx=2 & — (x -x )= % (— - ) x - =
M noN 2n n+l “n naN 2n 2n+1 n+1 N0
0 ) 2
b'e
= = *n+1 _ No
n=N n+1 N
o 2 9 o

avec N0 entier tel que Xy =M,

o

Ainsi, on a convergence de la série T 2™ " \,’E(K,Y(2_n)), cqfd
N

n>
o

Corollaire 2 : Soit X: ]Rn—»LO(Q,P) une fonction aléatoire réelle

. . e n .
gaussienne centrée et soi la norme euclidienne sur R ., Alors, si

o

® est une fonction de ]R;: dans R telle que

a') & est croissante sur un certain intervalle ]0,0a] (>0),

o [ 2
b)) B(|X(+)-X(s)|?) =8%(|s-t]), ¥ s,teT,
© _.2
c') il existe M réel >0, tel que dr 8(e X )dx < + = ,
~ M
X admet une version a trajectoires continues sur R" .
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Remarque : Si a:>% , la fonction @ :h-a(!Loglll)—a vérifie a') et c')
et si x>1,la fonction ¢ : h- LoghE_ (!Log‘Logh!|)—a vérifie a') et c').

;e - rd . n
Démonstration : C'est immédiat, car tout compact de R est contenu

>
dans un cube dont 1l'e-entropie est asymptotique & Log % (quand €50),

Corollaire 3 (DUDLEY) : Soit H un espace de Hilbert réel, de boule uni-

té U. Toute fonction aléatoire réelle linéaire gaussienne normale
X: H—»LO(Q,P) est & trajectoires continues sur tout disque compact K de H

tel que

7 J% V(K 272 0) <+, (2)
2

donc en particulier sur tout disque compact K de H tel que p(K,U)<i2.

S

Démonstration : D'aprés le théoreme (XXII,2;1), si 1'on a (2), X est a

trajectoires continues sur K.
Vérifions que si p(K,U) <2, 1'on a (2).
Si p(K,U) <2, il existe deux réels >0, e, et b, tels que

sSup Log \ H(K,sU) <b<1

O<ese ~ Log1/e

donc tels que

£ ‘/ﬁ(K,sU)s(e)l—b , ¥ese (e>0).
On en déduit que 1'on a bien (2). cqfd

Remarque 1 : SUDAKOV a montré que si p(K,U)>2, X ne peut &tre a tra-

Jectoires continues sur K (cf. appendice).
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Remarque 2 : Si p(K,U) =2, X peut &tre ou ne pas étre a trajectoires
continues sur K. DUDLEY a méme montre qu'on peut trouver deux disques

compacts K1 et K2 de H= 12 tels que

~

- X est a trajectoires continues sur K1 et n'est pas a tra-

Jectoires continues sur K2 )
/ >
- H(Kz,eU)/H(Kl,sU)—»O, quand €50 ,

- vn(Kg,U)/vn(Kl,U)-ao, quand n - ,

I1 a considéré

=
M

1 '{X=(Xn)n s (Xn)nz(anyn)n ’ D) Eyng gl}

=
1]

no

- {x=(x)) (x ), =(by) . ZTiy

avec, pour n 2> 3,

oY
]

Y. - -12
(Loglmgrﬂ " 5(Logn) Lé, bn= OlLognLogImgrﬂ .

Remarque 3 : Si EV(K,U) >— % , alors i n'est pas a trajectoires conti-
nues sur K [puisque o(X,U) = -1/EV(K,U) ].

En tenant compte de l"exemple (XXI,2;2), le corollaire 3 donne

le

Corollaire 4 : Soit H un Hilbert réel séparable, de boule unité U et

s0it V un voisinage disqué fermé de H. Soit Ve = {x;x ¢ H, <x,y><1,
¥ y€V}. Pour que la mesure cylindrique image de la mesure cylindrique
de Gauss normale sur H par l'application i :H-»HV soit de Radon, il est

nécessaire que o(V°,U) €2 et il est suffisant que o(V°,U) < 2.
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APPENDICE

Théoréme : Soit H un Hilbert réel, de boule unité U, de norme

et

. o . . . . .
soit f: H-L (Q,P) une fonction aléatoire réelle linéaire gaussienne nor-

male.

Si K est un disque compact de H, tel que p(K,U):>2, f n'est

pas & trajectoires bornées sur K.

Démonstration : Supposons f & trajectoires bornées sur K. Il existe

donc une version f1 de f telle que

Plw 5 w€Q , sup| fl(x)(m)|<:+m}= 1 ;
x€K

par conséquent, il existe o et a dans m; tels que

Plw; wen , sup‘fi(x)(w)lsoc}=a .
xcK
On peut toujurs se ramener au cas a=1 : il suffit de remplacer K par

K1==a_1K (on a p(Kl,U)==p(K,U)). On supposera dans ce qui suit a=1,

Comme p(K,U)>2, il existe b réel et une suite (an)n de réels
>0 tels que
Log C(K,a U)

o 10 , lim D >p>2 .
n n-—xo Log l/an

Soit alors (Mn)n une suite de parties de K, an—discernables et telles que
card Mn==M(K,anU) 3

notons m, ce nombre.

k
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Nous allons montrer que 1'on obtient une contmdiction en prou-

vant que

P{w; sup fl(x)(w) <1}-0 , quand n-o .
xeMn

Pour cela, commengons par établir le lemme suivant :

Lemme : Soient En+1 un Hilbert de dimension n+l, M et & deux réels >0.
| Soit {el,...,en+1} une base orthonormale de En+1 et soit En l'espace
g vectoriel engendré par les e, d'indice i <n.

‘Scient alors agseesra M éléments de En tels que

|
i sup ”ai” <M, Hai—aJHZE (1?4J7 i, j= 1’---9n) . (1)
i

1<i<n

; ) + 2 s
| Alors, si on pose F(K)::fk exp (-nt%)dt (re R), a;=a.-e ;.
toox
L e, =———— o, -¢ (i=1,...,n) et si G est la mesure de Gauss normale
A | 2 i n+1
f 2(M“+1)

sur En+1’ on a

Ilslzs I3sI4
avec

I, =F(1) xG({z;2€E z,a,><1, i=1,...,n}) ,

<
n+1’

3¢

I =G{z;zEEn+ <z,ai>sO , i=1,...,n} ’

2 1
' %
i I3=G{z;zeEn+1 , <z,ei>s0 , i=1,4e0.,n} ,
i 1 . —n)\z; »'2A(M2+1) !
! I, =—+ [ e i1-F coda .
4 n J ; ‘ € ;
g 2 0 | )

e i e
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Preuve de ce lemme

- I1 < 12, pulsque

RIA

(z=x+r e ,xgEn)=><z,ai>=<x,a.>-?x
i

n+1
et que

1.=G{z; z=x+Ae

| , Kzl,xéEn,<La€>§1,i=1”.Hn}.

n+1

- IggI3

Soient les matrices nxm A=((aij)) et B=((bij)) avec

3* * * 3%
<a, ,a.> <b., ,b.>
a. .=-__\—,_1__']__\Z— ’ b..= \;l an ®
S fagl eyl gl el

On a, si i#j,
<a.,a.>+1
i ]

e e T [P

b = 1
td 1+€2/4:(M2+1)2

et

On vérifie que, par (1),
a.. €b..  i,j=1,.cen

a .=b..=1 i=1,..0,n

P S
=
[
]
)

On en déduit alors, par un théoreme de SLEPIAN (Bell System Tech. J 41

(1962),463,p.481 et p.483), que I,<I,.
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4° Posons C= 2(M2+1). On a

- I3sI
n 2
-n(52yx7) 2
I3=j‘ e e dxl...dxnd?x

AC
X,
1 £
1<i<n

® 2 AC/e 2

_r T ™ )2 an

=

® 2
e~ Th 3F“(%§)4-Fn(:%9) dA

0
1 ° _ml AC !

<=+ f e ‘1- FQ?;)' dr .
2 0 !

Revenons & la preuve du théoréme
Posons M = sup{||x||;x €K} et C= 2(M2+1) o

On a, pour tout ke N,
@ 2

sup f(x)(w) <1} < 1}1
xEMk 2

o
+
—
o
[¢*]
|
A
>

P{w :

pour tout k& N et tout »>0,

Or,
ACy Tk AC
(1-F(7)) " <exp(-m F(F)) .
k k
Comme
AC ® 2 AC . 2.1
F(cx—) =‘J" e—nu du = o exp =21 CA (—)
k  UAC/ay k i

1 b
m zexp [(=—)], b>2
k oy
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on a, pour tout A =0,

m, F(‘é\t—l(i) - @ quand k - o

et par suite

P{lw; sup {f (x)(w)}<1}-0, quand koo, cqfd
XEMk
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COMFLEMENT A L'EXPOSE XXII

DI MONSTRATION DU THEOREME DE SLEPIAN cité dans 1'Appendice de cet exposé.

Théoréeme (SLEPIAN) : Soit E un espace de Hilbert réel de dimension m.

Notons H H la norme de Em et Gm la mesure de Gauss normale sur Emﬁ
Si 1'on se donne deux famille (a1’°“’ap) et (bl,ﬁe;,bp) de p éléments non
nuls de Em satisfaisant
<ai,ai> <bi’b">
a.. = . e T : = b,. 193:1"”*'p )
. . b.ll b,
1] Hal” ”3JH I iL JH ij

alors
Gm{x ; XEEm,<x,a,i>s‘O, 1‘=1,,..c.,p}£Gm{x;.x€Em;<x,bJ> S'O,j:l,;;.,})}
(1)

Démonstration : Notons respectivement par A et B les matrices pxly((aij»

et ((bij». Pour montrer le théoréeme il suffit de montrer que pour tout
m' € N, et pour tout couple (C,D)==( «ciJ))°«dij))) de matrices m'x m'

réelles inversibles de type positif et telles que

c..=d,. , i=l .,.,m'" 5 e¢,.=d,, 1,j=,....m'
il ii 1] ij

l'on a (2) :

-1 -1
1 -n<C " x,x> 1 r -n<D " x,x”?
’ < dx
Jdet C fxl>0 e dx < —=eT D x>0 €

Al

i=1, .. ,m' i=1, e ,m

En effet, pour tout ¢ >0, on a (2) avec C=A+el et D=B+:1 (ou 1
est lamatrice unité px p). En faisant tendre ¢ vers zéro, on en dédiit (1)
d'apres un théoreme de comparaison des convergences des fonctions caracté-

ristiques et des fonctions de répartition associées.
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Montrons donc (2).

!
Si x:(xl,...,xm,)EIRm , on notera x>0 gsi X, >0, i=1,...,m'. Considé-
rons pour tout A €[0,1] la matrice P(A) = ((p (A)))= AC + (1-A) D et soit

(A €[0,1])

1 -1
1) = TEerrry [ e e TR (x> )

x>0

Nous allons montrer que At I(A) est une fonction croissante sur [0,1], ce
qui impliquera (2).

Commengons pour cela par introduire quelques notations, ﬂ%' désignera la
famille des matrices m'X m' a coefficients réels P==((pij)) telles que
det P>0 et Poi=cly (i=1.,...,m") et 7 l'a,pplica‘tio'n y

P= ((pij))k*(pij)i<j;i,j=1,a,,,m' de J. 1 dans R™ (m'-1)2 ; T est injec-
tive. Soient aussi les applications g : B, x (ﬁi )eR" et J :I(wﬁ,)rﬁm
telles que, pour tout P 631, , tout x € R™ |

g(x;t(P)) = —1 exp(—n‘iPulx,x>)
Jdet P

et

J(t(P)) = f.em“" g(x; t(P))dx.
$>0

Trivialement, pour tout A €[0,1], P(A) est dans ﬁ%, . Posons p(K)==T(P(K))-

Nous avons

o () = - (M) (a )

<J ap i

et montrons que a1 b\) est positif pour tout A €[0,1]).
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m'
Soit Péfmm, et i<j (i,j=1,...,m') ; pour tout y € R

g;g- (v,7(P)) =35
ij ij

I ' exp(-m <Px,x> )exp(27ti <X,Y>) dx

= (y,7(P))

By ay

et par suite

(P . (x,7(P)) dx
g (t(P)) = I?eR N J( (
x>0

ou R, i ] 131?(m, Rk,Rk=]R et gij(x,T(P)) = g(x,7(P)) avec x =% si

k;él,g
k#i,j et xi=xj=0.
Par conséquent, pour tout PETTm' et pour tout (i,j) tel que i<j ;

i,j=1,...,m'

(r(P))z0 ;

et ainsi



