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XXI.1

Dans nos exposés, nous utiliserons ies définitions des exposés

N° 6 et N° 13.

$§ 1. INTRODUCTION

Dans tout cet exposé, on se donne (Q,P) un espace probabilité,

T un espace uniforme, K un sous espace de T, métrisable et précompact pour

la structure uniforme induite par celle de T et d une distance sur K compa-

tible avec cette structure uniiforwe. On se donne aussi (E,8) un espace mé-
trique complet et X une fonction aléatoire relative a (Q,P), définie sur T
et a valeurs dans E (c'est-a-dire une application de T dans LO(Q,P; E). On

notera P(K) la famille des parties de K.

X est une version de X, s1 X est une application de T daus
£°(Q,P; E) telle que, pour tout t €T, X(t) est un élément de (la classe)
g(t). Chacune des fonctions t — X{t)(w) (w€ ) définies sur T est une tra-
jectoire de X. Pour toute partie £ wc i, XS désigunera la restriction de

X a S.

Définition (XXI,1351) : La fonction aldatoire X est dite a trajectoires

uniformément continues sur SCT, s':1 e¢xiste une version X de X telle que
l'ensemble des w € Q tels que la restriction a S de la trajectoire X(.)(w)
n'est pas uniformément continue sur S, muni de la structure uniforme indui-

te par celle de T, est P-négligeable.

Définition (XX1,132) : Dans le cas ou E = €, on dit que la fonction aléa-

toire X est a trajectoires boruées sur SET, s'il existe une version X de X
telle que l'ensemble des w€ (Q pour lesquels la restriction a S de la tra-
jectoire X(.)(w) n'est pas bornée sur S (c'est-a-dire si

sup{X(x)(w) ; x €S} = +=est P-négligeable.

Nous nous proposons de trouver certaines conditions suffisantes
pour que i)soit a trajectoires uniformément continues sur K ; ces condi-
tions feront intervenir de manieére essentielle la notion de e-recouvrement
introduite dans l'exposé N° 18. En particulier, nous donneront une condi-

tion suffisante au moyen de l'ec-entropie.



XXTI.2

Commeng¢ons par rappeler un théoréme bien connu.

Théoréme fondamental : Soit D une partie de K, dénombrable et partout

dense dans K. K est toujours un espace uniforme métrisable et précompact,
(E,8) un espace métrique complet et X une application de K dans L°(Q,P;E)

| (ici K = T). On a équivalence de :

i) X est a trajectoires uniformément continues sur K ;

~

ii) X est continue et & trajectoires uniformément continues

sur D CK.

Nous rappelons (exposé N° ¢) gue X est dite continue si 1tappli-

cation X de K dans L°(Q,P;E) est continue.

Rappelons aussi la preuve de ce théoreme. L'implication 1) =i1)
est triviale. Montrons donc : "ii =i". Par hypothése ii), il existe QO tel
que CQO est P-négligeable et tel que pour tout w€ OO, la restriction a D
de la trajectoire x »X(x)(w) est uniformément continue sur D muni de la

structure uniforme induite de celle de K.

Soit alors a €E (fixé) et soit l'application (x,w) - Y(x,w) de
Kx (0 dans E définie comme suit :

. si we€ Qo’ x »Y(x,w) est le prolongement par uniforme conti-
nuité a K de 1'application x —'XD(x)(w) (définie sur D).

. si mﬁﬁo, Y(x,w) = a pour tout x €K.

~

On vérifie que x - Y(x,.) est bien une version de X a trajectoires unifor-

mément continues sur K. Par définition

Y(x) GB\C‘(X), ¥ x€D ;

si x €K\D, il existe une suite {xn} d'éléments de D telle que x ~x dans K,
d'ou

Y(xn,w) = X(xn)(w) —> Y(x,w), Yu€Q .

n—<«

Par conséquent

Y(x,.) € £2(q,P; E), ¥ x €K 3
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et comme X est continue

K.

+
/
N

Y(x) < X(x),

Remarque : =1 T =K, s: (3',P'.X') est isonome a (G,P,X) et s1 X est a

trajectoires uniformément continues sur K, alors X' est aussi a trajectoi-

res uniformdément coniipues sur k.

i Kk est rompacr, on peut dans le thdéoreme remplacer i) par i’) :

"N ezt oa irajectoires continunes sur K°.

) LILEN MWFC L'EXPOSE N° 13

~ .

So1t G un espace vectoriel locdaiement convexe séparé, ¥ la famil-
U

le des parvies compactes de G et f ¢ G' ~L (A..) une fonction aléatoire

iinédaire sur G.

Si pour tout ACh, ) est mérrisable, alors, d'apres la proposition (XIII,

A

331). f est décomposée, =1 et seulement s: la mesure cylindrique Af asso-

cide a f est de Radon. [l ezt donc ndeerzairre que f admette une version a

GL aver T topologie localement convexe

T

la dualitd entre G et G' et clest suffisant

trajecitoivres tineaires continues sar
#¢éparde sur G' compatible avec

31 G est souslinien.

Dans certains cas, oun peut se limiter a chercher si f est a tra-
Jectoires uniformément continues sur certains compacis métrisables. Donnons

que lques exemples.

Excumple (XX1.2:1) : Soit G un Banach séparable ; =oit f : G' -L%(4,p)

une founction aléatoive sur G'. Notons U, la boule termée de rayon ~ de G',

munie de la siructure uniforme induite par o(G',G). U est donc un compact
A

wétrisable, On a déquivalence de ~
i) la mesure cylindrique - assoclde a f est de Radon =sur G ;
i1} 0 est a wrajectoires unt lormément contlnues sur Gk:
i e Gi - LO(A,,) esl conilnue et f est a trajectoires uni-
formément continues sur D-Tﬁk, avece D partie dénombrable de

Fl. paricut dense dans i E
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Remarqu..ius que si l'on a iii), il existe un Q-sous espace vectoriel de G'
dénombrable partout dense dans Gk, soit Fl’ et il existe une version de f,
foit £ , telle que, pour tout w € Q, la fonction x - fip (x)(w) est liné-
aire continue sur F1 muni de la structure uniforme indui%e par celle de Gk.

On en déduit facilement que f est décomposée.

Exemple (XXI,232) : Soit H un Hilbert réel séparable, et soit

f : H' - LO(A,u) une fonction alédatoire lindaire sur H' associéde a la me-
sure cylindrique de Gauss sur H, soit n [c'est-a-dire la transformée de
Fourier de n est x - exp(—n“x”ﬁ)]. Soit C un disque fermé borné de H' et

c® ie polaire de C. On a :

1°) Si f est a trajectoires bornées sur C, C est un compact de I

2°) Si C est un compact de H', on a équivalence de :

a) f est a trajectoires uniformément contipnues sur C muni
u

1e _induite par celle de H ;

b) f est a trajectoires uniformément continues sur C muni
u

jol

de _la structure

iforme 1»Qpitgmgaxmc(ﬂé, HCO) 3
c) la mesure cylindrique image de la _mesure cylindrique n

par_l'application canonique i : H - HC0 est de Radon.

Montrons 1°) et 2°) : notons Poo la jauge de C° et HC° le complété de

H/pé%(O) muni de la norme ﬁco correspondant a Poo-

Preuve du 1°) : Soit D © C, dénombrable et partout dense dans C.

Si f est a trajectoires bornées sur C, on a :

u{w 5 suplf(x)(w)]| <+=} = 1.
x €D

Mais, d'apres l'exposé N° 18, cela exige que D soit un précompact de H',

donc que C soit un compact de H'. D'ou 1°).

Preuve du 2°) : ) est équivalent a b) car, d'une part, C est

G(Hé,Hco) compact (Hé étant le dual de Hco) et d'autre part, sur C, la

structure uniforme séparée G(Hé,Hco) est moins fine que la structure uni-
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forme de H' (puiSque l'application i : H - HCO est continue, donc l'appli-
cation ti s H' - Hé est uniformément continue pour les structures unifor-
mes o(H',H) et G(Hé,HCO).

b) est équivalent a c), par l'exemple (XXI,2;1) puisque i : H - M., est

compacte.

§ 3. ETUDE SYSTEMATIQUE DES VERSIONS DE X A TRAJECTOIRES UNIFORMEMENT
CONTINUES SUR K

Pour cela, introduisons quelques définitions et quelques notations.

Définition (XXI,3:1) : K étant toujours un espace uniforme métrisable et

précompact et d une distance sur K compatible avec la structure uniforme de

K, on dit que la suite (Mn,an)n d'éléments de #(K) x Eﬁhsatisfait la pro-
priété p(K a) si ¢

b

a) a >0, a L0 :

b) MY1 est une partie finie de K telle que pour tout x € K, il

existe y € Mn tel que d(x.,y) - a [c'est-a-dire Mn est un

an-réseau fini de (K,d)].

Si_de plus
¢) card Mn = N(K,an), ¥n
(avec N(K,an) égal au plus petit nombre d'éléments que peut comporter un

recouvrement de (K,d) par des parties de diamétre < an) on dit que la

suite (Mn,an)n satisfait P(K,d)'

Remargque 1 : Si la suite (M ,a ) vérifie p . D=UM est dénombrable
n’ n'n (h,d) n
et partout dense dans K. n

Remarque 2 : Plus généralement, on peut définir les suites (Mn,Wn)n
)
d'éléments de P(K) x P(K”) vérifiant Py, comme les suites (Mn’wn)n telles

que
A . .
a') (wn)n est une suite fondamentale décroissante d'entourages

symétriques de l'espace uniforme K,

et b') M est un Wn~réseau fini pour K (pour tout n).
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Notation : So1t une suite (Mn,an)n satisfaisant p(K,d .-A la suite
(M) et a tout B > 0, on associe la suite (ﬂ%(ﬁ))n ou mh(B) est la famille
n'n

des parties de K a deux éléments s et t tels que (s,t) ou (t,s) appartienne

a Mn X Mn+1 et d(s,t) < B.
K k
Exemple (XXI,3:1) : Soxt T = R et soit K = TT [O,ai] (ai >0, i = L..,k).
1=1
Pour tout ¢ > 0, posons
Y
Mk(r_,} = {x.‘,x cK, x = (xi)lﬁi{k’ '::‘ € N ou Xi = al} .
|
%2 1 X
! .
3e 4 . .
2: . .
|
)
6 € 2. a

Notons, dans Bk. H'Hp la norme 1nduite par celle de 1p{l,...,k}(1 ipféw).
On vérifie aiszément que, pour toute suite (En)n de Séels >0
. . - o . - N 1/p .
tele que £ ;0et pour tout p € [L.=], la suite (Mk(en), e k )n satis

~
Donnons une condition d'existence d'une version de X a trajec-
tolres uniformément continues sur K, dans le cas ou K est un ensemble

dénombrable, au moyen du lemme suivant :

Lemme (XXT.,3:1) : Soaient (bn)u et'(Bn)n deux suites de réels > 0. On

suppose LY b < e, S1 T = K, si K est un ensemble dénombrable et si X est
n
n ~
une version de X, on a déquivalence de :

P4y

1°}) est a trajectoires uniformément continues sur K ;

2°) 11 existe une suite (Bd(n))n extraite de la suite Bn telle

que
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T P[{wea, sup[5(X(s)(w) X(t)(0)) 5 (s,8) €K a(s,t) <Bg(n)l=Py ] <

3°) Il existe une suite (M ,a ,T ,e ,e') d'éléments de
n’n’ n’ n’ n’n

?(K) x CR;)4et un entier ko tels que
. s eps - e - - d - ®
c, (Mn,an)n vérifie P(k,a) et | -0, & -0, ¢! ~0, quand n

c P(-l-lgl A ) =1, avec

2° n n
A = {weEeQq; sup E(X(s)(w).X(t)(w)) < En}
n (s,t)eM xM
n" n+l
d(s,t)san+an+ko+nn
c P(llE-B ) = 1, avec
3° n n !
B = {we€n;¥sek, JteM/a(s,t) = a, 6(X(s)(w),X(t)(w)) <!}
Remarque 1 : Ici lim, _y n A s sl ¢ Lim , lim 1, (w) existe et
n n n A
n k2n n
est égale a 1. Si P(l;l;E An) = 1, il existe une variable aléatoire w — N(w)
a valeurs entiéres positives, telle que si n = N(w), o € N Ak.
k=n

Remarque 2 : La condition C2 signifie que, pour presque tout w € Q, il

existe un entier no(w) tel que si

n 2 no(w), (s,t) € MoxM d(s,t) < ﬂn+-an4-an+ko

alors

5(X(s) (w), X(£)(w)) = ¢ .

La condition C3 signifie que, pour presque tout w € , il existe un entier
né(w) tel que pour tout n = ng(w) et pour tout s € D, il existe t € Mn tel

que d(s,t) s a et 8(X(s)(w), X(t)(w)) = el

Preuve du lemme : 1°) gignifie que 1l'on a, pour tout k € N,
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pru {os  sup , 8(X(s)(w), X(t)(w)) = b 3] = 1
n (s,t)&K
d(s,t)éBn

]

°).

On en déduit que 1°) jmplique

3

; 1
Hu = 0 . I fy . <111 .
2Y) 3°) : Posons an Bo(n) et soit alors une suite (Mn)n de pai

ties de K tell M

ies de elles que (M_,«x )n
- N = e = g' = . 30Y) ooi isfaite.

kO 0, au. £ € b pour que 3 ) soit satisfaite

vérifie Py ) I1 suffit alors de prendre

‘) .
3°) = 1°) : Soit (s,s') € K~ et soit o € B B, 3 il existe alors
(V]

, ¥ :
(t,t') €M xM , tel que

k
0

d(s,t) = a d(s',t') < «

n+k
)
et
(% N t ( < € A Q’\ W X ! i fed (:’

p(x(s) (w), X(1)(0)) < et o 6(X(s)(w), X(e)(4) fek
d'ou

(X (s)(w), X(s')(w)) = Lht e T (X(t)(w), X(t)(w)).

: o

Supposons maintenant d(s,s') - TL ;5 alors

- H 1 < .
(v, t') €M xM et d(t,t') %1+“n+k0+1%

+k

Par conséquent

w € AanBn(WBn+k
. o = 5(X(s)(w),X(s')(w)) < gn'+5ﬂ'kaﬁ+ko
(S,S!) EK&,d(S,S')fnn

On en déduit aisémwent 1°) (ecar P( [ Bk(WAk) -1, quand 1 - =).
k=n
Le lemme est donc démontré.

Proposition (XXI,3:1) : Soient (Pn,Bn)n une suite d'éléments de
telle que

P(K) x Iﬁ; vérifiant P(K,d) et (bnzn une suite de vréels > 0,
z bn < +», Soit X une version de X
n
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Si X est continue, on a équivalence de

oK ~ . . . ’ . g
1°) X est a trajectoires uniformément continues sur K j

o . . . . . ,
2°) il existe une suite extraite de (Pn, Bn)n’ soit (Mn’an)n y

telle que
P[lim {w; sup S(X(s)(w),X(t)(w)) = bn}] - 1. (1)
{s,t}e€ Dh(iiocn)

Démonstration :

1°) = 2°), C('est trivial
2°) = 1°), D'apres le théoreme fondamental, il suffit de montrer que
X est a trajectoires uniformément continues sur D = U Mn C K. Vérifions
n

pour cela que la partie 3°) du lemme est sautisfaite quand on prend

n n n n n n’ o
k n

Trivialement C1 et C, sont satisfaites. Monlrons donc que 1l'on a bien C3.

Posons
A= kgn fws sup[6(X(t) (0),X(s)(0)) 5 {s, t1 €M (3a )] < b ]

D'ou, pour tout w € An

Z (  sup 8(X(s)(w). X(t)(w))) = e/ = T by.
k>n {s,t}enk(:aak) k=>n

Soit alors s € K 3 on peut lui associer une suite (s(k))kEN telle que

s(k) € M, a(s,s(k)) = o

donc telle que

{s(k+1), s(k)} € Sﬂi\,(sak) .

La suite (s(k)) ayant été fixée pour tout s € K, on a :

kEN

w €M = T sup S(X(s(k +1))(w), X(s(k))(w)) < el
kzn s€K
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Donc, pour tout s € K et pour tout w de U /\l (c'est-a-dire pour presque

n !
tout w € Q), la suite (X(s(n))(w))n est de Cauchy. Mais comme E est un es-
pace métrique complet, il existe donc Yq(w) € E tel que, pour tout s €K

et pour tout w € U An
n

X(s(n))(w) - Ys(w), quand n - o |
Soit a fixé dans E et posons, pour tout (w,s) € (( U An) x K, Ys(w) = a.
‘On

On vérifie aisément que, pour tout s € K,

Y (.) € £°(Q,P35 E)

et
8(Y_ (@), X(s(n)) () = = o(X(s(k+1))(w) . X(s(k))(w)), ¥ weU A (1)
k=n n
Mais comme E'est continu en probabilité et que P(U An) = 1, on a donc
n

Yg(.) € iks), ¥s €K

D'ou C,3 est satisfaive.

<

Remarque 1 : Les notations étant celles utilisées dans la démonstration

~

¢1-dessus, ou a ainsi montré qu'il exisle une version de X, soit Y, a tra-
Jectoires uniformément continues sur K, telle que, pour presque tout w, il

existe un entier no(w) € N tel que

(n:zno(w), sél() = 6(Ys(w), Ys(n)(w)) = kgn é(Ys(k+l)(w)’Ys(k)(w))'

. k
Remavque 2 : So1t K = TT [0,1] 3 so1t (pn)n une suite d'entiers > 0
i=1 .
telle que P, T+,
L, kP . <
Considérons (M_,a ) = (M(=), —) et d : (x,y) - Mx-y” .
n n p P p
n n r I
Lp sia
Alors, pour tout s € K, on peut prendre pour s(n) le point (——E————)
, pn 1<ig
(s = (s,
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Corollaire 1 : Soit ¢ une fonction positive croigsante sur ]0,»] et X

une version de X.

si X est continu et si 1l'on a

p(in N fws 8(X(s)(0),X(t)(w)) < o(a(s,4))}] =1 (I1)
{s.t}emn(aan)
= pX q>(3an) <4+ (111)

fa—g -
alors X est a trajectoires uniformément continues sur K.

Preuve : La condition (III) étant satisfaite, la proposition est satis-

faite avee b = q>(3an).

Remarque : Ce théoreme sera utile dans la recherche de l'existence de

conditions de Hdlder pour les trajectoires d'une version X de X.

~

Corollaire 2 : Supposons X continue. S'il existe une suite (Mn,an)n d'élé-

ments de P(K) x B:_ vérifiant P(k,a) et une suite (bn)n de réels > 0 avec

Zb <+=, telles que :
n P

T card R (3a_) P{5(X(s),X(t)) 2 b } < +o
n noon {s,t}€R (3 ) n

alors X est a trajectoires uniformément continues sur K.



