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XXI.1

Dans nos exposés, nous utiliserons les définitions des exposés
N° 6 et N° 13.

§ 1. INTRODUCTION

Dans tout cet exposé, on se donne (0,P) un espace probabilité,
T un espace uniforme, K un sous espace de T métrisable et précompact pour
la structure uni f orme celle de T et d une distance sur K compa-

tible avec cette structure uniforme. On se donne aussi (E,&#x26;~ un espace mé-

trique complet et X une fonction aléatoires relative à (~’2,P), définie sur T

et à valeurs dans E uiie application de T dans L°(Q,P ; E). On

notera P(K) la famille des de K.

X est une version de A, si X est une application de T dallS

90(0,P; E) telle que, pour tout t G °1° , X(t.) est un élément de (la classe)

X(t). Chacune des foncciuns t ,1) définies sur T est une tra-

jectoire de X. Pour toute partie S (n s , "K-, désirera la restriction de

X à S.

Définition à La fonction aléatoire X est dite à trajectoiresr 

’"’-’
uniformément continues sur SCT, s’il exista une version X de X telle que

l’ensemble des (i)6Qtels que la restriction à S de la trajectoire X(. )(cu
n’est pas uniformément continua sur S, muni de la structure uniforme indui-

te par celle de T, est, P-négligeable.

(XX.t,l;2) ~ i Dans le cas où E = ~, on dit que la fonction aléa-

toire X est à trajectoires bornées sur S CT, s’il existe une version X de X

telle que l’ensemble des mE 0 pour lesquels la restriction à S de la tra-

jectoire X(.)(w) n’est pas bornée sur S (c’est-à-dire si

+-) est P-négligeable.

Nous nous proposons de trouver certaines conditions suffisantes

pour que X soit à trajectoires uniformément continues sur K ; ces condi-

tions feront intervenir de manière essentielle la notion de e-recouvrement

introduite dans l’exposé N° 18. En particulier, nous donneront une condi-

tion suffisante au moyen de l’e-entropie.
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Commençons par rappeler un théorème bien connu.

Théorème fondamental : i Soit D une partie de K, dénombrable et partout

’1 dense dans K. K est toujours un espace uniforme métrisable et précompact,

(E,ô) un espace métrique complet et X une application de K dans 
(ici K = T). On a équivalence de 2

! -

i) X est à trajectoires uniformément continues sur K ;

ii) X est continue et à trajectoires uniformément continues

~ 

sur D C-K.

Nous rappelons (exposé N° 6) que X est dite continue si l’appli-

cation X de K dans LO(Q,P;E) est continue.

Rappelons aussi la preuve de ce théorème. L’implication 

est triviale. Montrons donc i Par hypothèse ii), il existe 0 tel
que Co est P-négl igeable et tel que pour tout OJ E 0 , la restriction à D

o 0

de la trajectoire xX(x)(w) est uniformément continue sur D muni de la

structure uniforme induite de celle de K.

Soit alors a EE (fixé) et soit l’application (x,w) - Y(x,ce) de

Kx Q dans E définie comme sui t :

. si w E 0 , x est le prolongement pal- uniforme conti-
o

nuité à K de l’application (définie sur D).

. si w 0 , Y(x,w) = a pour tout x E K.
o

On vérifie que x - Y(x,.) est bien une version de X à trajectoires unifor-
mément continues sur K. Par définition

si X EKND, il existe une suite tx n1 d’éléments de D telle que x -x dans K,
n n

d’où

Par conséquent
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et comme X est continue

Remarque : :31 T -- h, si (à’ ,P’ ,1")) est i-onomu à (F.,P,X) et si X est à

trajectoires uniformément continues sur K, alors X’ e&#x3E;t aussi à trajectoi-

res Ul11 fOl-ID (: HH J 11 t 1B.

1ï i h est un peut dans 1 e théorème par 1 " ) :
" /î’ est à t ra j e c cunt sur .

1° :2. 1 b’’ " 1~3 :~

(i un espace vectoilei 1 0, d i p ru e ! l t convexe séparé, X la famil-

lh paiLierot compactes de G et .f ; G’ -1."(;1,,,) une fonction aléatoire

linéaire sur G.

i pour tout A est Ekiw’caklcl, alors, d’après la proposition (XIII,
f est décomposée, si et seulement si la mesure cylindrique r, f 

ciée à f est de B.a c1 B)11 . 1 l est t et 0 Il (’ que f admette une version à

iineaires continues soi avec T copotogie localement convexe

séparée sur Gt compatible aBec la dualité entre G et G’ et c’est suffisant

si G est sousiinien.

Dans on peut se limit’er à chercher si f est à tra-

jectoires uniformément continues sur certaine compacts métrisables. Donnons

(fueiques exemples.

Exemple (:~~ I . ?; ~ ~ °~ Soit G un f : : 

une fonction aléatoire sui U. 
Il 

la boule fermée de rayon A de G’ ,

munie de la structure uniforme induite par Il est donc un compact
,,

métrisable. 0 n a équivalence de : :

i) ta mesure à f est de Radon sur G ;

il) ’ est à trajectoires uniformément continues sur 

J i’ t G.. L"(1’., ,) ’) continue et à trajectoires uni-l 1 .1 1 # e l t.’ 0 Il t l 11 II pet t’ t.. a t. r a J e c tOI r e s Ul11-

fermement D (J Ji, D partie dénombrable de

r 
l’ partout 1 j .
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que si l’ on a iii), il existe un Q-sous espace vectoriel de G’ 1

dénombrable partout dense dans GI, soit F1, et il existe une version de f,h 1

foit fi, telle que, pour tout w E 0, la fonction x - (x)(w) est liné-
aire continue sur F 1 muni de la structure uniforme induite par celle de Gk’
On en déduit facilement que f est décomposée.

: Soit H un Hilbert et soit

f : H’ -~ une fonction aléatoire linéaire sur H~ associée à la me-

sure cylindrique de Gauss sur H, soit n [c’est-à-dire la transformée de

Fourier de n est x - . Soit C un disque fermé borné de H’ et

C° le polaire de C. On a :

1°) Si f est à trajectoires bornées sur C, C est un compact 

2° ) Si C est un compact de II’ , on a ’équivalence de :

a ) f--est-à 

de la structure- celle de H ;

b) _f__est à trajectoires uniformément continues sur_ C muni

;

c) la mesure cylindrique image_ de la_mesure cylindrique _n

.i : H ..... de. Radon.

Montrons et 2’) : notons pco la jauge de C° et le complété de
-1 

C C

H;p C °(0 muni de la norme Pco correspondant à /PCO c

Preuve du 1° : : Soit D CI C, dénombrable et partout dense dans C.

Si f est à trajectoires bornées sur C, on a :

Mais, d’après l’exposé 18, cela exige que D soit un précompact de H’,

donc que C soit un compact c1e H’ . D’ où ~.° ~.

Preuve du 2°) : : ~) est équivalent à b) car, d’ une part, C est

compact (He étant le dual de et d’autre part, sur C, la
L L C C

structure uniforme séparée est moins fine que la structure uni-
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forme de H’ (puisque l’application i : ~ est continue, J donc l’appli-
cation t. : H’ ~ HI est uniformément continue pour les structures unifor-
mes O’(H’ ,H) et 

b) est équivalent à c), par l’exemple puisque i : Il - 11C. est

compacte.

§ 3. ETUDE SYSTEMATIQUE DES VERSIONS DE X A TRAJECTOIRES UNIFOmfEMENT

CONTINUES SUR K

Pour cela, introduisons quelques définitions et quelques notations.

Définition (Xxl,3;-1-) ; K étant toujours un espace uniforme métrisable et

précompact et d une distance sur K compatible avec la structure uniforme (le

K, on dit que la suite (M ,a) d’éléments de x satisfait la pro--
n n n 

- &#x3E; .. -. - ..

P(K,d) si 
.

b) Mn est une partie finie de K telle que pour tout x E K, il

existe y E Mn tel que d(x,y) an [c’est-à-dire Mn est un
a Il -1’6seau fini de (,ct)J.

Si de plus

C) card M 
n 

= N(K Q) + n

(avec N(K,a ) égal au plus petit nombre d’éléments que peut comporter unn

recouvrement de (K,d) par des parties de diamètre  a ) on dit que la
Il

suite satisfait P(K,,d) *

Remarque 1 : Si la suite vérifie M n est dénombrable
et partout dense dans K. 

n

Remarque 2 : Plus généralemeiit, on peut définir les suites (M nywn)n
, 

n n n

d’éléments (!e 6’:&#x3E;(K) x (K") vérifiant comme les suites telles
’ "K n n n

queque 
a’ ) (W ) est une suite fondamentale d6croissante d’entourages

Il fi

symétriques de l’espace uniforme K,

et 
b’) M est un W n-réseau fini pour K (pour tout n).
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Notation : " Soit une suite la suite

(1B1 ) et à tout, 0 &#x3E; 0, on associe la suite (N((3)) est la famille
~1 n n n n

des parties de K à deux éléments s et t tels que (s,t) ou (t,s) appartienne

Exemple (XXI,3:l) : : Soit. t

Pour t&#x3E;uL t &#x3E; 0, posons

Notons, dans  . Il. B: 
P 

la n 0 l’nI e 1 n fi u i tep arc e Il e 
p

On %réi"it’ie aisénient que, poui toute suite ( de rée 1 s &#x3E; 0
, 

n n / p ,

e t pour tout p E: [1,(1)J, la sui te k p) 
n 

satis-
rr - n n n

fall. 
1’

Donnons une COlldltion d’existence d’une version de X à trajec-

toires uniformément continues sur K, dans le cas oÙ K est un ensemble

dénombi"able , au moyeii (lu leimiie suivant :

SOIent. (b) deux suites de réels&#x3E; 0. On
- 

n Il n fi

suppose L Si T = K, si K est, un ensemble dénombrable et si X est
11

n ..,

nixe ,-ei"sion de ! on a équix-aleiice de :

1°) X est à tra,)ectoires uniformément continues sur h ;

2°) Il existe une extraite de la suite 0n telle
que
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Remarque 1 : existe et

est égale à 1. Si = 1, il existe une variable aléatoire
Il n

à valeurs entières positives, telle que si

Remarque 2 : La condition C2 signifie que, pour presque tout w E 0, il

existe un entier n 0 (w~ tel que si

alors

La condition C3 signifie que, pour presque tout w E 0, il existe un entier

n ’ ( w) tel que pour tout n’(w) et pour tout s E D, il existe t E Il tel
0 0 n

que d(s,t) ~ oc et CI.
n n

Preuve du lemme s 1° ~ signifie que l’ on a, pour tout k 
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On en déduit que 10 ) 

~J ~ 3 n ; Posons a il = ~ (3~.~ et soit alors une suite de par-

ties de K telles que vérifie p. * 
Il suffit alors de prendre

n n Il , , B 

k - 0 , Tl! 
n 

, , 
n 

= = b 
n 

pour que 3’) soit satisfaite.

; il existe alors

est

d’où

Supposons maintenant ~~ ; alors :

Par conséquent

On en déduit aisément 1°) (car

Le lemme est donc démontré.

Proposition (XXI.3:i) : Soient une suite d’éléments de

P(K) x :m.: vérifiant et une suite de 1.eis &#x3E; 0, telle que

+oo. Soit X unt- version de X .
" 

n
n
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. l""oJ

Si X est continue, on a équivalence de :

1° ~ X est à trajectoires uniformément continues sur K ;

2°) il existe une suite extraite de

telle que

Démonstration :

10 ) 2° ~. C’ est trivial

2) =1). Diaprés le théo rème fondamental, il suffit de montrer que
--

X est à trajectoires uniformément continues sur D = K. Vérifions
n

n

pour cela que la partie 3°) du lemme est satisfaite quand on prend

Trivialement C1 et C 2 sont satisfaites. Montrons donc que l’on a bien *

Posons :

D’ où, pour tout w E A
n

Soit alors s E K ; on peut lui associer une suite (s(k)) kEN telle que

donc telle que

La suite ayant été fixée pour tout s E K, on a :
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Donc, ’ pour tout s E K et pour tout w de U A 
11 

pour presque
n

tout w E n), la suite (X(s(il»(w»n est n de Cauchy. Mais comme E est un es-tout w E Q) , la suite (X(s(n))(o))) 
n 

est de Cauchy. Mais comme E est un es-

pace métrique complet, il existe donc Y s (w) E E tel que 3 pour tout s E K

et pour tout w E U A
nn

Son. a fixe dans E et posons, pour tout (w,s)

Ui~ vérifie ai sément que, pour tout s E K,

et

Mais comme X est continu en probabilité et que P(j = 1, on a donc

n

D’où C 3 est satisfaite.

: Les notations étant celles utilisées dans la démonstration

=1 -dessus) on a ainsi montre qu’il existe une version de X, soit Y, à tra-

jectoires uniformément continues sur K, telle que, pour presque tout u~, il

existe un entier n o (w) E N tel que :

Remarque 2 ~ Soit soiL (p ) une suite d’entiers &#x3E; 0
n Il

1,elle que

Alors, pour tout s E K, on peut prendre pour s(n) le point
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Corollaire 1 : Soit q) une fonction positive croigeante sur JO,0153] et X
une version de r.

Si X est continu et si l’on a

et

alors X est à trajectoires uniformément continues sur K.

Preuve : La condition (III) étant satisfaite, la proposition est satis-

faite avec b 
n 

= 

n 
’ n’

Remarque : Ce théorème sera utile dans la recherche de l’existence de

conditions de H61der pour les trajectoires d’une version X de X.

Corollaire 2 : Supposons X continue. S’il existe une suite 
non

ments de P(K) x lR# vérifiant P(K,d ) et une suite (b n n de réels &#x3E; 0 avec

E telles que :
n

alors X est à trajectoires uniformément continues sur K.


