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§ 1. MESURES DE RADON FINIES.

Tous les espaces topologiques considérés seront séparés. On
appelle mesure de Radon (sous—entendu : finie 2 O) sur X, une fonction
sur la tribu borélienne de X, & valeurs dans]R+, dénombrablement additive

et intérieurement régulidre au sens suivant :

= Sup 2y
P(B) K compact u(K), pour tout B borélien.
K <B
En particulier, u est portée par une réunion dénombrable de compacts.
On dit que p est une probabilité de Radon si u(X) = 1. La théo-

rie de 1'intégration sera supposée connue.

§ 2. IMAGES DE MESURES.

Soit h : X — Y une application de X dans Y, espaces topologi-
ques, et soit p une mesure de Radon sur X. On dit que h est p-mesurable

Lusin si, pour tout & > 0, il existe un compact Ké c X, tel que :

u(X - Ké) < 6, et que la restriction de h a K6 soit continue.

Si h est p-mesurable, on définit la mesure image hp par
(np)(B) = u(h—lB), pour B borélien de Y; c'est une mesure de Radon sur Y.
Si f est une fonction sur Y & valeurs dans un Banach, elle est hp-intégra-
ble, si et seulement si h¥*f = f. h est u~-intégrable, et l'intégrale est
la méme. Si f est une fonction sur Y & valeurs dans un espace topologique
Z, elle egt hp -mesurable, si et seulement si fo h est p-mesurable, et il

y a transjitivité des images : f(hu) = (fo h)(n).

Proposition (152,1).

Si h : X—> Y est continue et injective, alors h : u+> hy, opé-
rant de l'espace des mesures sur X dans l'espace des mesures sur Y, est
injective,

Soit v une mesure finie sur Y. Pour qu'elle soit image par h

d'une mesure finie sur X, il faut et il suffit qu'elle vérifie les deux



propriétés suivantes. :

- 1) Elle est portée par h(X).
Alors 1l'application h—l: h(X) — X est définie v presque partout

sur Y.

- 2) n ! oest v-mesurable.

Démonstration : v¥#(Y-h(X)) = p*(#) = 0 si v = hy, donc la premiére con-
dition est nécessaire; supposons-la réalisée.

Si v = huy, 1l'application h_l° h = IdX est p-mesurable, donc

h"1 est hu-mesurable, c'est-a-dire v-mesurable.

!
Inversement, si h est v-mesurable, posons p = h “v; alors

hh "v=v ou hu:V-C.Q.F.D.

Proposition (1;2,2).

Soit h : X = Y continue. Pour qu'une mesure v sur Y soit image
par h d'une mesure sur X, il faut et il suffit qu'elle soit portée par

une réunion dénombrable d'images de compacts de X.

’ . . . - 3 . .
Démonstration : La condition est trivialement nécessaire, car si p est

portée par H K, v =hyest portée par g h(Kn).

Inversement, soit (Kn)n€DJune suite croissante de compacts de
X, et supposons v portée par g h(Kn).

- 1) Supposons d'abord X, Y compacts, h surjective, auquel cas la condi-
tion précédente est réalisée.

Alors v est une forme linéaire continue sur C(Y); les images
réciproques h*p = 9o h des 9 € C(Y) forment un sous-espace vectoriel de
C(X), et 9o h > v(p) est une forme lindaire continue sur ce sous-espace.
Par Hahn-Banach, elle se prolonge en une forme linéaire continue u sur
C(X), de méme norme ”u” = HVH. Mais on a u(1) = v(1) = ”v” = Hu”, donc
p =20, d'ou le résultat, car hp = v.

- 2) Passons au cas général. Soit Vo le produit de v par la fonction

caractéristique de h(Kn) - h(Kn—l)' Elle est portée par h(Kn), donc elle

est 1'image, par l'injection h(Kn) — Y, d'une mesure v;lsur h(Kn)'



En appliquant le résultat 1), v;l= hu;I, u; mesure portée par Kn’ de
méme masse que v;lou Vo Alors si By est 1'image de u'n par l'injection
K —> X, on vérifie sans peine que hp = v . Comme v = Tv ,et que

n
Hn(l) = Vn(l)s la mesure p = Ty, est finie et vérifie hy = v, C.Q.F.D.
n

§ 3. SYSTEME PROJECTIF DE MESURES.

! ;
p I ordonne

j | filtrant
!

Soit (Xi,ni j) un systeéme projectif d'espaces topologiques
b
(ni,j application continue de X, dans Xi pour i < j, avec ni,i = Idxi,
ni,k = ni,j° nj,k pour i < j < k). Soit X la limite projective, n,
son application canonique dans Xi'

Soit X un espace topologique, p; ¢ X —> Xi des applications

continues, avec P, = N pj pour i £ j. Par la propriété universelle

T, .
i,
des limites projectives, la donnée des 1 est équivalente a celle d'une

application continue p : X —> X , avec P, = T, ¢ P.

Un systéme projectif de probabilités relatif au systéme précé-
dent est la donnée d'une famille de probabilités de Radon, u; sur X,
i,j“j pour i € j. On se pose le probleme suivant : '
existe-t-il une probabilité de Radon p sur X, telle que Ky = P,H pour

tout 1 ?

telles que by =

THEOREME DE PROKHOROV (I;3,1).

Pour qu'il existe une probabilité u sur X, verifiant hy = PyH
pour tout i, il faut et il suffit que la condition suivante soit véri-
fiée : pour tout € > 0, il existe un compact K de X tel que, pour tout
i, ui(pi(K) 2 1-e., Si, en outre, les 1 séparent les points de X, p est

unique.



Démonstration : La condition est trivialement nécessaire, montrons

qu'elle est suffisante.

ler Cas : Les Xi sont compacts, X = X , p = IdX . C'est le cas de la
limite projective de mesures de Radon sur des °°compacts, traité dans
Bourbaki, Intégration, Chap.III, § 4, prop.8. (Bourbaki s'est canulé
inutilement en supposant les LR surjectives; on se convaincra que
?
c'est inutile, car de toute fagon My est portée par L ij,donc aussi
’
par . X = N m., .X., car on peut passer a la limite des mesures par
1 ® j=21 1,
un ordonné filtrant décroissant de compacts); la condition de Prokhorov

est toujours réalisée, avec K = X .

2eéme Cas : Les Xi sont quelconques, X = X , p = IdX . Supposons les Xi

==}
donc X@ complétement réguliers. Ils sont plongeables dans leurs compac-

v v v v v
tifiés de Cech X., et les n, . se prolongent en n, .: X, —> X.. Soit Z
i i, i, J i

V oy v
la limite projective des (Xi,ni j) (distincte de Xg). On a toujours,
Y
v

v
sur les Xi’ by = ni Ju.. Donc, il existe une limite projective p sur Z,
H

par le ler cas. Mais X; est un sous-espace de Z. Montrons que p est por-

tée par X, d'ou le résultat. Soit € > 0 et soit K_ un compact de X

tel que ui(niK) 2 1-¢ pour tout i. Alors p(%}lxin) =z 1-¢, Mais, d'apres

une propriété de la limite projective, K  étant fermé dans Z, K==Qx;1niKb
et comme c'est un ordonné filtrant décroissant de fermés :

u(K) = Inf p(%glxi Kw) 2 1-¢, ce qui prouve notre assertion.

On peut s'affranchir de l'hypothése de compleéte régularité des
Xi; nous ne le ferons pas, la démonstration est plus délicate et dans la

suite, les Xi seront des espaces vectoriels topologiques, donc complete-

ment réguliers.

3éme Cas, Cas général : Si la condition de Prokhorov est réalisée pour X

et les Py elle 1l'est a forfiori pour X et les T,y en prenant, pour tout
e>0, K = p(K), ou K est associé 3 € sur X. D'aprés le 2¢me cas, il
existe donc une mesure He surAX;, telle que Wy = T H, pour tout i, En ou-
tre, pw(p(K)) 2 1-g, donc p_ est portée par une réunion dénombrable d'i-

mages par p de compacts de X, donc Ky = PH, H de Radon sur X, d'apres la

-



proposition (I;2,2); et on a bien My = P;¢ pour tout 1i.

Unicité. Il y a toujours unicité dans le ler Cas (Bourbaki). Donc aussi
dans le 2éme, car une solution sur X, pour les s l'est a fortiori sur
Z pour les %i' I1 y a unicité dans le cas général, si et seulement si

p: X—>X_ est injective (prop.(1;2,1)), c'est-a-dire si et seulement

si les P, séparent les points de X.




