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XIT.1

§ 1. ELIMINATION DES HYPOTHESES D' APPROXIMATION

u une application liné-

Proposition (XII,131) : Soient E,G, des Banach,

aire continue p-sommante de E dans G.

"Alors elle est p-radonifiante de E dans G(G",G') dans chacun des deux cas

suivants :

1) 1le couple (E,E') a la propriété d'approximation métrique (expos

2) p = 1.
En outre, si les conditions de la proposition (XI,2;1) sont aussi réalisées .,

u est p-radonifiante de E dans G.

¢V, %4);

Démonstration :

1) Résulte de la proposition (V,431).

2) Soit d'abord p<+». Si X est un espace topologique, VvV une probabilite

sur X, Lm(X,v) est isométrique a C(i), ou X est le spectre de 1'
de Banach L” ; or (C(i},C'(i)) (proposition (V,4;2)) a la propriété a'ap-
’(Lw)v). Donc 1l'injection canonique

Lp)') (et dans

algebre

[e o]
proximation métrique, donc aussl (L
@ o) p
L - Lp, d'aprés 1), est p-radoniliante de L~ dans o((L ) (
LP, réflexif, si 1 <p<+»). Et alors un raisonnement analogue & celui du

§5 de 1'exposé 11, (en remplagant, pour p = 1, S par son adhérence dans
puis G par G(G",G')), conduit

5((L1)",(L1)'), c'est-a-dire par s(s",S'),

au résultat.

Pour le cas p = +°, E _,g(Gn,G') se factorise en passant par 1'application

identique de o(G",G'). I1 suffit donc de prouver :

Lemme : Si H est un Banach, 1'application identique de o(H',H) est

o-radonifiante et Hx”+m = uﬁ“rm'

rique sur o(H' ,H), de

Soit, en effet, A une probabilité cylind
pour tout g €H,

Cela veut dire queé,

type +=, avec, par exemple Hh“fm = 1. lai
ou que A est scalal-

E(A) est portée par 1l'intervalle [-lgll, +||gll] de R,

Mais alors, si W est une appli-

rement portée par la boule unité B' de H'.
cation lindéaire continue de o(H',H) dans un espace vect

finie, w(B') (compact) est 1'intersection filtrante des 1

oriel de dimension

ntersections finies
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de demi-espaces fermés qui le contiennent, donc w(A) est portée par w(B');
autrement dit, A est cylindriquement portée par B'. Le théoreme de
Prokhorov (I,351) dit que A est de Radon sur o(H',H), portée par

Q w_l(w(B')) = B' compact, donc d'ordre += sur o(H',H), avec Hk“+m = +1,

Exemples :'*Un opérateur de Hilbert-Schmidt d'un Hilbert dans un autre

est p-radonifiant pour tout p>0,

L'application identique d(ll,co) - 12 est p-radonifiante pour tout p>0.

En effet, elle est p-sommante (exposé VIII) de 11 dans 12, faiblement conti-
nue de d(ll,co) dans 12 (voir remarque page XI,3), ensuite ¢’ a la proprié-
té d'approximation métrique et 12 est réflexif. A fortiori, bien sir, elle

est p-radonifiante de 11 dans 12 pour tout p>0.

§ 2. CAS DES OPERATEURS NUCLEAIRES

Proposition (XII,23;1) : Un opérateur p-nucléaire é;gauche d'un Banach E

dans un Banach G est p-radonifiant.

D'aprés la définition du 83 de 1'exposé IX, u est p-nucléaire

a gauche si et seulement si elle se factorise par
E - 1° % 1P . @,

ou a est une application diagonale (cn)nEN'_* (ancn)nEIP avec

pX |anlp<<+® pour p<+®, 1lim « = 0 pour p = +» (en écrivant
n€EN n-—-o
u=ZSe'®g , E - 1% est définie par
n ¢ n e
n P
e - (<e, T >) , 1= G
°n'  neN
- = ! 1
par (cn)nGN T e g, et HenH). I1 suffit donc de montrer que

neEN
17 = 1P est p-radonifiante. Or, étant p-nucléaire, elle est p-sommante
(prop. 12 de 1l'exposé I1X). Puis (1m,1m)' a la propriété d'approximation
métrique ; 1P est réflexif pour 1 <p<+»=, dual séparable de Banach pour
p = 1, donc 1l'application est bien p-radonifiante pour 1 <p<+», Pour

_ . ) , . _ o
P = +°, avec (an)néNe ¢ , on peut écrire (Xn = Bn 'Yn, avec (Bn)nGNe c ,
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(Yn)nGN'E c’ 3 donc a se factorise par :
17 B os®ahy 1L oe(e®1h,

donc elle est ®-radonifiante de 1  dans 6(c0,11), donc dans c’ par Philipps.

En fait, on aurait pu, aussi pour p = 1, écrire an = Bnyn’ avec
1 o L1 A . .
(Bn)nEN'ejl , (Yn)nEN'e ¢, et utiliser le méme raisonnement avec une fac-
torisation
© 1 1 1 1
1”2 s(ah 0 Losat,ahn
. o 1 | 1 A
donc « est l-radonifiante de 1 dans 6(17,1 ), donc dans 1~ par Philipps ;
le fait que 11 est dual séparable de Banach n'a pas a intervenir. On pour-
rait méme n'utiliser Philipps nulle part: si A est cylindrique de type p
sur lw, B(A) est de Radon d'ordre p sur 6((1p)",(1p)‘), donc cylindrique-
ment concentrée sur les boules de (lp)" ; mais y envoie les boules de (lp)"
sur des compacts de lp, donc a(A) est cylindriquement concentrée sur les
compacts de 1p, donc de Radon d'ordre;)surll)par Prokhorov ; et ceci vaut

d'un coup pour tout p > 1).

On peut perfectionner, car o est méme faiblement continue de
c(lm,ll) dans 1P (dans ¢ pour p = +®), on peut alors appliquer la remar-
‘que qui suit le théoréme (XI,1;1), et comme 1! & 1a propriété d'approxi-
mation métrique, a est p-radonifiante de d(lm,ll) dans 1p, dans ¢’ pour

P = _+=.

Proposition (XII,2;2) (complément a (XI,2;1) et (XII,131)).

Soit u une application linéaire continue l-sommante d'un Banach E dans un

Banach G. Si E est réflexif, ou si son dual fort est séparable, -lars

u est l-radonifiante de E dans G.

Démonstration : Reprenons la factorisation :

Lm — L1

~

E

G
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L'application canonique L” - L1 est intégrale ; alors, avec les hypo-
theses indiquées sur E, la composée E - (Ll)" est nucléaire (Grothendieck,
these, chap. I, $4, corollaire du théoreme 9, et théoreme 10, page 132) ;
donc elle est l1-radonifiante d'apres la proposition précédente. Mais 1'i-
mage de E est dans le sous-espace vectoriel fermé S & L1 de (Ll)“, donc
(bien que 1'application E = S ne soit pas forcément nucléaire) elle est

l-radonifiante de E dans S (85 de 1'exposé XI), donc u : E -~ G l'est aussi.

Si u est p-sommante, et si G est réflexif, u est p-radonifiante

Remarque :
de E dans G pour p 2 1, approximativement p-radonifiante de E dans G pour
0 <p <1, d'aprés (XI,2;1) et (XII,151). Si c'est E qui est réflexif, la

présente proposition nous prouve que u est p-radonifiante de E dans G pour

1, et c'est vrai pour 1 < p < += par (XI,2;1) et (XII,1;1), et pour

p

p=

+o par le lemme du $1 (1l'application identique de E est »-radonifiante) ;
mais pour p<1, il n'y a aucun autre résultat que celui du théoreme (X1,151),

u est approximativement p-radonifiante de E dans o(G",G'). Méme remarque

pour la condition relative a E, avec p < +o,

§ 3. RECAPITULATION DES RESULTATS OBTENUS

Soit u : E - G p-sommante, E, G, Banach.

1) Si p = +» (ce qui signifie simplement que u est continue), elle est

p-radonifianfe de E dans 0(G",G'), dans G si E ou G _est réflexif ;

2) Si 1<p<+», elle est p-radonifiante de E dans G 3

3) Si p =1, elle est l-radonifiante de E dans o(G",G'), dans G si E ou

G est réflexif, ou si G est dual séparable de Banach, ou si E est un

Banach de dual fort séparable, ou si u est nucléaire ;

4) Si p<1, elle est approximativement p-radonifiante de E dans 0(G",G');

on peut remplacer o(G",G') par G si G est réflexif ou dual séparable

de Banach, et supprimer approximativement si le couple (ELE') a la pro-

priété d'approximation métrique.
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§ 4. PASSAGE DE p & ¢ =>p

On sait que, si u : E - G est p-sohmante, elle est gq-sommante
pour q 2p (prop. (VII,251)). On a donc un énoncé analogue pour les appli-
cations approximativement radonifiantes de E dans d(G",G'). Qu'en est-il

si on veut remplacer G" par G, ou supprimer approximativement ?

Proposition (XII . 431)

1) Si u est approximativement p-radonifiante de E dans G, elle est appro-

ximativement g-radonifiante de E dans G pour g = p ;

2) si u est p-radonifiante de E dans G, elle est aussi g-radonifiante de

E dans G pour q = p.

Démonstration :

Nous ne pourrons démontrer 2) que plus tard ; montrons 1). Soit donc A
cylindrique de type q approximable sur E. Alors u(A) a une image de Radon
d'ordre q sur o(G",G'). Mais ;. est a fortiori de type p approximable, donc
u(A) est déja de Radon (et d'ordre p) sur G. Mais dire qu'une probabilité
de Radon v = u(A) sur G a une image vV d'ordre q dans G(G",G'), cela veut
exactement dire qu'elle est déja d'ordre q sur G (car, pour q fini par

exemple,

x"]|% av(x" = x||? av(x
[, el ase) = el av()

Remarque : Si u est p-radonifiante de E dans o(G",G'), j'ignore si elle
est gq-radonifiante de E dans o(G",G') pour q = p.

§ 5. QUELQUES PROBLEMES OUVERTS

1) Peut-on supprimer toutes les hypothéses d'approximation ? Méme dans

des cas particuliers comme la remarque suit (XII,4;1), je l'ignore.

2) Pour tout P, 2 1, on connait des applications qui sont p-radonifiante

pour p > 1 et ne le sont pas pour p<1 (elles peuvent 1l'étre ou ne pas
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1'étre pour p = po). Rien de tel n'est connu pour p0'<1 : s8i une applica-
tion est p-radonifiante pour un p <1, dans tous les cas connus, elle 1l'est
pour tout p>0 (et méme pour p = 0, suivant ce qui sera wvu plus tard).

Avec des quasi-Banach au lieu de Banach on a, au contraire, des exemples de

coupure pour tout po>(L

3) Soit u approximativement p-radonifiante de E dans d(G",G') s si p=21,
elle est toujours, pour q>p, approximativement q-radonifiante de E
dans G lui-méme. (Car, pour q fini = 1, c'est automatiquement vrai, donc
pour q infini d'aprés 1) de (XII,4;1)). Ceci subsiste-t-il pour p<1 ?
Toute application approximativement O-radonifiante de E dans G(G",G')
est-elle approximativement gq-radonifiante de E dans G pour tout q>0 ?
Dans tous les exemples connus une application approximativement O-radoni-

fiante de E dans o(G",G') 1l'est en fait de E dans G lui-méme.

4) Dans tous les cas connus, une application l-radonifiante de E dans G

réflexif est O-radonifiante. Est-ce un théoreme ?




