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Résumé

On montre dans cet article la consistance forte de l'estimation par fonction spline de la
fonction moyenne m d'un processus stochastique du second ordre vérifiant la loi du
logarithme itéré dans C[0,T]. La fonction moyenne est supposée réguliére (m eH*0,T] ).
Les estimations considérées sont alors des fonctions splines d'interpolation de la moyenne
empirique issue de n réalisations indépendantes du processus connues en un nombre fini de
points de discrétisation. On étudie aussi le cas oR les trajectoires du processus sont non
seulement continues mais appartiennent elles-mémes a l'espace de Sobolev H¥0,T].

Mots clés : Espace de Sobolev, interpolation spline, estimation, consistance.
Classification AMS :62G 05,60 G 12, 65D 07

Abstract

In this paper we prove the strong consistency of the spline estimation of the mean
Sfunction m of a second order stochastic process satisfying the iterated logarithm law in
C[0,T]. We assume that the mean function is smooth (that is m EH"[O,T] ). The estimations
considered are then obtained by spline interpolation of the empirical mean defined from n
independent realizations of the process at a finite set of discretization points. We also study

the case when the paths of the process are not only continuous but in the Sobolev space
H*[0,T].

Keywords : Sobolev space, spline interpolation, estimation, consistency.
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1. INTRODUCTION

Les fonctions splines sont utilisées dans des domaines divers et de plus en plus
nombreux en Statistique, par exemple, en régression non-paramétrique (cf. Wahba
(1978), Nussbaum (1985), Silverman (1985),...), séries chronologiques (cf. Kimeldorf
et Wahba (1970), Peele et Kimeldorf (1977),...), estimation de densité (cf. Cogburn et
Davis (1974), De Montricher et al. (1975),...), et plus récemment pour I'approximation
spline de I'Analyse en Composantes Principales d'un processus ( cf. Besse et Ramsay
(1986) ).

Dans ce demier cas, on suppose systématiquement le processus centré. Or ce
n'est généralement pas le cas : la moyenne est inconnue et estimée point par point par la
moyenne empirique.

Lorsque les trajectoires du processus sont "lisses”, la moyenne posséde la méme
propriété. Inversement, on rencontre des processus dont les trajectoires sont peu
régulieres ( ou méme ne le sont pas du tout : processus de naissance et de mort,...) mais
ol la moyenne est cependant lisse ( cf. par exemple Ycart (1988) ). Il parait alors
souhaitable d'estimer cette moyenne par une fonction ayant le méme degré de régularité.

La question qu'on se propose d'étudier dans cet article a pour origine un
probléme statistique : 1a consistance de l'estimation par fonction spline de la fonction
moyenne m(.) d'un processus stochastique observé en un nombre fini d'instants. La
construction de fonctions de prédiction et d'estimation de la fonction moyenne d'une
série temporelle par des fonctions splines a déja été traitée par Kimeldorf et Wahba
(1970) et par Peele et Kimeldorf (1977), (1979), mais les problémes de consistance
n'ont pas été abordés a notre connaissance.

Soit X un processus stochastique défini sur un espace de probabilité (Q',&4 ", P)
et a trajectoires dans C[0,T]. On considére un échantillon (X; );en de X, suite de
variables aléatoires indépendantes, identiquement distribuées et de méme loi que X.
L'espace de probabilité considéré est donc (Q°,58',P)*M, noté plus simplement

n
(@,4,P). On pose alors X, = -152 X;, moyenne empirique issue de 1'échantillon, qui
i=1
ne sera supposée connue qu'aux instants t; d'un sous-ensemble fini T de cardinal fini q
de l'intervalle [0,T].
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On va s'intéresser a des processus possédant une fonction moyenne m "réguliére”
et, plus précisement, appartenant 2 un espace de Sobolev H¥[0,T]. L'idée est donc
d'estimer la moyenne (et éventuellement ses dérivées, qui ont dans certains cas une
interprétation physique) en interpolant par splines la moyenne empirique de 'échantillon
en un nombre fini d'instants. Ainsi, neN*, T, et @€Q étant fixés, on note H™Yw) le
sous-espace affine de HX[0,T) défini par :

H™Y©) = {u € HX[0,1] : Y €T, u(t)=X"(0)),
et on note ™(w,.) I'élément de HX[0,T] tel que :

b {&“-ﬂ(m,.) € H"(w)
\4 V€Hn'q(0), “ Dk Iﬁn'q((l),.) II L2[0.T] < II l)k v ll L2[0,T]'

L'interpolante m™ posséde la méme régularité que la moyenne théorique et
conduit ainsi A une estimation a priori raisonnable. Mais une estimation de ce type ne
sera vraiment justifi€e que si elle est consistante. On se propose donc de donner des
conditions suffisantes de convergence presque siire de I'estimateur spline vers m, si
possible dans H¥[0,T]. On va considérer pour cela des processus stochastiques vérifiant
la loi du logarithme itéré dans C[0,T], celle-ci étant notre principale hypothése d'un
point de vue statistique.

A T'aide de quelques résultats d'approximation fonctionnelle regroupés dans le §3,
on montre (Théoréme 4.1) que dans les conditions ci-dessus, la suite {r’x‘:""‘} converge
presque siirement vers m dans H¥[0,T] si la taille n de I'échantillon et le nombre q de
points de discrétisation tendent vers I'infini de telle maniére que qkn'm(log log n)!?2

tende vers z€ro, cette derniére condition étant exprimée de fagon rigoureuse a travers une
base de filtre sur N*xIN*.

On montre aussi (Théoréme 4.2) que si les trajectoires du processus sont non
seulement continues mais appartiennent en plus 2 1'espace de Sobolev H¥[0,T}, alors la
suite {31“"‘] converge presque siirement vers m(.) dans H“[O,’I‘] lorsque n et q tendent

vers l'infini indépendamment, méme si le processus ne satisfait pas la loi du logarithme
itéré.
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2. NOTATIONS

Soit keN* et soit [0,T] un intervalle borné non vide de R. Pour tout E=(&)s--n8g)
et n=(n;....,ng) de R%, on note :

q
<& .n>g = 2 &; n; le produit scalaire usuel dans R,
1=1

et <&>, =<& , &> lanomme correspondante .

Soit Hk[O,T] I'espace de Sobolev des (classes de) fonctions de L2[0,T] dont
toutes les dérivées (au sens des distributions) d'ordre inférieur.ou égal a k sont des
éléments de L2[0,T).

Si on note (.,.)g le produit scalaire usuel de LZ[O,T], HX[0,T] muni du produit
scalaire :

k
Vuyv e H0,T], ((u,v) = Y, (Du,DV),
=0
et de 1a norme associée :
Vuer[O,T], Ilu||k=((u»u))}(,29

est un espace de Hilbert réel séparable. On va utiliser aussi le semi-produit scalaire sur
Hk[O,'I'] défini par (u,v), = (Dku , D'S/)o et la semi-norme associée lu | x =, u)}"2 .

Soit Tq ={t; ,.. tq} un ensemble de q > k points distincts de [0,T]. On introduit
l'opérateur A, de £ (HX{0,T}, RY), défini par:

VueHY0,T], Agu=(u(t)...,ult)).

La continuité de Aq découle de I'injection de Sobolev de H¥[0,T] dans I'espace des
fonctions continues sur [0,T] (cf. par exemple Adams, 1975).

Soit u une fonction réelle définie sur [0,T]. Pour un T, donné, on appelle fonction
spline d'interpolation un la fonction "la plus lisse” rencontrant u aux points t; de Tq:

W=Tu=argmin { |v],:veH0T],Ajv=Asu).
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L'existence et unicité de 09 est garantie dés que q 2 k (cf. Laurent, 1972). De plus,
d appartient A un sous-espace S, (de dimension finie q ) de HX[0,T] appelé sous-espace
des fonctions splines. Cet espace est engendré par la base { o} ; i = 1,...,q) od o} estla
fonction spline d'interpolation telle que, pour tout t;de T, G =1,...,9)
of (t)=8§;;
Il est clair que:

q
VseS,,s= Y s(t)o],

=1

et par conséquent, en notant W, 1a matrice symétrique semi-définie positive de terme
général (o] .0} ) ,ona:

V 51,5€8; , (51,59 =<WqAgs;,Ag82>,.

3. QUELQUES RESULTATS D'APPROXIMATION FONCTIONNELLE

On regroupe dans ce paragraphe les résultats techniques qu'on va utiliser dans le
§4 pour montrer la consistance forte des M™4 comme estimateurs de la moyenne m d'un
processus stochastique.

La convergence des fonctions splines d'interpolation pour des données non
bruitées a été étudiée par de nombreux auteurs (cf. par exemple Atteia (1966), Schultz
(1973), Prenter (1975), Schumaker (1981) ). On va énoncer ici (Théoréme3.4) la version
unidimensionnelle d'un résultat de convergence plus général dii 2 Arcangeli (1986), qui
montre que si la distance de Hausdorff de T, 2 [0,T] tend vers zéro, alors la suite des
fonctions splines d'interpolation de f converge vers f dans Hk[O,'I']. On va utiliser aussi
(Théoréme 3.6) un résultat important montré par Utreras (1983), concernant le
comportement en fonction de q des valeurs propres associées aux fonctions splines
construites sur une partition réguliére de l'intervalle [0,T].

On définit h 55 et h g, par:

hmax = sup  inf lt-4] et h ;= min |t -y,

€[0,T] €T, Y
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On considere les hypothéses suivantes concernant la régularité asymptotique des Tg:
11 existe une constante C > 0 telle que :

H1) ;:'“—"‘ <C
(H2) im h g, =0.
q—reo

Soit T, un sous-ensemble fixé d'au moins k points distincts de l'intervalle [0,T].
Compte tenu de I'hypothése (H2), pour chaque q > k , on peut associer A chaque point t

de Ty un point tde Tytelque t = km 9. Pour tout q, on désigne par 'I% I'ensemble
q—ree

des points t?de T, ainsi associés 2 Ty et on considére la norme sur H¥[0,T] définie par :

VueBKOT], lullZ = ¥ wd)2+luk.
€T3

D'apres (Necas, 1967), ||| . |||q est €équivalente 2 la norme I . || K Sur I-lk[O,T]. On peut
énoncer alors les deux lemmes suivants :

Lemme 3.2 ( ARCANGELLI, 1986 )
Sous I'hypothése (H2), il existe un qq 2 k tel que pour tout q>qq, . |||q est
une norme sur HX{0,T] uniformément équivalente par rapport 2 q 2 la norme ] . || x

Lemme 3.3
Sous I'hypothése (H2), il existe un qq 2 k tel que la suite d'opérateurs d'interpola-
tion spline {Zq : @ 2 qg} est uniformément bornée dans i,(Hk[O,T]).

Démonstration : Compte tenu de la définition de I'opérateur d'interpolation splineZq ,

Yq=2k, Yu e H0,1],

Il Zull = ¥ Cped 2+ Sulk < 3 a2+ ulk = a2,
15€To 10€Tg
et on obtient le résultat par application du Lemme 3.2. I
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Théoréme 3.4 ( ARCANGELL, 1986 )
Si ('I‘q ; g2k} est une suite de noeuds vérifiant I'hypotheése (H2), alors :

YueHY0T], lm [0-ull,=0 .
q—dee

On signale que tous les résultats ci-dessus sont établis sous la seule hypothese
(H2). Cependant, on a besoin de 'hypothése (H1) pour énoncer le théoréme suivant, dii
a Utreras (1988). Ce théoréme montre le comportement en fonction de q des valeurs
propres de la matrice W, introduite dans le §2 et généralise au cas d'un découpage
irrégulier le résultat précédemment démontré par le méme auteur (Utreras, 1983) pour des
noeuds équidistants .

Théoréme 3.6 (UTRERAS, 1988 )
Notons 3? » i=1,...,q, les valeurs propres de la matrice W, rangées par ordre
croissant. Alors, sous les hypothéses (3.1) et (3.2),
e _ .9 _
¥1=-.= ¥x =0
et il existe deux constantes positives C, et C, indépendantes de q telles que :
3qpeN*:V q2qp Cq i < yf < C,qti%, i=k+l,..,q

4. APPLICATION A L'ESTIMATION DE LA MOYENNE D'UN PROCESSUS
STOCHASTIQUE

Dans tout le paragraphe, on suppose que X est un processus du second ordre &
trajectoires dans C[0,T); ceci s'écrit :

@3) E[Ix§2]1< .

On suppose aussi que la fonction moyenne m du processus est régulitre et, plus
précisement, que :

(H4) meHO,T].
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On suppose enfin que le processus vérifie la loi du logarithme itéré dans C[0,T},
explicitée ci-dessous. Avec les notations de I'introduction, posons S, =X;+...X, -nm.

On suppose donc qu'il existe un ensemble borné symétrique K dans C[0,T] tel que, en
notant, pour toute suite {x;}, C({x,}) I'ensemble de tous les points limites de la suite et
ennotant LLn=loglognpourn>23etlpourn=1,2:

S2_ )= kl-
®5) B Cllgiigm) = K} =1

En fait, K peut étre caractérisé comme la boule unité fermée de I'espace
reproduisant associé i la loi de X.

La loi du logarithme itéré pour des processus 2 trajectoires dans un espace de
Banach a ét€ €tudi€e par de nombreux auteurs. Des conditions suffisantes dans notre cas
(dans C[0,T] ) ont été établies par exemple par Kuelbs (1976a) et par Carmona et Kéno
(1976) dans le cas Gaussien. De plus, sous I'hypothése (H3), K est nécessairement
compact dans C[0,T] (Cf. Kuelbs, 1976b).

11 existe alors une constante positive C telle que :
. X"-m
(4.1) P{ lim sup I Grliin) I.sc } =1

Pour énoncer le principal théoréme de ce paragraphe, on a besoin d'introduire
encore quelques notations.

On définit :
VqelN*, VneN*, y(qn) =q*n2 (L n)'2.
On pose alors :

VielN*, VjeN*, V850, B(i,j,0) = {(qn)eN*xIN*; gi , n>j , y(q.n)<B},

B ={B(Gj0);ieN*,je N*,8>0).
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On vérifie aisément que B est une base de filtre sur N*xN*. De plus, pour une fonction
# quelconque sur W*xN*, notons limg $ la limite de & suivant la base de filtre B ; il
est clair que :

limgy=0.

Soit m™? I'estimation spline solution du probléme (P) énoncé dans l'introduction
de cet article. Le théoréme suivant montre que sous les hypothéses (H1) et (H2) assurant
la régularit€ asymptotique de la partition induite par les T, et sous les hypotheses (H3) a
(H5) concernant le processus, la suite {x’r\x“'q} converge presque siirement vers m dans
Hk[O,T] si n et q tendent vers l'infini de telle maniére que qkn' l’2(LL n)l’2 tende vers
zéro .

Théoréme 4.1
Sous les hypotheses (H1) a (HS),

limg m™ = m dans HX[0,T], presque siirement.

Démonstration :
42) Vq2k, VnelN*, YoeQ, | A™%w,) - m[l < | &™%a,) - 2]+ | &9-ml,.

Etant donné que m appartient 3 H[0,T], par application du Théoréme 3.4, 0n a :

4.3) im JA%-m|, =0
qree

De plus, par application du Lemme 3.2 :

3C>0, 3q,eN* : Vq2q;,VnelN*, ¥V weQ,

(4.4) | &™a,) - M1} < C Y (B Y0.) - HID)? + [A™Yw,.) - M2,
ReTs

Mais, compte tenu de la définition de H™%(w,.) et AI:

(4.5) Vg2k, VnelN*, VoeQ, Y (™, - AYD) = Y, X0, - m(D)?

ey ey

et, puisque M™Yw,.) et M3 sont dans Sq on a aussi (cf. §2):
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V g2k, YnelN*, V weQ,
|879@,.) - Bli= <W A A™Y(@,.) - &), A A™a,) - BT)>,,

soit encore :

V g2k, VnelN*, V weQ,

|6r9@,) - B} < 4§ ¥ X@.t) - m)?.
T,

Alors, par application du Théoréme 3.6 :

3C>0, 3q,eN* : ¥V q2q,, VneN*, ¥V wel,
2 2

(4.6) |8 9(w,.) - M < C q2c-1 Y, XP(w.t) - m(t)>
teT
1 q

Compte tenu de (4.1), il existe un ensemble Q* de probabilité 1 tel que :
3C>0, (V @eQ*, Ing(w)eN*) : ¥ n2ny(a),

2( X™(@.1) - m(t;) > < Cq n-lLLn,
“@.n €T,

Y. (X™(@,1) - m(1d) )> < C n-1LLn .
q
0€To

Posons qq = max(q,,q,); on déduit des expressions (4.4) 2 (4.7) :

{3 C>0, (VY 0eQ*, Ang(w)el*) : V q2qq, ¥ n2ny(w),
I 5™w,.) - 42 < C (n-1LLn + (y(q.n))?)

Le théoréme découle alors de (4.2) et (4.3). 1
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De plus, le théoréme 4.1 peut étre considérablement amélioré si les trajectoires du
processus, au lieu d'étre seulement continues, appartiennent elles-mémes a I'espace de
Sobolev HX[0,T]. Dans ce cas, remplagons (H4) et (HS) par I'hypothése suivante :

(H6) Le processus X(.) est A trajectoires dans HY[0,T] .

Sous I'hypothese (H6), la suite (X,} et la fonction moyenne m sont dans
H"[O,'l']. De plus, H"[O,T] étant séparable et compte tenu de l'hypothése (H3), la loi
forte des grands nombres dans H¥[0,T] permet d'écrire :

4.8) im | X,-m ||,=0, presque sirement.
n—oo

Le théoréme ci-dessous montre que, dans ce cas, la suite { m"a )} converge presque
sirement vers m dans H¥[0,T] lorsque n et g tendent vers 1'infini indépendamment.

Théoréme 4.2
Sous les hypothéses (H2), (H3) et (H6),

im m9=m dans H¥[0,T], presque siirement.
n,q—eo
Démonstration :

& -m |, <l &, -m) [+ Tm-mf,
<13 le@xom 1Za-mly+ | Sgm-m |,

et, compte tenu de (4.8), on obtient le résultat par application directe du Lemme 3.3 et du
Théoréme 3.4. 1

5. CONCLUSION

Des résultats de convergence similaires 2 ceux obtenus ici pour 'estimation par
spline d'interpolation sont nécessaires également dans le cas o la fonction moyenne m(.)
est estimée par spline d'ajustement 2 partir des valeurs 7(1.('1):---, )_(n(tq). SiAg>0est
un réel fixé, on peut montrer que sous des hypothéses similaires a celles considérées
dans cet article, la famille des splines d'ajustement {r’x‘)“i"; (n,g,))eN*xN*x]10,3,]}

converge presque siirement vers m dans Hk[O,T] (cf. Biritxinaga, 1987 et 1988).
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Les résultats de cet article sont le fruit de nombreuses discussions avec B. YCART
et R. ARCANGELL, que l'auteur remercie vivement.
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