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Résumé: Le but de cet article est d'émdier les méthodes d'ajustement de tableaux qut
découlent de la minimisation de critéres de dissimilarités sous les contraintes données par des
marges fixées. Nous montrons d'abord qu'il existe une solution pour tous les critéres de type
quadratique. Ensuite, nous définissons un ensemble de propriétés pour les méthodes
d'ajustement et nous étudions de manidre sysiématique les propriéiés que possédent la plupart
des méthodes proposées.

Abstract :  This paper aims 1o study the table adjustment methods which are derived from the
minimization of a dissimilarity criterium under the constraint given by the fixed marginal
totals. First of all, we show that a sclution exists for any quadratic criteria. After that, we
define a set of properties for the adjusiment methods and we search systematically the
properties that the most proposed methods possess.
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1. POSITION DU PROBLEME

Le probléme est simple : on dispose d'un tableau de fréquences et on veut trouver un
tableau "proche" de ce tableau qui posséde des marges fixées; ce probléme se résout
généralement en minimisant un critére de dissimilarité entre le tableau de départ et le tableau
recherché sous les contraintes que le tableau recherché possede bien les marges désirées. I1
est possible dés lors de définir différentes méthodes d'ajustement en fonction du critére de
dissimilarité choisi. La résolution de ce probléme trouve de multiples applications
particulierement en théorie des sondages. Ainsi, les méthodes d'ajustement de tableaux
permettent de "caler” les résultats d'un sondage sur ceux d'un recensement (stratification a
posteriori ), de modéliser des non-réponses et d'effectuer des projections de tableaux. Ce
probleme, déja traité par Deming et Stephan [3] en 1940, a fait 1'objet depuis lors de
multiples publications, citons entre autres : Thionet [16] [17], Froment et Lenclud [8],
Stemmelen [14], Benzécri [2] et Madre [11] [12].

Signalons également qu'il est possible d'ajuster un tableau A des marges en utilisant la
formule de reconstitution de l'analyse factorielle des correspondances. Cette méthode,
proposée initialement par Stemmelen [14], fut développée ensuite par Benzécri, Bougarit et
Madre [1], Escofier [5], Fichet et Gbegan [6], et Tillé [18]. Nous nous bornerons ici 2
étudier les méthodes issues de la minimisation d'un critére de dissimilarité. Apres un bref
rappel des diverses méthodes existantes, nous allons montrer que nous pouvons trouver des
solutions pour tous les critéres de type quadratique. Ensuite, nous définirons plusieurs
propri€tés que peuvent posséder les méthodes d'ajustement de tableaux et nous examinerons
systématiquement les propriétés des différentes méthodes d'ajustement.

2. LES METHODES EXISTANTES
Soit un tableau de fréquences F = (f;) de dimension nxp, telque XX f; = let f; > 0,
1 ]

V i, j , dont les marges sont fi = (f;,.., fj,..,fy)etfy=(fy,.., £ 1)
nous cherchons un tableau G dont les marges sont g1 = (gy.,.., &.,.., &) €t

g1=(81.--58j .-, 8p) Le tableau G doit étre proche de F, nous verrons que c'est en

fonction du critére de dissimilarité défini entre F et G que nous obtiendrons des résultats
distincts,

2.1 Solution avec la distance euclidienne des fréquences

La solution des moindres carrés fut la premiére 2 étre proposée par Deming et Stephan
[3] en 1940. Elle consiste a minimiser la distance euclidienne définie entre Fet G :

dG.H=3 Yl - fi) . @.1.1)
i

sous la contrainte que G ait bien les marges désirées. L'élément général du tableau ajusté vaut
alors :

gi. - fi. , 8tk
P n

gij = fi + Vi (2.1.2)
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2.2 Solution avec le cri adratique pondéré

Une deuxiéme solution, donnée par Madre [11], consiste & minimiser la distance
quadratique pondéré :

2
_ (85 - fi)
c,(G,F)-iZjZ[h £+ (g ][hg; + (0-WE ] he 10,10, (22.1)

I'élément général du tableau ajusté vaut alors :
gi =fj - fifj + & g Voij. (2.2.2)

2.3 Utilisation du phi-deux de contingenc

Une solution proposée également par Stephan [15] consiste & minimiser le phi-deux de
contingence :

2 (&; - f..)z
0(G,P=3 3= . (2.3.1)
i ij

La solution est donnée en résolvant le systéme suivant :

gij= fU (A'I+u'_|) Vi=1,..,n j=l,..,p'1

= f. A Vi=1,..,n
P LA 2.3.2)

gi
Zgij=g.j Vij=1,..,p1
i
>
i

Le systéme peut étre résolu soit comme un systéme linéaire soit par l'algorithme de
Stephan [15]. La méthode A.S.AM. proposée par Durieux et Payen [4] aboutit (au cas ol les
variances sont proportionnelles aux effectifs) également 4 la minimisation du phi-deux.

2.4

Cette distance vaut :

d’(G,F) = Z Z[gfgl ; —“—] . (2.4.1)

Le probleme d'ajustement est soluble et il existe une solution unique, ce probléme a été éudié
en détail par Fromend et Lenclud [8].

2.5 Critere du rapport uniforme

Nous utiliserons également le critére du rapport uniforme que nous définirons ainsi :
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Cy(G.F)= ZZ[g” . ] Z(g” ) 2.5.1)

Nous verrons que l'on peut également resoudre le probleme d'ajustement défini par ce
critére, le tableau ajusté est 1'unique solution du systéme :

fij[1+fij(li+l»lj)] Vv i=1,..,n j=1,..,p-1
p=fip[1+fipli] Y i=1,..,n

g.

Y &ij= & Vij=1,..,pl
i

2

]

gij
2.5.2)

Bij = &i. V i=1,..,n.

2.6 Information 11 i R

Enfin, la minimisation en G de l'information de Kullback :

(G, F) = ZZ g logg“ (2.6.1)

sous les contraintes des marges, aboum a l'algorithme R.A.S. Cet algorithme est décrit, par
exemple, par Madre [11]. La solution de l'algorithme fournit I'unique solution du systéme

gij=fijaiﬁj V i=1,..,n j=1,..,p-1

8ip = fip o v i.=1,..,n 2.62)
Y &= g V j=1,..,p1

i

z gij=gi. v i=1,..,n

j

3. CRITERE QUADRATIQUE GENERALISE
3.1.Le probleme

Nous allons montrer qu'il existe une solution pour un critére quadratique tout 2 fait
général. Ce critére, nous le définirons ainsi :

2
Cfobeges
C(EG) =y, Y, Lt Duta) (3.1.1)
i Y
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ouaj;>0,b;>0etc;;>0 V i,j. Cecritre est différentiable et strictement convexe en
G eneffet :

2

3’ C(F,G) _ 2bj;
o gizj Cij
3> C(F,G) _

d g; j d gij -
Minimisons ce critére par rapport 3 G sous les contraintes :

>0 V i,j,

0 V Gp=GEhj).

Y gy=g& Vi,

’ (3.1.2)
Yogi=8; Vi.

i

3.2.Existence et unicité de 1a solution

Géométriquement, le probléme consiste 2 projeter le tableau'F sur la variété affine définie
par les contraintes. La fonction 2 minimiser est convexe et les contraintes sont linéaires; nous
sommes donc assurés de I'existence et de 1'unicité de la solution.

3.3.Résolution

Remarquons d'abord que les n+p contraintes définies en (3.1.2) ne sont pas
indépendantes puisque

;ngij = jzizgij =1.

Afin de pouvoir utiliser la technique des multiplicateurs de Lagrange qui requiert I'hypothése
d'indépendance des formes linéaires obtenues en dérivant les fonctions définissant les
contraintes, il convient de supprimer une des équations du systeéme (3.1.2) (nous
supprimerons ici la derniére équation). L'unicité des multiplicateurs de Lagrange est alors
assurée. La fonction lagrangienne définie par ce probléme s'écrit alors :

- - [aijfij'bijgij]z LU Ly 2
LO=3 Y0 230 [ Yei- e]-2 2 0 [ Yei- £5] . 63D
i=1 =1 =1 i=1

i=1 j=1 ij

En annulant les dérivées premigres par rapport aux gij» A et Hj» nous obtenons le systeme a
np + n + p -1 équations et inconnues :
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. i = cu TR TR M; V i=l..,n,j=1,..,p-1

2

b; b;

L gip = Zip PP g o+ A, V i=l..,n

ip “ie (3.3.2)

Yegj=28; Vi=1,..,pl
i

\Zgij: gi. V i=l..,n
i

Afin de déterminer les valeurs des A, et i . Nous allons résoudre le systéme suivant  n+p-1
€quations et inconnues issu du systéme (3.3.2)

P a;;f;; P p-l o
j i ij ‘o
2 b 2—2 Z _Zuj Vi= 1, ,
j=1 ij j=1 i' =1 bl.l
(3.3.3)
n J n c]] n cU
z +2—2ki+p.12—2 Vij=1,..,p1
i=1 i=1 b1_| i= blj
Ce systéme peut également s'écrire
Poa;f c
. Jtij Cij
gi J_Zl bl.l p-1 b'2.
A = - p” B Vi=l,..,n
ii i=1 zi
j=1 bf’ j=1 blzj (3 3 4)
a;;f;) Cij
= i=1 bij Z b_2
By = -2 L2, Y j=1,...,p-1
c; :
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Si nous posons

71'=(T11,--,Tlia--

N R A IR
P M) €= €1, £ pp) O

gi.'Z%l

P oa.f.
=t Y

=3
|

< Sij

2

ii

—

et

ji=1,..,p-1

..p-1,

nous pouvons écrire le systeme (3.3.4) sous forme matricielle :

A
T

n - Hup
e—E'A.

Nous voulons déterminer A et u. De (3.3.9) , nous tirons :

p=¢e-E(m-Hu),
(I-EH)p =

ce qui nous donne :

e-En ,

vuj’--

s p'p-]_):

(3.3.5)

(3.3.6)

(3.3.7)

(3.3.8)

(3.3.9)

(3.3.10)

(3.3.11)
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ol I est la matrice identité. Posons :

W=1- EH , (3.3.12)
et
v =¢ -En, (3.3.13)
I'’élément général de W est donné par :
Sij Sk
n 2 .2
bi; bk .
Wik = 80=k) - - n Viji=1,.,p1 k=1, .,p-1(3.3.14)
i=1 Cij Cij
25 (25
i=1 by \i=1 bj;

ol 80=k) est la fonction de Kronecker. Nous pouvons donc déterminer les valeurs de A et p
qui fournissent une solution au systtme (3.3.9) :
pr=w-ly , (3.3.15)
A*=n-Hp*.
Comme l'existence et l'unicité des multiplicateurs de Lagrange est assurée, W est toujours

inversible. Connaissant u* et A*, nous pouvons déterminer le tableau G* qui fournit la
solution du syst¢éme (3.3.2). La valeur du critere C(F,G*) vaut alors :

. * *l2 %2
L] = Ci:lA. v U A
C(F,G*) =Zi i 2”’ + ),
b2

i=1 j=1 i i ip
Montrons maintenant que G* est bien un minimum. Soit G™ un autre tableau qui satisfait aux
contraintes données par (3.1.2), on peut toujours écrire :

(3.3.16)

G~ =G*+2Z
Z=[zy] ,

Zzij=0 VJ
S
j

et

[
o
<

On voit directement que

22
- L bZ 2%

C(F,G) = C(F,G*+2) = C(F,G¥ + ) S ‘CJ—Z'J (G.3.17)
j=t 4

i=1 j=
et donc que

C(F,G) = C(F,G*) .

La solution est relativement simple. La seule difficulté de calcul consiste en l'inversion
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de 1a matrice W. Il est clair que cette démarche reste valable si on transpose le tableau F, nous
pouvons donc toujours faire en sorte que la dimension du tableau a inverser soit le minimum
de n-1 etde p-1. 1l est alors facile de programmer une solution pour la plupart des distances
usuelles qui découlent de la distance quadratique généralisée. L'ajustement d'un tableau a des
marges avec le critére quadratique généralisé est bien siir une généralisation des méthodes
exposées au § 2.1,2.2, 2.3, 2.4, 2.5. 1l faut toutefois préciser que, pour le critére du rapport
uniforme, le critére du phi-deux et l'information de Kullback, la fonction 2 minimiser n'est
plus définie si un ou plusieurs éléments du tableau de départ sont nuls, l'existence et l'unicité
de la solution ne sont alors plus nécessairement assurées. Pour que le probleéme d'ajustement
ait encore une solution, il faut qu'il existe au moins un tableau possédant les mémes éléments
nuls que le tableau de départ et ayant bien les marges fixées.

Nous avons développé un logiciel en Turbo-Pascal permettant de réaliser ces divers
ajustements. Ce logiciel est a la disposition de toutes personnes intéressées.

4. PROPRIETES DES METHODES D'AJUSTEMENT DE TABLEAUX

Si G est l'ajustement au tableau F, qui minimise le critére C entre ces deux tableaux sous
les contraintes des marges gj_€t g j, nous noterons :

G = Ajusc(F,g1,81)
cette méthode d'ajustement. Un ajustement peut selon le choix du critére présenter ou non
certaines propriétés. Les propriétés que nous énongons ici se rapportent a des tableaux de
fréquences. Nous supposerons que tous les éléments ces tableaux sont positifs. L'étude de
ces propriétés nous permettra de nous guider dans le choix de la méthode d'ajustement.

4.1.Propriété d'agrégation forte

Une méthode d'ajustement posseéde la propriété d'agrégation forte si le tableau obtenu en
agrégeant deux lignes (ou colonnes) avant ou aprés I'ajustement est toujours identique.

4.2. Propri¢té d'agrégation restreinte

La propriété d'agrégation faible s'exprime de la méme maniére que la propriété
d'agrégation restreinte mais les lignes (ou colonnes) agrégées doivent étre de méme profil.

4.3. Persistance de l'indépendance

Si le tableau F présente une situation d'indépendance : fiy="fi. f; Vij,etqueles
€léments du tableau G donné par :
G = Ajusc(G .gL.,83)>

peuvent toujours s'écrire sous la forme : g;; = g; gj V ij ., la méthode d'ajustement
possede la propriété de persistance de I'indépendance.

4.4 Réversibilité

L'ajustement est réversible quand, quelque soit le tableau F et les marges g et g j:
F = Ajusc(Ajusc(F, g1.,83),fL.f)).
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4.5.Conservation des éléments positifs

L'ajustement conserve les €léments positifs si le tableau ajusté a des marges positives
garde toujours tous ses éléments positifs ou nuls.

4.6.Conservation des éléments nuls

L'ajustement conserve les éléments nuls si, & tout élément nul du tableau a ajuster,
correspond un élément nul du tableau ajusté.

4.7 . Propriété d'additivité

Soit les marges g (1), g j(D et les marges g1 @, g 1@ qui sont telles que :
hg®+A-h)g®=1f Viel,

hg.j(1)+(1-h) g'j(2)= fj V jel he ]0,1[
L'ajustement posséde la propriété d'additivité si
=h Ajusc(F, gr.(D, g jM) + (1-h) Ajusc(F, g1 @, g)@).

4.8. Persistance des égalités de profils

Une méthode d'ajustement posseéde la propriété de persistance des égalités de profils si
deux profils égaux avant I'ajustement restent toujours égaux apres l'ajustement.

On remarquera immédiatement que la propriété d'agrégation forte implique la propriété
d'agrégation faible et que la propriété de persistance des égalités de profils implique la
propriété de persistance de l'indépendance. De méme, la conservation des €léments nuls
implique qu'il n'existe pas de solutions au probléme d'ajustement quand le tableau de départ
contient des éléments nuls répartis de telle maniére qu'aucun tableau possédant les mémes
éléments nuls n‘aient les marges fixées.

5. AJUSTEMENTS, CRITERES ET PROPRIETES

5.1.Distance euclidienne

Proposition 5.1.1
L'ajustement avec la distance euclidienne est réversible.
Ceci résulte directement de 1'application de la formule d'ajustement (2.1.2).

Proposition 5.1.2

L'ajustement avec la distance euclidienne possede la propriété d'additivité.
)

Soient les marges gg), gy, gla) et gg) telles que
1 2
hei + (-ngf = f,

h=[0,1 .
2 2 )
he?+ a-mg? =1,
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Soient les tableaux G(1) et G(2) obtenus en minimisant la distance euclidienne des
fréquences sous la contrainte que les marges imposées soient :
respectivement gg ), g(}) et gg), gf}) . Nous trouvons directement que
() ()] @ @
) _ g -fi  gj-f; gi -fi  gi-f;
hgl_] + (l-h)g“ = h[fl] + P + n + (1- h f“ + P + n

= flj V i,j.

5.2.Distance quadratique pondérée

Proposition 5.2.1

L'ajustement avec la distance quadratique pondérée posséde la propriété d'agrégation
forte. Soientk et k’ deux lignes du tableau F, calculons par (2.2.2) la valeur d'un élément de
la ligne obtenue en agrégeant ces deux lignes aprés l'ajustement :

g+ 8 =iy - f £ + g gj+ fiej - fie £ + 8k, 8 vj

=(fy5 +fiej) - (i + fie ) £ + (8 + &) 8 Vi,
ce qui est bien I'élément général de la ligne obtenue en agrégeant ces deux lignes avant
I'ajustement.

Proposition 5.2.2

L'ajustement avec la distance quadratique pondérée posséde la propriété d'agrégation
faible.

La propriété d'agrégation forte impliquant la propriété d'agrégation faible, cette
proposition découle directement de la précédente.

Proposition 5.2.3
La situation d'indépendance persiste aprés 1'ajustement avec la distance quadratique

pondérée. En effet, sify; = f; f; Vi,j,
gj=fif;- fif;+ g g;=28.8; Vi.j

Proposition 5.2.4
L'ajustement avec la distance quadratique pondérée est réversible. En effet, si nous
réajustons le tableau aux marges du tableau de départ, nous obtenons directement de (2.2.2) :

fij - fifj+ 8.8; - 8.8+ fif; =1 Vi,j

5.3.Critére du phi-deux

Proposition 5.3.1

L'ajustement avec le critére du ¢2 posséde la propriété d'agrégation restreinte.

Supposons que les deux derniéres lignes (n - 1) et n du tableau F aient les mémes
profils. Si G est le tableau ajusté en minimisant le ¢2, les gij A et M; sont I'unique solution
du systeme (2.3.2). Calculons d'abord 1'€lément général de la ligne obtenue en agrégeant ces
deux lignes aprés l'ajustement :

Bnj * Bm-1)j = foj (A + 1) + fn-1)jReeugy + 1) YV j=1,..,p1
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gnp + En-Dp = fnj An *+ fn-npAa- 1

i _ fooy
f“- f(l'l-l).

f
(80 + 8n-1yi] = [ + f(n-l)j]l :

faka + fa 1). 2.

Si G~ est le tableau obtenu en agrégeant les marges avant l'ajustement, les g;;~ sont I'unique
solution du systéme :

Comme , nous avons

.z'n + f(n-l).l'(n-l)
fn. + f(n-l).

+ I Vij=1,..,p1
(5.3.1)

g = fij(l;+ u,) Vij=1,..,p-1,i=1,...,n-2

8= fipd;  V i=1,..,n-2
g;“'l)j=[f(n-1)j+fn.i][l(n-l)*'“'j] Vi=1,..,p-1
g(~n-1)p=[f(n-l)p+fnp]l(n-l)

Y gi=8 Vi=1l,..,n-2

j

Zg?n i~ 8.t Bm-1n). (5.3.3)
j

Y g =g, Vij=1,..,p-1.
i

En prenant

Fl,- ll, Vj=1:~-1p'1

A, A, Vi=1,..,n-2

- — fﬂ-xn + f(ﬂ N x(n-l)
@n = fn. + f(n-l) ’

nous obtenons une solution du syst¢me (5.3.2), cette solution est unique pour G~, et le
tableau obtenu en agrégeant les deux derniéres lignes avant ou aprés l'ajustement est
identique.

Proposition 3.2 )
L'ajustement avec le critére du phi-deux conserve les éléments nuls.



65

La premitre équation du systeme (2.3.2), auquel doivent satisfaire les g;; , implique que
si un des éléments de F est nul, 1'élément correspondant de G est nul également.
Proposition 5.4.2

L'ajustement avec le critére du phi-deux posséde la propriété d'additivité.
Soient les marges gg), gg) et gf) , gg) telles que
[}

hg+ (1-m gP =g

(5.4.1)
hgl+a-ng?=1;

Les tableaux G(1) et G(2), obtenus en minimisant le phi-deux sous les contraintes que
leurs marges soient respectivement gy , gy et g , g , sont les uniques solutions des
systémes,

@ © o
(gg‘jl) = fij(’*i + M , Vi,j=1,.,p-1

@
80 = £, Vi
o0 G q=1,2 (5.4.2)
Y gl =g Vi
j
( :
PIRE Vi=1,.,p1
i

Calculons maintenant le tableau F~ donné par la relation
FF =GO h + G@ (1-h) .
F~ est une solution du systéme :
~ 1) ()] @) @ L.
fi; = [h?&i +(1-hA;, + hyp, + (1-hy | Vi, j=1,

...pl
. m @]
fi = fip hxl +(1-h) }.i Vi

Y fij=f;
i

-]

(5.4.3)
Vv j=1,..,p1

ka;-: fi. Vi .
j

Or, nous savons que I'unique solution de ce syst¢me est telle que
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= f,,

; Vi, j

¢)) (¥)) (1 ) ..

h?\.i +(1-h)ki +hp.j -(l-h)p.j =1 Vi,j=1,..p-1
m @) )

ha, + @A-h, =1 Vi

5.4.Distance des rapports & l'indépendance

Proposition 5.4.1

L'ajustement avec la distance des rapports a l'indépendance conserve la situation
d'indépendance.

En effet, sif;; = f; f; Vi, j, la distance est nulle si 8ij = 8.8 Vij. Ladistance
étant positive ou nulle, elle réalise dés lors le minimum; or, ce minimum est unique, donc
l'unique solution pour G caractérise également la situation d'indépendance.

5.5.Critere du rapport uniforme

Proposition 5.2.1

L'ajustement avec le criteére du rapport uniforme conserve les éléments nuls. Ceci
découle directement de la premigre équation du systéme (2.5.2).

Proposition 5.2.2

L'ajustement avec le critéres du rapports uniforme admet la propriété d'additivité. La
démonstration se base sur le méme raisonnement que dans le cas du critére du phi-deux.

5.6.Information de Kullback

Proposition 5.6.1

L'ajustement avec l'information de Kullback posséde la propriété d'agrégation restreinte.
Soient F un tableau dont les deux dernitres lignes sont de méme profil, et G le tableau
obtenu en ajustant, avec le critére d'information, F aux marges g; et gy. Le tableau G est

l'unique solution du systéme (2.6.2). Calculons I'élément général de la ligne obtenue en
agrégeant les deux derniéres lignes aprés l'ajustement;

Em-1j + gn.l = f(n-l)j (X.(n_]) B_] + fn] o, BJ V_] =1,.., p-1 (5.6.1)
Bm-np * 8p =fn-1p %u.1) * fap Oy ,

comme les lignes n et (n - 1) ont les méme profil :

fn - 1). .1y fo o, B. Vi
fn.1). + fo )

[g(n -t gnj] = If(n- n; + fnj] =1,..,p1 (5.6.2)

f, o +f, a
(n-1). %n.1) n Y
+ =[f, . + f
[g(n np gnp] [ m-p “P][ f(n . + f, :|

Si G~ est le tableau obtenu en agrégeant les deux derniéres lignes avant I'ajustement, les
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gij™ soni l'unique solution du systéme :

gij = fija:B; vij=1,..p-1i=1,....,n-2

gip = Fip®; ¥ i=1,..,n-2

£ 1)j=[f(n-l]j+fnj] a;n,l)B] Yi=1,..,p-1

E(n np= [f(n.np + f,,p] 0.;“ ) (5.6.3)

zg;}=gi- Vi=l.....n'2
i
Z Etn Dj= &t B 1) .

i
Zgi—j =g; ¥Yi=1,..,p-1
i

En prenant ﬁj=Bj Yj=1,..,p1
lli = U.i Vi=l,...|n'2
~ oyt e Q.
-1 =

fh. + -1y, '

nous obtencns une solution pour le systéme (5.6.3), cette solution est unique et les tableaux
obtenus en agrégeant les deux dernidres lignes avant ou aprés l'ajustement sont identiques.

Proposition 5.6.2
L'ajustement avec le critére d'information conserve la situation d'indépendance.
Sif; = f; f; le tableau G ajusté est 'unique solution du systéme :

(5.6.4)
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Enprenant o, = Ei. 8p Vi
i fp
£ .
ﬁ.:-‘Lg'J Vj=1,..,p-1 etdonc
1 gp f.j
8ij = 8i.8. Vi,j,

nous avons l'unique solution du systeme (5.6.4) .

Proposition 5.6.3

L'ajustement avec l'information de Kullback est réversible.

Le tableau G qui ajuste le tableau F aux marges g;_et g y est 'unique solution du systéme
(2.6.2) . Notons F~ le tableau obtenu en ajustant G aux marges de F. Le tableau F~ est

I'unique solution du systéme :
( fij= fijo;Bj o B;  Vij=1,..p-1
fi, = f o o, vi
2 fi=fu Vi (5.6.5)

En prenant a:=-1— Vi, ﬁ:=i ,
o, B j
I'unique solution pour F~ du systéme (5.6.5) .

vij, fij = fj; Vi, j , nous trouvons

Proposition 5.6.4

L'ajustement avec le critére d'information conserve les éléments nuls. Ceci découle
directement de la premiére équation du systéme (2.6.2).

Proposition 5.6.5

L'ajustement avec le criteére d'information conserve les éléments positifs. Cette propriété
découle de l'algorithme R.A.S. En effet, 4 chaque itération, chaque €lément du tableau, est
multiplié par un nombre positif.

Proposition 5.6.6
L'ajustement avec l'information de Kullback conserve les égalités de profils.

Soient k et k’ deux lignes de méme profil. Calculons I'élément général du profil de
chacune de ces deux lignes aprés l'ajustement
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. f.:B.
ligne k : B _ _ fPi Vi=1,.,p-1
k. p1
fkj BJ + fkp
j=1
Bxp _ fip
k. p1
z fi; By + fip
j=1
. fo.. B.
ligne k' : Euj _ ki B Vij=1,.,p-1.
gk, p-1
fij By + fup
j=1
8x'p _ fiep
Ex'. pl
2 fiej By + fup
=1
Comme k et k’ ont le méme profil nous avons
fkj fk'_] .
E = f—k-' VJ .
Nous obtenons
fy.
i £ i s
-4 Vij=1,..p-1
gk' fk p-1
f_.. 2 fiey Bj + fiep
k. i
8k;j .
= == vVj=1,..p-1
Ek. ! P
et
fx
X £,
Bep _ fo *7
gk’ -1
fi. |%
o E fioj By + fip
= Ekp
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5.7 .Tableau récapitulatif

Pour montrer qu'une méthode d'ajustement ne posséde pas une propriété, il nous a suffi
de trouver un contre-exemple; ces contre-exemples sont présentés en annexe. La case qui
contient un point d'interrogation indique que nous n'avons pas trouvé de démonstration
permettant d'attribuer cette propriété a cette méthode d'ajustement, mais que nous n'avons
pas non plus trouvé de contre-exemple.

Critére dist. dist phi- dist. crit, Inf.
eucl. quadr.  deux " rapp. rapp. Kull.

Propriétés pond. ind. unif,
Agrégation forte non oui non non non non
Agrégation restreinte non oui oui non non oui
Persistance de
I'indépendance non oui non oui non oui
Réversibilité oui oui non non non oui
Conservation des
éléments nuls non non oui non oui oui
Conservation des
éléments positifs non non non non non oui
Additivité oui non oui non oui non
Persistance des éga-
lités de profils non non non ? non oui

6. CONCLUSION

Aucune des méthodes basées sur le critére quadratique ne conserve les éléments positifs.

On pourrait, pour ces méthodes, ajouter une contrainte d'inégalité ( 820V i,j ) au probleme
de minimisation, mais les méthodes d'ajustement perdent alors l'essentiel de leurs propriétés.
Il est curieux de constater que, quoique I'on associe souvent phi-deux et information, les
méthodes d'ajustement issues de ces deux critéres possédent des propriétés
fondamentalement différentes. Les résultats obtenus par ces deux méthodes d'ajustement
peuvent (voir annexe 1.3 1.6, VL3, VI.6) étre également totalement différents et ceci
particuliérement quand les marges imposées sont elles-mémes trés différentes des marges du
tableau de départ. Le tableau récapitulatif nous montre que la méthode issue de l'information
de Kullback est celle qui posséde le plus de propriétés. Les résultats restent toujours
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cohérents, car tous les éléments du tableau ajusté restent positifs. De plus, avec cette
méthode, les profils égaux restent égaux apres 1'ajustement ce qui nous semble fondamental
car l'analyse d'un tableau de contingence passe toujours par la recherche des différences entre
profils. La méthode issue de I'information de Kullback ne posséde malheureusement pas
toujours de solutions quand certains éléments du tableau de départ sont nuls mais aucune des
méthodes admettant la persistance des élément nuls n'échappe a ce probléme.
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ANNEXE 1

PROPRIETE D'AGREGATION FORTE

Tableau de dénant Tableay de dépar( avec les deux
ibres Ii ‘ot
0.10 0.30 0.25 0.50
0,15 020 0.20 0.05
020 0.05
Marges impasées
colonne 0.10.70.2 colonne 0.8 02
ligne 0307 ligne 03 0.7

Reésultats obtenus aprs 'ajustement aveg, :

1. la distance euclidienne des fréguences {non)

0.100 0.200 0.200 0.600

0275 0425 0.100 0.100
0.125 0.075

2. la distance quadratique pondérée (oui)

-0.050 0.150 0.153 0647
0203 0497 0.148 0.053
0.148 0.053

3. le phi-deux (non)

-0.044 0.144 0.165 0.635
0221 0479 0.135 0065
0.123 0.077

4. la distance des rapports & Uindépendance (non)
0.014 0.086 0.136 05614
0.174 0.526 0.114 0.086
0111 0.0R%

5. le critére des rapports uniformes (non)

0.000 0.100 0.152 0648
0165 Q.535 0.148 0052

0.135 0.065

6. l'information de Kullback (non)

0012 0.088 0.165 0.635
0.164 0536 0.135 0.065

0.124 0.076
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ANNEXE II

PROPRIETE D'AGREGATION FAIBLE

Tableau de départ Tableau de départ avec les deux
mij li
0.10 0.20 0.25 0.50
0.15 0.30 0.20 0.05
0.20 0.05
Marges imposées Marges imposées
Colonne 0.3 0.3 0.4 Colonne 0.6 0.4
Ligne 0.50.5 Ligne 0.50.5
Résul justement av

1. la distance euclidienne des fréquences (non)

0.117 0.183 0.200 0.400
0.092 0.208 0.300 0.100
0292 0.108

2. la distance quadratique pondérée (oui)
0.115 0.185 0.213 0.388
0.098 0.203 0.287 0.112
0.287 0.113

3. le phi-deux (oui)
0.094 0.206 0.184 0416
0.090 0.210 0.316 0.084
0316 0.084

4. la distance des rapports a l'indépendance (non)
0.096 0.204 0.180 0420
0.096 0.204 0.320 0.080
0.308 0.092

5. le critére des rapports uniformes (non)
0.083 0.217 0.162 0438
0.081 0.219 0.338 0.062
0336 0.064

6. l'information de Kullback (oui)
0.093 0.207 0.187 0413
0.093 0.207 0.313 0.087
0.313 0.087

On remarquera par la méme occasion que pour cet exemple, seules les méthodes 4 et 6 conservent T'égalité des
profils.
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ANNEXE Il

PROPRIETE DE PERSISTANCE DE L'INDEPENDANCE

Tableau de départ Marges imposées
0.05 0.15 colonne 0.3 0.3 0.4
0.15 045 ligne 0.50.5
0.05 0.15

Résultats obtenus aprés ajustement avec :

1. la dist. eucl. fréq. 2. la dist. quadr. pond. 3. le phi-deux
0.183 0.117 (non) 0.150 0.150 (oui) 0.125 0.175 (non)
0.083 0.217 0.150 0.150 0225 0.075
0.233 0.167 0.200 0.200 0.150 0.250

4. la dist. des rapp. l'ind. 5. le crit. des rapp. unif. 6. l'information de Kullback
0.150 0.150 (oui) 0.083 0.217 (non) 0.150 0.150 (oui)
0.150 0.150 0.325 -0.025 0.150 0.150
0.200 0.200 0.093 0.307 0.200 0.200

ANNEXE IV

PROPRIETE DE REVERSIBILITE DE L'AJUSTEMENT

Tableau de départ Marges impos€es
0.10 0.30 colonne 0.3 0.3 0.4
0.15 0.20 ligne 0.50.5
0.20 0.05

1. la distance euclidienre des fréquences (oui)

0.067 0.233 0.100 0.300

0.142 0.158 0.150 0.200

0.292 0.108 0.200 0.050
2. la distance quadratique pondérée (oui)

0.070 0.230 0.100 0.300

0.143 0.158 0.150 0.200

0.287 0.113 0.200 0.050
3. le phi-deux (non)

0.066 0.234 0.095 0.305

0.119 0.181 0.149 0.201

0.315 0.085 0.206 0.044
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4. la distance des rapports a l'indépendance (non)

0.070 0.230 0.108 0.292
0.124 0.176 0.152 0.198
0.306 0.094 0.190 0.060

5. le critére des rapports uniformes (non)
0.068 0.232 0.097 0.303
0.097 0.203 0.143  0.207
0.335 0.065 0.210 0.040

6. l'information de Kullback (oui)

0.069 0.232 0.100 0.300
0.120 0.180 0.150 0.200
0312 0.088 0.200 0.050

ANNEXE V

PERSISTANCE DES ZEROS

Tableau de dépant Marges imposées
02 0.2 colonne 0.33 0.33 0.34
00 03 ligne 0.50.5
0.1 0.2

Résultats obtenus aprés I'ajusiement avec :

1. la dist.eucl. de fréq. (non) 2. la dist. quadr. pond. (non) 3. le chi-deux (oui)
0232 0.098 0.245 0.085 0.298 0.032
0.082 0.248 0.075 0.255 0.000 0.330
0.187 0.153 0.180 0.160 0.202 0.138

4. la dist. des rapp. l'ind. 5. le crit. des rapp. unif. 6. l'information de Kullback
0.252 0.078 (non) 0.327 0.003 (oui) 0.268 0.062 (oui)
0.056 0.274 0.000 0.330 0.000 0.329
0.192 0.148 0.173 0.167 0.232 0.108

ANNEXE VI

PERSISTANCE DES ELEMENTS POSITIFS
049 001 colonne 0.150.15 0.8
0.01 0.29 ligne 0.10.9

0.19 0.01
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R rés ajustement av
1. la dist.eucl. de fréq. 2. la dist. quadr. pond. 3. le chi-deux
0.118 0.032 (non) 0.160 -0.010 (non) -0.127 0.277 (non)
-0.312 0.362 -0.192 0.242 -0.268 0.318
0.293 0.507 0.132 0.668 0.495 0.305
4. la dist. des rapp. l'ind. 5. le crit. des rapp. unif. 6. l'information de Kullback
0.021 0.129 (non) -0.140 0.290 (non) 0.030 0.120 (oui)
-0.001 0.051 -0.270  0.320 0.000 0.050
0.080 0.720 0.509 0.291 0.070 0.730
ANNEXE VII
PROPRIETE D'ADDITIVITE
Tableay de départ
0.10 0.30
0.15 0.20
0.20 0.05
0.300.30 0.40 0.100.100.20 0.200.20 0.20
0.50 0.50 0.100.30 0.400.20
Résultats obtenus pour les trois ajustements avec :
1. la distance euclidienne des fréquences (oui)
0.067 0.233 -0.017 0.117 0.083 0.117
0.142 0.158 0.013 0.087 0.128 0.072
0.292 0.108 0.103 0.097 0.188 0.012
2. la distance quadratique pondérée (non)
0.070 0.230 -0.007 0.107 0.085 0.115
0.143 0.158 0.022 0.078 0.129 0.071
0.287 0.113 0.085 0.115 0.186 0.014
3. le phi-deux (oui)
0.066 0.234 -0.023 0.123 0.089 0.111
0.119 0.181 -0.012 0.112 0.130 0.070
0315 0.085 0.135 0.065 0.181 0.019
4. la distance des rapports a l'indépendance (non)
0.070 0.230 0.007 0.093 0.095 0.105
0.124 0.176 0.019 0.081 0.123 0.077

0306 0.094 0.074 0.126 0.181 0.019
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5. le critére des rapports uniformes (oui)

0.068 0.232 -0.020 0.120 0.088 0.112

0.097 0.203 -0.040 0.140 0.137 0.063

0.335 0.065 0.160 0.040 0.175 0.025
6. l'information de Kullback (non)

0.069 0.232 0.006 0.095 0.089 0.110

0.120 0.180 0.012 0.088 0.129 0.071

0312 0.088 0.083 0.117 0.181 0.019
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