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Résumé : Nous donnons dans cet article des théorémes de convergence presque stire de
deux processus d’ approximation stochastique dynamique généralisant celui de Robbins-
Monro, lorsque le paramétre a estimer varie en fonction du temps. Nous nous plagons
dans le cas on I'espace des pardmétres RE est différent de celui des observations RP,
Nous établissons un théoréme général pour I'ensemble de I’ étude dont la démonstration
est basée sur I utilisation d’ un lemme de la théorie des martingales.

Abstract : We give in this paper almost sure convergence theorems of two dynamic
stochastic approximation processes of the Robbins-Monro type, when the parameter to be
estimated varies with time. We consider the case where the parameter space R and the
observation space IRP are different. A general theorem for the whole study is established,
the proof of which is achieved by using a martingale convergence lemma.

Indices de classification STMA : 04-100.

1 - INTRODUCTION

Soit une fonction M de R dans R. Soit ’équation M(x) =0 de solution 6.
On suppose que, pour tout X, on ne peut pas observer M(x), mais seulement
M(x ) + Z(x) = Y(x), Z(x) étant un bruit aléatoire de moyenne nulle.
Pour estimer 6, Robbins et Monro [14] ont défini le processus stochastique (X;) tel que
pour n2>1:
Xn+1 = Xn - 23 Y.
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Yy est une variable aléatoire réelle dont 1a loi de probabilité conditionnelle par rapport ala
tribu du passé, Ty, engendrée par X1, Y1, ..., Yn.1, est laloide Y(x,),xn étantla
réalisation de X,. En pratique, la réalisation de Y, est une observation de Y(xp)
indépendante & x, fixé des précédentes. Cette hypothese est dite "d’indépendance” ou
"de Robbins-Monro". a, est un nombre réel positif.

A la suite de Robbins et Monro, Kiefer et Wolfowitz [10] ont défini un processus du
méme type permettant d’estimer le zéro de la dérivée de M. Apres ces deux articles de
base, diverses généralisations de ces processus ont été étudiées. On peut, par exemple,
considérer le modele suivant :

Xn+1 = Xn - aq Ap Xn, Yn).

X, est une variable aléatoire dans IRk, Y, une variable aléatoire dans RP?, A, une
application mesurable de R¥ x RP dans R¥.

Les différents modes de convergence de ces processus ont été démontrés. En particulier,
en ce qui concerne la convergence presque siire, on a utilisé trés tot la théorie des
martingales (Blum [5], Gladyshev [8]). De nombreuses applications ont été mises en
évidence, par exemple dans les domaines de la régression [1] et de I’estimation de
parametres [13]. La bibliographie sur ces sujets est abondante. On peut trouver un grand
nombre de références dans [21], [12], [4].

Cependant, un certain nombre d’applications ont conduit 2 1a définition d’algorithmes
pour lesquels I’hypothése d’indépendance, vue plus haut, n’est pas vérifiée. Par
exemple, en filtrage adaptatif linéaire, on a étudié 1’algorithme de Widrow :

xn+1 = Xn -, Zn (Z'n Xn - cn)'

cn représente un signal de référence et Z, un vecteur de signaux observés ; les couples
(cn» Zn) ne sont pas indépendants. Différents articles sur ce sujet sont rassemblés dans
[9]. Un autre exemple peut étre pris dans le domaine de 1’identification des systémes
linéaires ; Ljung considere pour le vecteur d’état du systéme, Y, une dynamique
markovienne conditionnellement linéaire : Yp, = AXy) Yn1 + B(Xn) Wh, ot (Wy) est
une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi ; on peut en trouver 1’étude
dans [11]. Un exposé systématique sur ce type d’algorithmes, avec une large
bibliographie, est fait dans [4].

Dans cet article, nous nous intéressons au cas ol le paramétre 0 a estimer varie dans le
temps, en supposant cependant 1’hypothése de Robbins-Monro vérifiée. 6, peut par
exemple représenter le véritable état d’un systéme au temps n, que I’on cherche 2 estimer.
Les processus correspondants sont dits d’approximation stochastique dynamique.
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Le premier modéle que nous traitons a été étudié par Dupac dans [6], [7], puis en
particulier par Uosaki dans [17], [18], [19]. On suppose que ©; = f,(605.1) + Vp,
f, étant une application connue de R¥ dans RX et v, un élément inconnu de RX.
Nous donnons un théoréme de convergence presque siire du processus correspondant
(théordme 1) adapté au cas o les espaces des paramétres (RY) et des observations (IRP)
sont différents, puis une généralisation de ce résultat (théoreme 2).

Nous définissons ensuite un deuxiéme modele, composition du précédent et d’un modele

1 2
¢étudi¢ par Ruppert [16]. Soit k=p, 8 =(6 ,0 o 6:). Soit p entiers

ki, k2, ..., kp. On suppose que, pour i=1,2,...,p, e; = <|3;, U!i'>, ﬁ; étant un
¢élément inconnu et Ufl un €lément connu au temps n de R™, et qu’il existe une
application £ de R dans R¥i et un élément inconnu v! de R tels que

i . i .

[5,, = f:. (ﬁn_l) + V,"- Pour p =1, f,ll(B) =P, v, =0, on retrouve le modele de Ruppert.
Nous donnons un théoréme de convergence presque siire de ce processus (théoréme 3)
comme corollaire du théoréme 1.

L’origine de cette étude est dans [12]. La premitre forme du théoréme 1 a été énoncée
dans [2].

2 - ETUDE D’UN PREMIER MODELE D’APPROXIMATION
STOCHASTIQUE DYNAMIQUE

2.1 - Le modéle

Soit l1a famille de variables aléatoires observables dans RP, {Y(x), n € IN* x e R¥}.
O, est zéro de E[Yy(x)]. On suppose qu’il existe, pour tout n = 2, une application

connue de R¥ dans RX, f,, et un élément inconnu de R%, v,, tels que
On =f(0n1) +vin. (1)

Pour tout n, soit A;l une application mesurable de R* dans R*¥®. On définit le

processus d’approximation stochastique (X,,) dans R¥ tel que,pour n>1:
xn = fn(xn-l) t A111(fn(xn-l))zn .

Z, est une variable aléatoire dans IRP dont la loi de probabilité conditionnelle par rapport
- & la tribu du passé T, engendrée par X,, Z, ..., Zn.1 estlaloi de Yn(fn(Xn.1)), Xn-1
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étant la réalisation de X;.;. On pose par convention : fi(x) = x, v; =0 ; on choisit au
début X,;ae R*.

De fagon plus générale, en considérant la famille des variables aléatoires Yp(X) et
une suite (0,) d’éléments de R¥ vérifiant la relation (1), nous allons étudier la
convergence du processus (X,) défini par:

Xn = fn(Xn-1) - an An(fn(Xn-1), Zyn).

Z, est une variable aléatoire définie comme ci-dessus, A, une application mesurable de
R*x RP dans RX,
On note dans la suite : My(x) = E[An(X, Yn(X))] ; Vn = fi(Xn-1).

2.2 Théoréme de convergence presque siire

Théoréme 1 :
On fait les hypothéses :

1i. Vi, 3% 80 € R*:V %, 1 fae1(0) - far1 @) 1 2 < (1 +70) |1 x- 82117 + 80,
ii.Zyn<eo;28n<oo .

1 1 )
iii. VO<e<1, lim sup If,,,00-xIl =0.

n=ee (e<||x-0n||<—}
£

oo
iv.z ||vn|| < oo,
1

2.3d,ee R*:Vn, Vx, E[llAyx:Ya0 ! <d [1x-0,11% +e.
3i. Vn,Vx, <x -0, Ma(x)>20.
ii.3qe N*, I(ng,221) €N: V2, ngyy2np+q, VO0<e<l,
JLE)e N:bEe) >0 avec

bero inf iof 3 <x-6,M;(x)> I =(n,n+1,..,n+q-1}.
BLO (eclixp, <1yl
2 5
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i Ve>0,3n>0:(lx-xll <m) = supll My(x,)) - M, (xp || <€)
n

4i.Vn, a >0, Eminaj=+oo.
1 jel

]
ii.Za:<oo.
1
5. E[11X,112] < o.
p.s.
Sous les hypotheses 1,2,3,4,5, ona: ||Xn-9n|| - 0.

p.s.
Pour q=1, ona I|X_ - 9n|| — 0 sous les hypothéses li, lii, liv, 2, 3i,

3ii,4,5. W

Remarques :
1. L’hypothése 3ii est une extension de I'hypothese de stabilité classique o Ip est
réduit 2 un seul €lément (q = 1) ; elle est mieux adaptée au cas ot les espaces des
paramétres (le) et des observations (IRP) sont différents, comme le montre I’exemple
ci-dessous.

Soit un systeme dynamique ot I’état 6, au temps n, élément de R¥, vérifie :

6n = fa(6n.1) + Vo

fa est une application connue de R¥ dans R¥, v, un élément inconnu de R¥.
Autemps n, on fait I'observation aléatoire Y, dans RP:

Y, =B, 6, + Z,.

B, est une matrice réelle p x k, Z, une variable aléatoire dans RP d’espérance
mathématique nulle.

Pour estimer (8,), on définit le processus d’approximation stochastique dynamique
(Xn) dans RX:

Xn = fn(xn-l) -, B.n(Bn fn(xn-l) - Y:l )-

Dans ce cas, on considere la famille des variables aléatoires dans [RP?
Ya(x) = Bax-Yx € R); ona E[Ya(®] = Ba(x - 65),
Alx) =B, <x-0_, AX(x) E[Y,(x)]> = <x - _,B', B (x - 6 )>.



Pour p <k, rg(B'y, By) =r1gB, <p; I’hypothése 3ii, avec q = 1, n’est pas vérifi€e. Par
contre, elle peut I’étre pour gp = k: on considere

Z<x-9.,B'.B.(x-e.)>=<x-e ,ZB'.B.(x-e )>>+R_;
. I I ) n,’ - ) n 2
jel, ¢ jel, 2

en supposant 6 - Op4; — 0 et [l Bj” uniformément majoré, 3ii est vérifi€e si la plus

petite valeur propre de Z B'B; est uniformément minorée.
jel
2

2. Les hypotheses sur la suite de fonctions (f,) sont vérifiées, par exemple, pour
fx=x+ - On remarque que, dans ce cas, la suite (0;) n’est pas convergente ; on a

bien un modele dynamique.

On constate que, dans le cas q = 1, I’hypothése restrictive 1liii sur la suite (fp) est
inutile. En outre, si les fonctions M, vérifient I’hypothése 3 K > 0 :
Vi,V x, <x-8j, Mjx)> 2 K |lx-6;l12, il suffit que ¥, = o(an) pour obtenir le
résultat de convergence (on peut I’établir facilement 2 partir de (2) dans la démonstration).
Enfin, en utilisant un théor¢me de Dvoretzky généralisé par Venter [20], on peut montrer
la convergence en ne faisant sur v, que I’hypothése [ vall = o(ap) ([18], [2]). Ceci
€largit dans le cas q = 1 le choix de O, ; par exemple, dans R, 0, = AnP+p,
avec B>0 [7].

Mais 1’étude faite ici est motivée parlecas q > 1.

3. On peut étudier la convergence du processus plus général :
Xn = fn(Xn1) - an Ap(fa(Xn-1), Zp) + En.

€n est une variable aléatoire dans RX. Des conditions sur €, suffisantes pour assurer la
convergence presque sire de X; -6, vers 0 sont 6 ou 6 [3]. (On pose

Vi =fi(Xn1) .

6i. LEC| Efe, | T,11177% < o
1

i. ¥ ELlle, 117 <o
1
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61V n,3 gy hne R*:I| Efen | Tolll <gn [ Va-0,11 +hy pas.

;g"<”’zlh“<°°'
ii.Vn,3pn gne R :E[llexl 2] Tl spn 1 Va-0,1124q, pas.
len<°°,zlqn<°°.

Seules les parties a et b de la démonstration ci-dessous sont modifiées lorsque 1’on fait
ces hypothéses.

4. L’extension de ce théoréme au cas du processus sous contraintes convexes est
immédiate.

Soit K un convexe fermé non vide de RX. On suppose que, pour tout n, la fonction
fn est une application de K dans K et 0, appartient 2 K. Soit P 1’opérateur de

projection sur K. On considere le processus :
Xn = P(fa(Xn-1) - an An(fn(Xn-1), Zn)).

Sous les hypotheses du théoréme 1, énoncées pour x appartenanta K, ona:
p.s.

X, -0, — 0. Pour s’en assurer, il suffit de reprendre la démonstration du théoréme et

d’utiliser dans les parties a et e la propriété de contraction de la projection.

Démonstration :
a) Sous I’hypothese 1i,ona:

2 2
| 04100 - Bt 1 = 1] £24100) - £2410n) - Ve ||
< ”fn+l(x)'fn+1(en)”2(1+2”Vn+1”)+2 IIVn...l” + ”Vn+1”2
<@ +v) Hx-0,1128) (1 + 2l vaaa 1D + 2 v I + v 112

< A+vp) llx-0,11%+an

avec 1+vp=(1+%) (1+2 [lvanll)
Op =0, (1+2 ||vn+1||)+2 ||Vn+1|| +||Vn+l”2-

On étudie le processus :

Vn= fn(?(n-l)
Xn = Vn-an An(Vn, Zy).


http://ii.Vn.3p

”vn+l‘en-+-1“2 = ”fn+1(xn)‘en+l“2$(l+vn) “xn°en”2+an
< (1+va) | Va- 8- 80 An(Va, Z0) |1 + 0t

< (1+vp) | Va- 00112 -2 (14vp) <V - 8y, 80An(Vas Zo)>
+ (14ve) 2 | An(Va, Z0) 1% + 0,

On passe 4 1’espérance conditionnelle par rapport & T, ; en utilisant la propriété de
Robbins-Monro, on obtient :

E[H Vast - 01 |12 Tal S (1 + v) 1 V- 6,112
+(1+Vy) 2 EN An(Va Z 12 To) + 00 - 2(1 4 Vo) <Vq- 65, 80 Mn(Vid)> . s.

Sous I’hypothese 2, 0n a :
Bl An(Vi ZD 11?2 | Tl <d 1 Va-6,11% 4 ¢ ps.
On en déduit :
EL Vit - Bt |11 Ta) £ (1 + A0 1 Vo= 0,11 % 4 sy
=21 +vy) <Vp-0y,a,My(Vp)> ps. (2)

avec 1+7Ln=(l+vn)(1+d3:)
p,n=u,,+e(1+v,,)a:.

Sous les hypotheses 1ii, 1iv, 4ii, on a Z A <o, 2 B, <o, Zvn <o . Sous
1 1 1
I’hypothése 3i, on peut alors appliquer un lemme de 1a théorie des martingales, démontré
par Robbins et Siegmund [15] :

Lemme :

Soit ( Q,&, P) un espace probabilisé, (T,) une suite croissante de sous-tribus
de &. Soit, pour tout n, Ap, B,, Cp, D, des variables aléatoires réelles
Tp-mesurables, non négatives, intégrables telles que :

Vn, E[Ap|Tal <AL(1+B)+Ch-Dy p.s.;

zl,Bn<oo,2;,Cn<oo p.s.
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Alors, la suite (A,) converge presque stirement vers une variable aléatoire réelle
A finieetona ZD,,<°° p.s.1
1
On en déduit que :

ps.
3T v.adans R* : ||Vn-9n|| >T;

Z <V,- On, a, M (V)><e p.s.
1

b) A partir de (2), en utlisant I’hypothése 3i et en passant A 1’espérance, on
obtient :

E[l Va1 - 001 11212 (1 +An) E[II Vi- 00117 + p.
En appliquant alors le lemme de Robbins et Siegmund, on conclut que :
3t20: B[l Va-0,11% > ¢

¢) Soit @ appartenant a I’intersection des ensembles de convergence définis. On
suppose T(w) #0. Alors :

1
30<g <1,IN(®,&):Vn>Nw, &), & </l Vy(@) - 6,1l < — (3)
€
1
Sous I’hypothese 3ii, on a alors :

AL(@, &) : VR > L@, €), O WV, (@6, M; (¥, @)>2b ).
jel‘!
Par conséquent :
b (g))
. . >
Tmp(w)e I : <Vn{((n) em{ @ Mm{ © (Vn{(w))> 2—g C))

d)Pour g=1,0ona:V4Z, myp(w)=ny.
On en déduit, sous les hypotheses 3i et 4i:

; aI'I <Vn(m) - el‘l’ M,,(Vn((n))> = +oo,

" Ceci est en contradiction avec la deuxiéme conclusion de la partie a. Donc, T(w) =0.



¢) Pour étudier le cas q > 1, on montre d’abord que
I Vasr(@) - Va@) [l 20 (0 — ).

Ona:

Vi = fa(Xn)
Xn= Vi~ a3 Ay(Vn, Zn).

Sous I’hypothése 2 :

E[Zl‘,a: Il ALV, z,,)llz]sza:(da[llvn-enllzl +e).
1

2 o0
Comme E[”Vn-en“ ]-t et za:<eo, ona:
1

= 2 2 p-s.
E Ean ALV, Z) I | <o, ce quiimplique : an An(Va, Zo) — O.
1
Donc:
p.s.
Xn - Vn —) 0.
De (3), on déduit alors que :
1
30<e2<1,I Ny, €2): V n > Na(0, €2) , €2 <|| Xn(@) - 0,11 <= .
Sous ’hypothése liii, ceci implique :
fn+1(Xn(@)) - Xp(w) = 0.
Par conséquent :
Vin41(®) - V3(0) = (fr1(Xn(0)) - Xp(w)) + (Xn(0) - Va(w)) — 0.
f) On supprime désormais 1’écriture de . On considére la décomposition :
<V_ -0, >=<V_ -V | >+<V_-0_, >
iy Oy M Vi > =<V -V My, (V)5 4<V,, -6, M, (V, )
+<V_-0_, -M_ (V. ).
T ™y M“'t(v“‘z) "‘c( "z)



Soit € > 0. Sous I'hypothese 3iii, 3 &€ correspond un M. Soit € <M. Puisque
[ Vasr -Vall = 0 et 0smy-ny < q, on a, & partir d’un certain rang :

v -v_ |l <e'<n.
i B n

Sous I’hypothese 3iii, ceci implique :
i vV_)- <e.
My, (V) Mm!(Vn{)ll
On en déduit :
l<v._ -0_, vV )- >l <ellv, -0
"r ™y M‘“t( "'z) M‘“a (V"z) l I " '“{“

1
se(llvn!-vmll|+llvm!-em!”) <eEs .
1

En outre :
_v - . . t .
|< myVa, Mm!(Vm!)>| < elle!(Vm!.)ll
Or:

1 1
M) =11 E[A x, Y cm | <E[ | A (x, Yn(x))||2]2 <@llx-q]l 24 o)2.

Donc :
1 d 1
2 — —
IIMm!(vm!)lls(dllvm!-emln +o? < G+e)?
2l
et:
4 =
: ) 2
I<Vm¢- Vn!’ Mm!(vm!)>l <€ (—2+e) .
£
De (4), on déduit alors que :

A AN Y
< m!- m{’Mm!(Vm!)> >—-q—-'£(8 +e—)-€ (—21‘0) .

1 &



On peut choisir € et € suffisamment petits pour que :

b (g,)
<Vm!- Om!, Mm!(Vm!)> > 0

Sous les hypothéses 3i et 4i, on a alors :

2a, <V, 8, M(V,)> = +oo.

Ceci est en contradiction avec la deuxiéme conclusion de la partie a. Donc : T(w) =0;
pP-s. p.s. p-s.
V,-6, — 0. Comme X -V, -0, ona:X; -6, — 0.

2.3 - Généralisation du théoréme

On peut généraliser les hypothéses du théoréme 1 en remplagant, pour tout n, la

fonction |lx - On“ 2 par une fonction positive Fp(x) ; on montre alors que
p.s.
F,(X;) — 0. Ce type de généralisation a été introduit par Blum [5] et étudié en particulier

par Nevel’son et Has minskii [13]. Ceci permet également de traiter le cas ol I’équation

E[Ya(x)] = 0 admet plus d’une solution, O, étant remplacé, pour tout n, par un
p-s

ensemble B, de le; on peut alors montrer que d(X;, B;) _) 0, d(x, B) désignant
la distance de x a B.

Théoréme 2 :

Soit (Fp, n 2 1) une suite de fonctions réelles définies dans IRk, 3 valeurs
positives ou nulles, continfiment différentiables jusqu’a I’ordre deux ; soit, pour tout n,
Gy, le gradient de F,, H, le hessiende F,

D’apres la formule de Taylor,on a:

Fa(x - an An(X, Yn(x))) = Fa(x) - 85 <Gn(x), An(X, Yn(x))> + 2> Kn(x)

avec

1
Ko () = 5 <Ay(X, Y,(0), Hy(x - (%) 2,AL (%, Y, (00)) Ay(x, Y, (x)>, 0 < (x) < 1.
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On fait les hypotheses :

1.V 0,3 %, 8ne RX:V X, Fougofae1(x) S (1 + ¥9) Fa(x) + 8n.

ii.zlyn<oo;§8n<oo.
iiiVv0<e<l, im sup |lf, 0-xll=0.
noee (e<F,.(x)<1:1

v.30>0,Ve>0,3n>0 : (Ix;-x2ll <m) = upl Fatx)) - Eo(xy)| <e).
n

2.3d,ee R¥:V n, V x, E[Kn(x)] € dFqp(x) +e.

3i. Vn, V x, <Gp(x), Mp(x)>20.

ii.dqe N‘,B_‘(ng, 221)cN:VE, nga2np +q,

VO0<e<1, 3LE) e N:bE)>0 avec
be)= inf  inf 2 <G0).M; x>, I,=(n,n,+L...,n,+q-1).
BLO (eef, (x)(ll jel,
L E 3

iii.Vs>0,3n>0:(||x1-x2|| <n) = (sup”Mn(xl)-Mn(xz)” <§),

n .
(sup”Gn(Xl) - Gn(xz)”<€)-

n

iv.V0<e<l, G(g)=sup sup >||G-n(x)|| <o
1
" (e<Fy0<=)

VO<e<l, VE=sup sup [IM @Il <=
" {e<F,.(x)<’:}

4i.Vn,a >0, Zmln a; = oo,
1 iel,

ii. 2 a: < oo,
1
5. E[F1(Xo)] < ee.

Sous les hypothéses 1, 2, 3, 4, 5, on a, dans I’ensemble
p.s.
{anll An(Vn, ZD || = 0}, Fy(Vn) - 0.



P-s.
Pour q=1,0na Fy(V,) — 0 sous les hypotheses 1i, 1ii, 2, 3i, 3ii,4,5. ®

Démonstration résumée :
On suit le plan de la démonstration du théoréme 1.
a) Sous ’hypotheése 1i,ona:

Fn+l(vn+l) < (1 + 'Yn) Fn(xn) + 8n

On développe F;(X;) par la formule de Taylor. On a alors sous I’hypothése 2 :

EfFns1(Vae)) | Tn1 < (1 + 1) (1 + d @) Fn(Vp) +
e (1+%n) & +8n- (1 +70) an <Gp(V), Mo(V)> p.s.

On applique le lemme de Robbins et Siegmund : 3 T v. a. dans R*:

p-s. had
Fa(Ve) - T X a, <G,(V,), M(V,)> < p.s.
1
b) On suppose T(w) # 0. On a alors sous I’hypothgse 3ii :

30<g<1,3L(0, ) :VE>L@,&),Imp)e I :

b(sl)

<Gm! (m)(Vn!(m)), Mm (Vn!(m))> 2 -

«@

c) Pour q =1, mg(®) = ng. On est alors en contradiction avec la deuxiéme
conclusion de la partie a. Donc T(w) = 0.

d) Pour q > 1, on montre dans cette partie que Vy41(®) - Vo(0) — O lorsque ®
appartient 2 I’ensemble {an || An(Vn, Zo) |l — 0).

Pour cela, on écrit que :

1 Vas1(@) - V@) I < 1] fr01 (Kn(@)) - Xn(@) | +1] Vo) - Xn(w) ||

et on utilise les hypothéses 1iii et liv.
¢) On considere alors la décomposition :

<Gm!(Vm!), M,,,!(le)> =<Gm!(Vm!) - Gm!(V,.!), M‘“e(v“‘t)>
+<G“'z (V,,! ),M,,,{ (V,,! >+ <G"'t (V,,l ),Mm! (Vm!)-Mm! (V“c )>.



Sous les hypotheses 3iii et 3iv, comme Vm! - Vn! — 0, on a A partir d’un certain

rang :

b (g)
<Gm!(V,,,!). M,,,!(Vm!)> > I

On est alors en contradiction avec la deuxidme conclusion de la partie a. Donc
T(w) = 0.

3 - APPLICATION A L’ETUDE D’UN DEUXIEME MODELE
D’APPROXIMATION STOCHASTIQUE DYNAMIQUE

3.1 - Le modéle

Soit la famille de variables aléatoires observables dans R P,
{Ya(x), n € N*, x € RP}.

On suppose 1’existence, pour tout n et tout x, de E[Yn(x) ] = Mp(x). On
suppose que, pour tout n, I’équation M (x) =0 admet la solution 6,, de composantes

1 2

6,6, ..,0 .

Soit p entiers ky, ka, ..., kp.

Pour i=1,2,..,p, pourtout n, on suppose I'existence de deux éléments de
lei, B;, inconnu, et U, connu au temps n, tels que 9; = <B;,Uf\>, <, > désignant
le produit scalaire euclidien usuel dans IRki, et, pour n = 2, l'existence d’une

L. . k; k: . k:

application f; de R dans R, connue au temps n, et d’un élément v, de R,
inconnu, tels que B:l = t:, (B:H) + v,il .

On note Y,ll(x), Y:(x), vy Yﬁ(x) les variables aléatoires réelles marginales
de Yp(x).

Soit (ap) une suite de nombres réels positifs.

Pour i=1,2,...,p, on définit le processus (B,i,) dans lei par:

B - £(B).-5, U %

ol pour tout n, Z;l est une variable aléatoire réelle dont la loi de probabilité

conditionnelle par rapport 2 la tribu du passé est la loi de

YA(<fMbl ). Uls, L., <208 ), UP>)
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b,ll_l, e s bf,_l étant les réalisations respectives de B,l,_l, s Bﬁ_l. (On pose par
convention : V i, fi(b")=b'; vi =0; on choisitau début B, ..., BE).

(Bl\ (flll(Bll)\ (Ul 3 (Z;\
ot | |dety ¢ |2
On a Bn = . = . - an
(BE ) \B@®h) \ v )\Z)
£4(Bn.1) Al Zy

Bn = fn(Bn-l) s ay Al'll Zn

B, est un vecteur aléatoire dans le, avec k=k; +k + ... +kp. f; estune
application de R¥ dans RX. A,lI est une matrice k x p. Z, est un vecteur aléatoire
dans RK.

12,
On définit, pour tout n, le vecteur B, dans R*: B, =(B. B, ..., [5:)'-

On définit, pour tout n, pour i =1, 2, ..., p, la variable aléatoire réelle
X, =<B,, U;>, et, pour tout n, la variable aléatoire X, dans RP de composantes
1 2
X X0s oo s XK.

RX et RP sont munis du produit scalaire euclidien usuel.

3.2 - Théoréme de convergence presque siure

Théoréme 3 :
On fait les hypotheses :
1i.Vn,3v, 8, e R*:

. . . . i . i, 2
Vi, Vbie RY, ||f:,+1(b')-f,',+l([3n)”25(1+‘yn)||b'-[3n|| +3.

ii..z'yn<oo ; z Sn < oo,
1 1



Yt

ii.ViVA>0, im sup |If, ®)-bll=0.
nose (16 ll<A)
iv.Vi, 21Vl <o,
1
v. U=sup [| UL <ee.
in
vidqe N*, 3 (my, £21)cIN: V2, npy2np +q,8>0, avec

s=inf A (X UiUL),

i, min jel,
Ip={ng,ng +1,..,np +q-1}.
2.3d,ee R*:Vn,Vx, B[l Y0 [11<dllx- 8,11 +e.

3i. Vn, Vx, <x - 0, Mp(x)> 2 0.

ii. VO<e<l1, c(e) >0, avec
c(e) =inf min inf <X - Gj, Mj(x)>.
toEL eclixglicl
£

iii. Ve>0,3n>0: (Il x1- x| <m) = (sup I M (x)) - M (x) | <&).
n
4i.V n,a, >0, me a, = +oo,

J
1 jell

ii.zan2<oo.
1

5. E[11Bo 1%} < .

Sous les hypothéses 1, 2, 3,4, 5, ona:

p.s. p-s.
B -B,—0:X,-6 —0. =
Démonstration : .
Soit, pour i=1,2,..,p, bie R
Soit b= (bl, b2, ... ,bPy e RE.

K ok
R R?Z ... le”, R¥, RP sont munis du produit scalaire euclidien usuel.

. 1 1
Soit Yn(<b ’ Ul‘l>’ vee s <bps Ug>) = Yln(b)'



On considere la famille de variables aléatoires dans RP:
{(Yia(b),ne N,be R¥)
etle processus (B,) dans R¥:
B, =f,(B,,) - &, A, Z,

tel que la loi de probabilité conditionnelle de Z, par rapport 2 1a tribu du passé soit la loi
de Yin(fa(da1)), avec f(b) = (£ (bY), ..., £P).
On vérifie alors pour cette famille et ce processus les hypotheses du théoréme 1.

Hypothése 1i :
V0,3 Yin S1m € R* 2V b, 1 0 ®) - B 1% < 1+ 710 116-Ball? 4+ 310
Sous I’hypothése 1i du théoréme 3,0na:
2 R 2
1 £,0,®) - £, B = 2; e, oh-£,,6)11
1=
R 2
s@+y) X 1Iv-p,l1"+p3 s+y) llb-p 1l +p5_.
i=1
L’hypothese 1i du théoréme 1 est vérifiée avec Yin = Yn, Sin =P On.
Hypotheéses 1ii, liii, liv:

zlyln<°°;$81n<°°;

VO<e<l1, lim sup He 0 -bll =0;

n—e e<llvp ll<—)
£

oo
2 v, Il <o,
1

Sous les hypotheses 1ii, 1iii, 1iv du théoréme 3, la vérification de ces hypothéses
est immédiate.



Hypothése 2 :

2 2
3d;,e;eR¥ :vn, Vb, ElllAl Y, ) 1<d, llb-B_ 1" +e,.

Sous les hypotheses 1v et 2 du théoreme 3,0n a:
1 2 3 i 2w 2
ElllAlY,, @11 1=EX 1011 Yi )2
i=1

P
su? E[Z‘; (i 0041 = V2 E(l Y, ) || B

sUEIlY, ()17

@avec x,=(<b', Up>, ..., <bP, UP>) s U dllx, - @_|I ’v o).
Or:
1 2 : i112i 2
ElllAl Y, )] ]=E[21||Un|| Y0

E[”A:Yln(b)llz]SdU‘Hb-Bn||2+eU2.

L’hypothese 2 du théoréme 1 est vérifiée avec d; =d U4, e;=e U2

Hypothése 3i:

Vn,Vb, <b-B,AIM, ()>20 avec M, (b)=E[Y, (b)].

On note M}n, an, ....MP_ (respectivement M:l, M:, o s MDY les

composantes de My, (respectivement Mp).
Sous I’hypothése 3i du théoréme 3,0n a:

. p .
<b- B, AL M, (b)>= 2 <b'- B, UL Mi (b)>= 2, <b'- B, Ul> Mi,(b)
i=1

- e,i,) M,i,(xn) =<x, -0, M, (x)>20.

éx,,

L’hypothese 3i du théoréme 1 est vérifice.
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Hypothése 3ii :

Jdqe N*, 3y, 221) cN:V2,np 204 +q,
VO0<e<l1, ALE e N :bE)>0,avec

b(e) = inf inf Z <b-B, Al My (b)>,
L (e<||b—ﬂn!||<-1—] k1,
£

Ip={ng,ng+1,..,np +q-1}.

Ona:
b(e) = inf inf 2 <x;- 0, M(x)>.
251(e) {e <”b-ﬂn!| ' < l_} JEII
€

On va montrer que, sous les hypotheses 1iii, liv, lvet lvi,ona:

VO0<e<l1, JL(): VE>L(e),

1 , 1
(s<||b-[5n¢||<:) = (dje 1!,352.82<|Ixj-6j||<€).

2 P . i
Commne 1 .| =z;||b'-ﬁn!“2, ona:
) i 2 82
dlo-, lI>0 = @ie {1.2.--.,p}:||bi-I3:l!|| > (1)

Pour je Ip,pour i=1,2,...,p, ona:
i g ochi-p U o
X;-8,=<b -Bn!,Uj>+<|3n!- Bj, y; >
l1x-6, -l<b'-B U1l < |<B, -B, UI>l < ullp, -gll.
2 2
i i i i
18, -1l <118)-B, 1l +..4llg, -5, I

. i i . i i . .
<I1£8, )-8, Il +...+||f:,!+,([5;l)-l3n¢|l S IRATRS R



5

/ 8
Soit: g, =€ P Sous les hypotheses 1iii et liv,  partir d’un certain rang

L), ona:
i i €,
IIB,,!-BJ.II < 55

. . I3
i gl i_g' 1
Done: lej-ejl-l<b-|3n!,uj>ll57.

i ] ; . e
i 1 i 1 i 1 i i i 1
I<b-Bn!’Uj>I'TS|xj'ej| S|<b'Bn!'Uj>l+"2"- 7))

De (2), on déduit d’une part que :

2 2
2 2 €
-8l Z(x 9)522(<b B L Ul> 2 s2p2e2?llb-p 1% pd
] i=1 4~ ny 2
2
2
U 5e 1
52;—2.*-?? pour||b-[3n!”<:- 3)

De (2), on déduit d’autre part que :

2
2 e]
B,,,U‘ < (Ix}- eI+_) < 2/xi- eI + 5
Donc, pour je Iy :
2
g
(X 9) 2—<b [5 U> -q4,
On en déduit :
2
Cd €
T -0z 5 X 4B US?-q4
JEI jEIz L4
2 2
i g 1 i a2
z—(b B, )'ZUU - B, Qa7 zgalivp Il
4 2 n,
el

sous I’hypothese 1vi.
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2
Loi o2 €
D’apres (1), on a, pour le i défini tel que || b - B; "> -p— :
2

1 ? 82 1 ’
R € 1 £
2 05-0) 238597 =785
JEI!

Donc: JjelI. : ieizzlse
PAlel s 6g-8)" 2 73

Par conséquent :
2

2 1 _€
i : . - —8—. 4
BJEI! .||x_l ejll > 48pq' @

1
D’apres (3) et (4), pour t»:<||b-l3n ll<—, ona:
4 £

. 13 2 2 U 18 2
3JEI¢:Tﬁe S”xj-e.’” S2?+-2-;e.
On en déduit :
. . 1
dje I, J0<eg,<1: ez<||xj-9j|| <—.
&
Sous I’hypothése 3ii, on a :
Jje I!: <x; - ej, Mj(xj)> 2 c(g,)-
Sous I’'hypothése 3ion a :
2 <x- 0, M(x)> 2 o).
jel
2
Par conséquent :
b(e) = inf inf 2 <x;-0, Mx)> 2 cfe;) > 0.

L) [s<||b-Bn{ <l iel,
€

L’hypothese 3ii du théoréme 1 est vérifiée.


http://Hx.-0.ll2

7

Hypothése 3iii :

Ve>0,3n,>0:(lib,-b,ll <n) = (sup 1AL M,,(b)) - AL M, (b ] <e).
Sous I’hypothése 1v du théoréme 3,0na:
1 1 2 1 2
[ Ay M, (by) - A; My, (b [ = 1| AL(M,(x,,) - M, (x, ) ||
P A . 2
= E; HUL I Mix,,) - Mg )2 < UM (%) - M (xp0 []

Sous I’hypothese 3iii du théoréme 3, pour €>0,0na:

€
3n>0: (xy-xdl <m) = M) - My | < 7).
2 52 2 2
Or: [lxy,-xg)l =2 (<bh - b, UL %) < UPl1b, - byl
i=1

L’hypothese 3iii du théoréme 1 est vérifiée avec n = %

4 - CONCLUSION

Nous avons établi un théoréme de convergence presque siire d’un processus
d’approximation stochastique dynamique étudié a I’origine par Dupac, avec une
hypothese de stabilité plus générale que I’hypothese classique et mieux adaptée au cas ol
les espaces des parametres et des observations sont différents. Puis nous avons donné
une généralisation de ce résultat.

Nous avons défini un modele d’approximation stochastique dynamique,
composition du précédent et d’un modele étudié par Ruppert ; nous avons démontré la

convergence presque siire du processus correspondant par application du théoréme
précédent.
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