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Résumé

Cet article aborde certaines propriétés de l'estimateur de I'histogramme, en
dehors du cadre L; , vis-a-vis de densités qui possédent des discontinuités : dans quelle

mesure peut-on essayer de préserver les aspects intéressants de la convergence
uniforme, aussi bien du point de vue asymprotique qu'a distance finie ? En conclusion le
cas de l'estimateur de la méthode du noyau est également examiné.
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Abstract

In this paper some properties of the histogram estimate are studied, apart from
the L] view, when the densities are not necessarily continuous : we try to preserve the

nice aspects of the uniform distance, for asymptotic results as well as at finite distance.
In conclusion, we examine the kernel estimate in the same situation.
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1. INTRODUCTION

Soit ( Xy, ... .Xp ) un échantillon d'une loi P sur R, de densité f par rapport a la
mesure de Lebesgue A. Soit ( h;, ) une suite de nombres positifs; pour tout entier relatif i,

on pose :

(1) A a=LG-Dhy,ihyl

(1.2) fn= Z # 1]'Ai n(xk) ﬂAin
ie 2 k=1 ’ '

(13) f= Y [hL P(Ai'n)] 1, =Ef,
iezl ™" '

Parmi les modes de convergence usuels de l'histogramme f;, , les plus
intéressants sont sans doute la convergence uniforme et la convergence en moyenne.

D'apres un résultat, d'ailleurs plus général, de Geffroy (1974 ), si f est uniformément
continue, si hy, — 0 etsi (nhp)/Logn — e, alors presque complétement siirement :

f,-f II“= sup | f(x)-f(x)| =0
(1.4) x

D'autre part, sans hypothése spéciale sur f, Abou-Jaoudé ( 1976 ) a montré
que, sihy - Oetnhpy — oo :

(1.5) ey -l =f|fn(x)-f(x)ldx >0

presque complétement siirement.
En fait, pour le résultat (1.4), on constate que I'hypothése d'uniforme continuité
de f sert uniquement & obtenir la convergence vers 0 du biais Il f - £ II“, tandis que la

convergence vers 0 de l'aléa Il fy - T, Il_, n'utilise pas cette hypothese. Or, bien que la

convergence en moyenne présente de nombreux avantages [Devroye, Gyorfi (1984)], la
convergence uniforme a quelque chose de particulierement visuel sur R, que 1'on peut
souhaiter préserver quand f a des discontinuités.

C'est pourquoi nous allons fixer notre attention sur le biais dans cet article. Un
mode de convergence appropri€, fondé sur la dilatation des graphes complets des densi-
tés, nous permet de rendre compte de ses propriétés asymptotiques, quand f n'est pas
nécessairement continue. D'autre part, & distance finie, ces idées permettent la
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construction de zones de confiance tenant compte du degré d'irrégularité supposé de la
densité a estimer.

2. PRELIMINAIRES

Les densités que nous envisageons dans cet article ont en tout point une limite 2

droite et une limite & gauche, toutes deux finies, et tendent vers 0 a l'infini : on notera
Dy, leur ensemble. Dans ce contexte, les histogrammes sont des estimateurs propres de

la densité.
Pour toute densité g € D, le graphe complet de g est I'ensemble :

Q.1 Tg= {(x,y):xe R;gx")<y< g(x") ou gix™) SySg(x')}

Si x est un point de discontinuité de g, la valeur g(x) n'a pas d'intérét particulier ;
on supposera simplement qu'elle est comprise entre g(x+) et g(x-), c'est-a-dire que
x,g(x)) e Fg.

Ensuite, pour tout € >0, le dilat€ d'ordre €de I'g est I'ensemble :

2
2.2) l"8={( wv): 3 (x,y0)€ l"g:| u-xu]<£ ;| vy, |< e}

L'idée est de considérer qu'un histogramme f;, est une bonne approximation

3
d'une densité f dés que I"fn est contenu dans I, pour € fixé. On pose donc :

\

2.3) Vf,ge Dy: d(f,g) = inf{e>0:l"gc I"il

Bien que 3 ne soit pas une distance, on peut déja obtenir un certain nombre de

propriétés intéressantes, dont nous rejetons la démonstration 2 la partie 6 de cet article.

Propriétés 2.1: Soit f, g, h, gy, des éléments de Dy :
() Tf=Tg = f=g, A-presque partout
(ii) 8(f,g) =0 = I¢= Ig
(i) & (f,g) < & (f,h) + 8 (h,g)
(iv)8(f.g)< i f-gll

(v) Si f est uniformément continue et si 8 (f,g,) — 0, alors || f-g, l,—0.



36 P. Jacob

Inversement, & (f,,f) a un intérét pratique : en effet, si 8 (f,,f) <€, le graphe de la
densité inconnue f est dans un dilaté d'ordre € de celui de I'histogramme f}, : par consé-
quent, dans la mesure du possible, on utilisera la distance A définie par :

2.4) Vv f,ge Do:A(f,g):max(a(f,g);ﬁ(g,f))

I1 s'agit d'une sorte de distance de Paul Lévy symétrisée, puisque A tient compte,
comme cette derniére, d'une marge d'erreur sur les abscisses aussi bien que sur les or-
données. Evidemment la distance de Paul Lévy est adaptée a la propriété de monotonie
des fonctions de répartition. On peut donc penser plutot a utiliser une généralisation a R
de la classique distance de Skorokhod sur D[0,1] ( Billingsley ,1968). Mais il s'agit
d'une notion trop forte pour exprimer la convergence du biais de I'histogramme :

Contre-exemple 2.1 : Soitf=2.1[1/4 , 3/4] ; pour toute suite (Ay) de fonctions
continues strictement croissantes dans [0,1], telles que A,(0) = 0 et Ap(1) = 1, la suite
des composées f;, 0 A ne converge pas uniformément vers f sur [0,1].

On s'intéressera aussi dans le paragraphe suivant aux densités tendant vers 0 a

I'infini, ayant en tout point une limite a droite et une limite a gauche, finie sauf en un
nombre fini de points. On notera D, I'ensemble de ces densités. Les définitions (2.1),

(2.2), (2.3) gardent tout leur sens. Cependant, il est clair que si une densité f appartient &
D, sans appartenir a D, l'histogramme f;, appartient de toute fagon & Dy, si bien que :

d(fn, f) = A(f,, f) =+e
Seul 3 (f.f,) garde un sens et on doit donc se résoudre 2 la perte de la symétrie.
Les propriéiés 2.1 et les propriétés ci-dessous montrent cependant que tout n'est pas
perdu! [§7; fig. 1].
Propriété 2.2 : Soit f € Do, et (gp) une suite de Dy, telles que & (f,g) = 0
@) si f(x¥) =+ 00, I (xp) 4 x telle que gp (xp) — + oo
(ii) si f(xT) = f(x") =+ 00, gn (X) > +00.

3. CONVERGENCE DE L'HISTOGRAMME

Le premier théoréme exprime la convergence du biais de l'histogramme pour la
distance A .
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Théoréme 3.1 : Soit f;, I'histogramme (1.2) et f, sa moyenne (1.3) ;
sife Dg et si hy, — 0, alors Afp.H) — 0.

Le deuxiéme théoréme est un simple corollaire du précédent, ainsi que du
résultat de convergence (1.4) et de la propriété (2.1.iv).

Théoréme 3.2 : Soit f,, I'histogramme (1.2) etf € Dy ;
si hy — O et si (nhy)/Log n — o, alors presque complétement sfirement :
A(f,H) >0

Dans le cas oll f € D, I'analogue du théoréme 3.1 est :

Théoréme 3.3 : Soit f;; I'histogramme (1.2) et ?n sa moyenne (1.3) ;
sif e Do, et sihy — 0, alors :

(i) 8 (fp.f) = +o0

(ii) 8(f,f) — 0.

Théoréme 3.4 : Soit f,, 'histogramme (1.2) et f € Do, ;

si hy — 0 et si (nhp) / Log n — oo, alors presque complétement slirement :
8(f.f) » 0

Corollaire 3.5 : Dans les conditions du théoréme 3.4 :
(@) sif(xt) =+00,3 (Xy) | x pas. telle que fy(Xp) — + oo p.s.
(if) si f(x1) = f(x7) = - o0, fy3(x) = + oo p.S.

4. DILATES DE CONFIANCE

Les résultats de convergence sont d'un intérét théorique évident, mais sont de
peu de secours pour l'utilisateur - spécialement dans une théorie ol l'asymptotique
signifie généralement d'énormes échantillons. Rappelons par exemple que le critére
couramment utilisé pour le choix de hy est celui qui consiste 3 minimiser l'erreur
quadratique intégrée E | Ifn(x) - f(x)|2 dx [Bosq et Lecoutre (1987), Freedman et

Diaconis (1981)]. Sous de fortes conditions de régularité, il est recommandé de choisir
hy de l'ordre de n~ 1/3_ Ceute faible ‘vitesse de convergence fait qu'en pratique, un
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histogramme ne comporte que peu de rectangles : on peut donc soupgonner le biais de
n'étre pas négligeable.
La loi limite de| inf (fn(x) -f(x)) 3 sup( f.(x)-f (x))
X X

a é1é déterminée pour une densité f lipschitzienne sur [0 , 1] par Bera (1977). Cela
permet asymptotiquement de déterminer des bandes de confiance pour f. Cependant, a
distance finie il est prudent de maintenir séparés le biais et I'aléa et de leur porter un
intérét égal : il faut garder a l'esprit que f}, est un estimateur sans biais de £, et que fp, est
une approximation de f. Si la construction de bandes de confiance pour f,, se raméne a
un probléme d'estimation par intervalles des parameétres d'une loi multinomiale, le
probléme principal semble étre, en 'occurence, la construction de zones de tolérance
pour f "autour” de f,,.

Evidemment, il faudra bien faire des hypothéses sur la régularité supposée de f.
L'aspect plus ou moins lisse de la densité ne sera pas notre critére de régularité : pour ce
qui nous concerne, de faibles variations de f entre deux discontinuités valent mieux
qu'une uniforme continuité avec de fortes oscillations. Nous utiliserons donc un critére,
que nous appellerons module de régularité, et qui n'est autre que I'analogue de celui
couramment utilisé sur D[0, 1] [Billingsley (1968)].

Pour tout a < b, on pose :

4.1) wela,b[ = sup { [f)-f)|; (x.y)e [ab] }
etpourtoutd>0:
4.2) Fg = [inf(x : f(x) > 8} ; sup(x : f(x) > 8}[

(4.3) w'g(8) = inf max wg[t,, t;[

{14;) 15ier

ol {tj} décrit les ensembles finis de (r + 1) points pour lesquelsona tg<...< tr,
[to.tr [=Fgetpourtoutie (1,.,r} (- t.1) > 3.

Avant d'énoncer le théoréme sur les dilatés, et si I'on veut vraiment se soucier du
probléme pratique, il faut bien constater que A ne possede pas la belle propriété
d'invariance de || ||1, [Devroye, Gyorfi (1985)] ; or, (X1,...,Xp) va en général s'exprimer
dans un systéme d'unités, tout comme hy,. Il est donc nécessaire de distinguer l'erreur
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verticale de 1'erreur horizontale [§7 ; fig.2] ; pour cela on utilise la notion de dilaté bidi-
rectionnel

€,8
44Ve>0,V8>0:Tp = {(x,y)l JuvieTg:[xu|<eet|yv]|s 8}

Théoréme 4.1 : Soit f, I'histogramme (1.2) et f; sa moyenne (1.3).:

hp, We(2h,)
Ff C rfn

Remarques 4.2 :
(i) si hy est fixé par des considérations probabilistes usuelles [Bosq et Lecoutre

(1987), Devroye et Gyorfi (1985)], w's(2h,,) dépend du bon sens de 'utilisateur. En fait,
s'intéresser a des classes du type :

Cs={fe Dg:wpg(2hy) <8)

c'est renoncer a tenir compte d'éventuelles excentricités de f.

(ii) il est instructif de dessiner des bandes de confiance autour d'histogrammes fj,,
et des dilatés de confiance autour d'histogrammes f,, pris dans les bandes de confiance.
Dans ces dilatés on peut tracer n'importe quelle densité de C§, pourvu que sa valeur

moyenne coincide avec celle de f;, sur chaque cellule. On pourra remarquer que, dans

certains cas de figure, on est amené & tracer une densité discontinue plutdt qu'une
densité uniformément continue mais trop irréguliére pour appartenir a Cg.

5. CONCLUSION

L'intérét de cette étude est essentiellement d'ordre visuel et semblerait sans doute
amoindri dans le cas de densités multivariées. Cependant, une autre voie possible est de
vérifier que d'autres estimateurs ont, sur R, un bon comportement vis 2 vis de la
distance A. C'est le cas, par exemple, de l'estimateur de la méthode du noyau :

Soit g une densité de probabilité bornée ; posons

1) 80 = 58l
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(5.2) £20) =2 D ga- - %)
j=1
(5.3) fa() =g, % £() = Ef ()

On obtient alors la généralisation suivante du lemme de Bochner [Bosq et
Lecoutre (1987)] :

Théoréme 5.1 : Soit f, = g, * f, ol gy estla fonction (5.1) et f une densité de Do;
sihy — 0,alors A(f,f;)—0.

En supposant maintenant pour simplifier que g est un noyau 2 variations
bornées, on obtient :

Théoréme 5.2 : Soit f; l'estimateur & noyau (5.2) etfe Dg;sihy - OetsiVy>0,

oo

2 exp(-vyYn h:) < + oo alors, presque complétement siirement  A(fp,,f) — 0.
n=1

11 suffit de remarquer que dans le résultat de Nadaraya (1981) la convergence
uniforme de (fp - fy) ne dépend que de propriéiés intrinséques de la fonction de
répartition empirique. On utilise alors la propriété (2.1.iv). Selon la remarque d'un
rapporteur, que je remercie, le théoréme 5.2 peut s'énoncer sous la condition plus
simple, et a peine plus forte : nh: /Logn — oo,

6. DEMONSTRATIONS

Dans ce paragraphe, pour toute densité f € Dy, nous noterons I'g(x) la partie de
I'¢ d'abscisse x ; cet ensemble est donc de la forme {x} x Ig(x) ; si f(x") < f(x+), par
exemple, alors Ig(x) = [f(x") ; f(x*)]. On notera Cy I'ensemble des points de continuité

E
de f; si x € Cr, Ig(x) = {f(x)}. Enfin, pour tout € >0, I’ ¢ (x) désignera le dilaté d'ordre €
de T'f(x), c'est-a-dire, si f(x~) < f(x*+) , la bande verticale }x-€ ; x+€[ x [f(x")-€ ; f(x)+€[.

Propriétés 2.1 :
(i) Tout élément de Dy a au plus une infinité dénombrable de discontinuités ;
or,six e Cfng:
(£00)) =1¢(x) =Tg(x) = (g(x))
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(ii) Comme Ig est fermé dans RxR+:
£
I‘g Cc N =T,
€>0
D'autre part, si x € Cf, cette inclusion implique :
Ig(x) € Ig(x) = (£00)}
et nécessairement, f(x) = g(x) ; enfin, si x & Cy, il existe (xp) C Cret (x'y) C Cf, telles
que (xp) T x et (x'n)  x. Par conséquent f(x) = g(x7) , f(x1) = g(x*) et Ig(x) = Ig(x).
(iit) Soit 81> 8(f,h) et &2 > d(h,g) ; alors ' C T fal etl'gCT) hsz, donc
) 51,0 61+6
Ig Clyy 2 c(rf°1h)%2 € 21702,

(iv) Supposons que | f-glloo < €}
si xe CfN Cg, alors V > 0, il est clair que
€+8 £+3
Felx) € T, (x)et Fx) < Ty (x).
sinon, on obtient quand méme | f (x*) - g (x| <€ et

| f(x) - g (x7) | £ € en considérant des suites (xy) et (x',) comme dans (ii) : si bien qu'a

£+3 E+d
nouveau, V8>0,Ifx) ¢ T, (x} et T',(x) € Ty (x}

(v)Soit0<n<etelsque:V x',x"e R:
x'-x"|<2n = f)-fx")|<E€.
Pour n assez grand, 8(f,g) <n ; alors, pour tout x € an il existe zp(x) tel

que [x - zp(x)| < et |gh(x)-fza(x))| <M.
sup l f(x) - g (x) | = sup I f(x)-g,(x) |
xe R X € an

< sup sup  max (| xx'|; |gn(x) - f(x')l)

X ngn X-N<x'<Sx+M

< sup sup max(] X - zn(x)|+| z,(x) - x' |;
X € an X NEX'SX4M

| 8a() - fza(x)) | + |f(2ax)) - f(X')|)

< max(ﬁ+2n;11+e) < 3¢
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Contre-exemple 2.1 :

Quandn=4p+2,pe IN*, il existe un Ajn= [i/n; (i+1)/n [ centré sur 1/4, soit
An1/4 sur lequelf,, = 1. D'autre part on peut trouver, pour tout n, un nombre t de
I'intervalle [0, 1] tel que Ap(ty) € An1/4 . La suite f(An(ty)) posséde donc 1 pour

valeur d'accumulation.

Ce contre-exemple peut convenir aussi pour l'estimateur & noyau (5.2) : si g est
symétrique

0

f*g,(1/4) = 2[ gw)du —1
-1/2h

et pour tout n, il existe t, tel que Ap(ty) =-}1-.

Propriétés 2.2 :
(i) supposons que f (x™) <+ oo et f(x+) =+ec; pour tout M > 0, il existe 1 >0
tel que f(t) > M+n, V t €] x,x42n [. M et 1| étant fixés, pour n assez grand, Fg o €St in-

clus dans TfV4. On en déduit que :

1 3
anr\ ([x+-2—11 ;x+§n] X [O,M]) =g

1
Soit xp, un point de continuité de gy, pris dans[ X+zM ;5 x+ %Tl ]

gn(xn) >M

(ii) si f(x7) = £(x*) = + oo, on peut faitre une démonstration similaire, en
remplagant ]x ; x+2n[ par ]x-n ; x+7[ et en posant X = x ; aboutissant ainsi i la conclu-
sion :

gn(xh) etgn(x7) >M.

Théoréme 3.1
a) Pour simplifier cette démonstration, nous supposerons que f et f; sont conti-
nues a droite. Comme cela ne modifie pas I'fet F;“, la solution n'en est pas

moins générale. [§7, fig. 2].

Soit € un réel positif fixé , a' =inf {x : f (x) > €} et a" = sup {x : f (x) > €}.
L'intervalle [a',a"[ peut €tre partagé en sous-intervalles [aj ; aj+1[, j=l..,jg-1, sur
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lesquels f a une oscillation plus petite que € [Billingsley (1968)]). On pose par
conséquent a' = a1, a" = aj, et , par convention, g = - © €t aj4] = + °°.

Dans la suite, n est pris assez grand pour que hy <€ et pour que chaque inter-
valle [aj ; aj+1[ contienne au moins un intervalle Ai,n (1.1).
On notera [ bj“ ; Cjn [ laréunion des Ajy, contenus dans chaque [ 3j 5 3j+1 [.Par
convention bo™ = - o et ¢j 1 =+ oo,

b) Soitx € Aj C [a;; 3j41[:

7 1
NORIGIE I"A fA f@y)dy-f()

in
1

SM. fAi'nlf(y)-f(X) |dy

1,n

< Wf[aj§aj+[< €

€ £
Par conséquent, I';(x) C I‘gn(x) et I‘fn(x) cIyx).

¢) Considérons a présent un A;  tel que aj appartienne a l'intérieur de Aj p, et
supposons pour fixer les idées que f(aj‘) < f(aj)

—}:.ll:l)[crl;bjn[ = thfb f(X)dX +-—f f(X)dX
a.
S(f(aj)"'wf(] aj; J[) (b a

+(f( )+Wr "isa ))

< f (aj)-*-t:‘,

Etde la méme facon :

B% P[c?,;b?[>f(aj) -€

Par conséquent, Vj=1, .., jg, 3 (aj,Vj) e T[f tel que,
pour tout x € J¢j-1" ; by [ :laj-cj.1?| <hp<e et|vj-fp(x) [ <&

£
Donc F;n(x) CT¢(aj)pourx e ]cj'_ln ; bj“[.



44 P. Jacob

d) Inversement, pour x € [Cj_ln ; bj“[ - {aj] :

T ¢ T, () T, ()
En effet :
sup . | f(X)-f(y) |<e = Vxe [aj,b [

JSx< _l
bn< < n
jEYSC

| £60-F, (o]

bnfhn
1 J
< F:f [fx)-f(y) |dy<e
n n

b;

et de la méme fagon :
n = n
A xe[cJ_l,aJ[ : |f(x)'fn(cj1)l < &

e) D'aprés c) etd) :
f(a)+e>fn(“) —f(b )>f( ) €
f@)+a>f@)>f@
ve2h[h) 2 ffa )-e

On en déduit :

Ie(a) ¢ rf (c.ll) v an(b )

et Tg () e rpfay) s T (67) € 1 (ay)

Théoréme 3.2
La démonstration du théoréme (1.4), que 'on pourra consulter dans [Bosq, Le-
coutre (1987)], consiste & démontrer séparément que llfn - fnll. = O presque

compleétement sfirement, et n'utilise pas I'nypothése d'uniforme continuité de f ; on a
donc aussi A (fn R ?n) — 0 presque complétement siirement d'aprés la propriété

(2.1.iv). Il reste & utiliser le théoréme (3.1) et I'inégalité triangulaire.
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Théoréme 3.3

On suppose qu'il existe un point x unique tel que f(x) < +oo et f(x+) = +eo ; il
existe € <0 tel que :

fly)>f(x)-€e>0, Vyelx-€;x+¢[

€ peut étre supposé suffisamment petit pour que [x - € ; x + €] soit & l'intérieur de
l'intervalle [a1,aj E[ hors duquel f <€ ; on partage [a] ,x - /4] et [x +€/4, 3 8[ en sous-
intervalles sur lesquels l'oscillation de f est inférieure & € ; on prend alors hy, assez petit
pour que chacun de ces sous-intervalles contienne au moins un Aj p, , €t on suppose de
toute fagon que hy, < €/8.

Comme [x - 3e/4 ; x + 3¢/4] est contenu dans la réunion des Aj p inclus dans
l'intervalle [x - €; x + €], pour tout y € [x - 3¢/4; x + 3e/4] on a

fiy) > flx)-e

€
et I"fn(y) c TI'iix

puisque T'f(x) = {x} X If(x~) ; +oo[
D'autre part, le Ajp contenant x+€/4 est suivi d'au moins Ajy+q n, Ajs2,n > Ais3n
contenus dans {x + €/4 ; x + 3¢/4[ pour lesquels on est ramené 2 la situation décrite dans

la démonstration du théoréme 3.1. ; c'est-a-dire que f n'a en aucun cas une oscillation
supérieure a € sur deux intervalles consécutifs de ce type.
Il en est de méme sur [x - 3¢/4; x].

Théoréme 3.4

C'est une conséquence du théoréme (3.3).

Corollaire 3.5
Clest une conséquence de la propriété (2.2).

Théoréme 4.1

Si w't(2hy) < €, on peut aisément se ramener 2 la situation du a) de la démonstra-
tion du théoréme 3.1., & ceci prés qu'il ne sera pas supposé que hp <&. Une démonstra-
tion similaire a celle du théoréme 3.1 conduit & :

b) Tl c rgf(x) $ Tz () C e
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hp.€
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&) i) T (]y) urg™ (b))
h_¢ h,.&e

) Tajc Iy () ore (b))

S e =S VY o (5 P o™

Théoréme 5.1
a) Supposons d'abord que f soit une densité de la forme :

k

flx) = 1_21 ¢ Uaa;,{ ®

-1
k (x-ai) hn
et f *gplx)= z ¢ glu)du

i=1

(x2ie1) g

Soit0 < 2& < min Iai+1-ai] et j e{l,...k};
1<i<k

pour tout x E[aj +E&; aj+1 - t-:] :

(x aJ)h;,l (X ai)hnl
|flx)- £ * galx)| < | Cj-C, 1 gl)du| + . |Cyl l glu) du
(x-a,41) hy i#] {x-ai41) hp
k ahn1
< Ylc| |- f g (u)du
i=1 -ghy
k
il existe donc notel que,Vn2n,, Vxe U Jaj+e;ajy -4 :
j=1

|f(x)-f*gn(x)|<e

D'autre part, pour tout x € [3j- €; aj+ €], j € {1,...k} : il existe ny 2 no, tel que pour
n2nj:
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-1
e (x-ajhn
fxg((x)- Jlf gluldu +C; f gudu|] < ¢

(xa) a, 00

donc, en supposant que Cj.; < Cj:
Cj1-e<fxgpx) < Cj+e
11 suffit alors de remarquer que f* g, est uniformément continue, puisque g est
bornée, pour conclure : V n2nj

E 3
rf*gn c Ty [§ 6; fig. 3]

€
b) Inversement, pourn 2 no, I’y C I‘f,,g : en effet,
n

si aj+€< x < aj41-¢, alors|f(x) - f+gn(x)|<E&.
D'autre part, si aj<x<aj+e:
Ci-e=f(aj+e)-€ < f»gu(aj+¢) < flaj+e)+€ = Cj+¢e
Tandis que si aj- € < x < 3;
Cj1-e=f(aj-€)-& < f*gn(aj-€)<f(aj-e) +€ =Cj1+¢€
On peut conclure en utilisant 2 nouveau l'uniforme continuité de f » g, , qui
prend toutes les valeurs entre f * gn(aj+€) et f » gn(aj-€).

c) D'apres le a) de la démonstration du théoréme (3.1), il existe, si f € Dg, une
densité h en escalier telle que || f-h |l <€ ; etdonc:
Vn, [[f*gn-h*gnlle< If-hllw<e
On en déduit, d'apres la propriété (2.1.iv), que Vn2ng:

2e 3¢

Teug, <:1‘,”g cr, cT;
3¢

I, cr cr,”g C Tey,

donc, Vn2nj: A(f gy, ) < 3e.

Théoréme 5.2
L'argument est identique a celui du théoréme (3.2).
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7. FIGURES

Figure 1

£
f(x7) < +o et f(x*) = 40 ; T est la zone grise ; le graphe complet de gn est

représenté sous la forme d'un histogramme.
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PRI PP |

Ai-l,n i,n i+1,n

Figure 2

't est en traits pleins et an en pointillés ; on voit sur A p 1a nécessité€ de considérer
des "dilatations horizontales" des graphes, alors que sur Aj+1,n €t Aj-1n , des "dilatations

verticales" suffisent.



50

BN I R S o

\/ ' .

d ' .

~ . EET TP PEEPR PRI PEPPPPTNY
v

H

H .

H H

N H

H H

N .

N H

H >

H H

H H

H H

H H

H H
X

P. Jacob

.Cj

Figure 3

€
It g,, €St contenu dans la zone grise, qui représente I'¢.
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L4
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rJ

Figure 4 a)

Le graphe l"fn d'un certain histogramme.

0,22

0,20

0,18 -
8,16
0,14 -
0,12 -
0,10 -
0,08
0,06 -
0,04

0,02

Figure 4 b)

Des zones de confiance pour l";n (et non pour I'¢!), construites autour de l"fn , au seuil

5 % sur chaque cellule, avec un échantillon de taille 900.
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0,20

0,18

0,16 -

0,14

0,12

8,18

—_— T

0,04 -

L3

P. Jacob

Figure 4 c)

Tr, étant pris comme estimateur de rEn , c'est dans la zone grise que peut étre tracé

T's, si f appartient 3 une famille de densités A telle que : sup w' g(2) < 0,04.

geA

Bien entendu, il faut prendre garde de tracer le graphe d'une densité de probabilité dont
la valeur moyenne sur chaque cellule soit égale 2 la valeur de f,, sur cette cellule.
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