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Bésumé

£st proposée une analyse lactariele de la ressemblance et ae /a diférence enre
plusieurs lableaux dindvidis, 4 partir de /la mise en oeuwe dun alganthme, que
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lableaux en prolongement danajyses faclarieles connues.

Abstract
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INTRODUCTION

S'intéresser & plusieurs tableaux c'est le plus souvent se poser d'abord le
probleme de leur comparaison . Une de ces études comparatives peut s'exprimer en
termes de ressemblance entre nuages de points individus associés a ces tableaux.
Une analyse de la différence entre ces nuages peut alors se concevoir, en se référant
a ce qui a été reconnu comme le plus ressemblant entre ces tableaux, en termes
d'ajustements successifs, dans I'esprit de Lingoes J.C. et Borg I. (1978).

Nous nous intéressons ainsi & la recherche de directions principales associées
aux tableaux respectifs, sur lesquelles les nuages respectifs projetés apparaissent
les plus ressemblants. Pour ce faire, est proposée une généralisation d'un critére de
ressemblance et un algorithme permettant d'optimiser ce critére (la convergence de
l'algorithme n'est pas établie). Ceci nous permet de construire une rotation de
plusieurs tableaux, vers I'un d'eux pris pour cible, & partir d'une superposition d'axes
orthogonaux. Cette approche, qui se veut étre un prolongement & plus de deux
tableaux, d'une présentation possible de la rotation procuste orthogonale entre deux
tableaux (Lafosse, 1985), est différente de celle considérée par Gower (1975) et par
Berge (1977) qui optimisent la statistique procuste (Sibson, 1978) a l'aide
d'algorithmes itératifs, permettant & chaque pas de la diminuer.

L'aspect factoriel est en effet privilégié dans notre démarche, au détriment peut
étre d'une trés bonne diminution de la statistique. (Cependant, sur le seul exemple
traité par nous, les résultats obtenus s'avérent bons du point de vue de I'optimisation
de cette statistique). Notre méthode permet de fournir les expressions matricielles des
rotations a appliquer aux tableaux vers 'un d'entre eux pris pour cible, le
rapprochement ne se faisant pas vers un tableau compromis. De plus, ces

expressions sont décomposables en termes dont les importances relatives sont
évaluées.

Une deuxiéme étape dans I'étude de la différence entre tableaux par rapport & I'un
d'eux pris pour modéle, consiste & proposer un ajustement giobal, en procédant par
affinités orthogonales, généralisant ainsi pour plusieurs tableaux une approche
précédemment considérée pour deux tableaux (Lafosse,1985). Un indice de liaison
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globale permettant d'évaluer l'intensité de I'ajustement au tableau cible est alors
proposée, C'est pour nous un ajustement de type procustéen en ce sens que la
démarche ne peut que diminuer la valeur de la Statistique Procuste et aussi dans la
mesure oU nous ne voulons pas limiter le cadre procustéen aux seules rotations : le
bandit Procuste a béti sa (mauvaise) réputation en déformant les voyageurs plus
qu'en les couchant sur un lit.

Les semi-métriques, considérées par blocs, sur espaces vectoriels somme directe
d'espaces vectoriels, ont été introduites pour la premiére fois en tant que telles par
Schektman (1975) qui définit une famille particuliére, nommées métriques & effets
relationnels. ( A un moment de I'exposé nous considérons 'une des métriques de
cette famille). Nous apportons quelques développements quant & la connaissance de
cet outil, sans nous référer dans un premier temps & une analyse de données.
Notamment, nous proposons une écriture de ces semi-métriques ol apparaissent
clairement tous les termes des analyses canoniques qu'elles définissent
implicitement, ce qui revient & proposer un mode de construction de semi-métriques
dont nous usons par la suite. Ces semi-métriques nous aident a aborder la
complexité des outils euclidiens que I'on veut mettre en oeuvre quand il s'agit de
préciser les dispositions relatives de plus de deux nuages de points : si on modifie
celle de deux nuages par rapport & un froisieme, il faut contrdler la disposition relative
de ces deux nuages, sinon on risque de bétir des modifications impossibles &
réaliser. De plus, ces semi-métriques nous permettent d'établir un lien entre notre
analyse et d'autres analyses connues. Elles participent donc & une justification de

nos calculs & plusieurs égards. Elles ne sont pas cependant indispensables pour une
présentation des résultats.

L'exposé est rédigé en considérant deux, puis seulement trois tableaux, pour
simplifier le propos et I'écriture. Rien cependant, ne nous semble s'opposer a une

mise en oeuwre de la méthode et de I'algorithme en prenant un nombre de tableaux
plus grand.

Notons que si 'algorithme ne convergeait pas vers la solution cherchée, la
solution obtenue reste cependant utilisable pour effectuer les ajustements proposés,
ces derniers devenant alors sans doute moins efficaces.
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A - METRIQUES ET ANALYSE DE DEUX TABLEAUX
1 - PROPRIETES DES METRIQUES DANS E4 & Ep
1.1- Notations.

Les notations prises sont, pour l'essentiel, celles de Cailliez et Pagés (1976). Sont
confondues les notations de vectewrs, applications linéaires, etc.., et leurs
représentations matricielles dans les bases de référence choisies une fois pour
toutes. Soient Eq =R™M! et E; = RM2, deux espaces vectoriels sur R. On note
E'y=04 & EpetE 5= Ey &0, les sous-espaces vectoriels de ['espace somme
drecte £ & Ep, O étant le vecteur nul de E4 et Op celui de Es.

1.2- Bappels

Ces rappels ont eté rassemblés ou établis par Tebboune (1981). E4 et E5 sont
munis des metriques (forme définies positives) My et Ma. On considére I'écriture

matricielle par blocs des semi-métriques (formes semi définies positives) dans
E1 B E2 .

M=l$1 r"’;112

My = M'p¢ (transposee de Mpq) est le bloc inter définissant Ia disposition relative
des sous-espaces E 1 et E 5, une fois choisis les blocs intra My et My.

Cette séparation d'information peut étre aussi réalisée & l'aide de la
decomposition suivante :

(M, O I, P}
1 1 12

M=M.P, M.= | P=(
o D\OM2) '\P2ll2I)

ly etly étant matrices identité de dimensions respectives mq etmp. Ona:
-1 -1 4 g,
Pia =My My, . Pyy =My My, et Ppy= My Py M,
P12. application linéaire de (E3,Mp) dans (E1,M4), est donc opérateur adjoint de Py .
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P opérateur de Eq ® Ep, Mp-symétrique et M-symétrique (la M-symérrie s'étend
naturellement au cas ou M est une semi-métrique et non une métrique), caractérise la
disposition des sous-espaces E"y et E*; dans Eq @ E5 pour Mp fixée.

P=P, +P P (I‘P"‘\ P o0
= P + Pg. avec Py = 00) ot Pe=lP, |,
Pe.  estle projecteur M orthogonal de E, ® E, dans Ej .

1

PE.O estle projecteur M orthogonal de E,  E, dans E, .

M estdéfinie si et seulementsi P estréguliére.
1.3- Analyse canonique dans(Ey ® Ep.M)

L'analyse canonique d'un couple de sous-espaces d'un espace euclicien a été
étudiée par Dempster (1968), Dauxois, Pousse (1976), Cazes et coll. (1977), Pages,
Cailliez, Escoufier (1979), etc..

Cette notion reprise ici, est étendue en ce sens que des métriques intra différentes
sont considérées dans E4 et E5 (sans référence & une analyse de données).

Soient les décompositions spectrales suivantes, P45 étant I'adjoint de Ppq :

m, M,
2, 2,
P12P21-Zsl uu' M et P, P,= z S Vi M,

Les vecteurs colonnes u; sont My orthonormés, les vecteurs colonnes v; sont My

orthonormés. Le rang de P45 (ou de Poq) étant égal ar, seules les r premiéres
valeurs propres sont non nulles.

On a ainsi les éléments permettant d'écrire les décompositions en valeurs
singuliéres (ol 5> 0,j=1ar)

4 r
P,= |21 s'u‘v‘] M, et P,= ‘21 slvlu'l M,

avec
Pi2Yi=s)y P21y =5;; j= et
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Et P peut donc s'écrire :

t)

M-
o
<
—:-
=
-

m, m,
avec les méviques identités |, '2 uu M, etl= Zv, v, M,
I=1 i=1

P. qui est somme de deux projecteurs orthogonaux, a ses valeurs propres comprises
entre 0 et 2. Donc 0 < §< 1. L'écriture (1) permet de vérifier aisément que 5j est le

coefficient canonique associé au couple canonique ("i"'l)' j=tar.
Nous confondrons désormais les notations uj € Eq et y; € E°y, ouvj e Ep et

Vi€ E*. La matrice colonne ('\‘, )seranoté u +v.

Les vecteurs y; +v;, j = 1 ar sont vecteurs propres de P associés aux valeurs
propres 1 + Sj, les vecteurs propres Uj - ¥jr j=1ar, étant associés aux valeurs 1 - §j.
les autres valeurs propres valant 1.

Nous retrouvons donc des propriétés bien connues, souvent établies dans le
cadre dune analyse de deux tableaux mettant en jeu la somme de deux projecteurs
orthogonaux sur deux sous-espaces supplémentaires.

Réciproquement, étant donnés un systéme de vecteurs M4 orthonormés {ui Ji=1
ar, et celui des vecteurs Mo orthonormés {vi } 1=12ar, la métrique qui permet de
préciser la disposition relative de ces deux systémes, connaissant I'angle Qj entre y;
ety V), est la métrique M = Mp P, avec P écrite selon (1), en posant §j = cos Q.

Les r angles canoniques sont nuls.
r
Py = ,.2, U v‘l M, estopérateur partiellementisomérique de (E,. M,) dans (E,M,).

Le vecteur uj est donc alors confondu avec Y Vj=14r dans sareprésentation par M
dans E1 & E2.
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Bemarques
Les écritures précédentes sont uniques aux indéterminations prés dues &
l'existence éventuelle dun sous-espace propre de dimension supérieure A 1 dans

les équations aux valeurs propres. De plus, tout vecteur Uj + v peut étre remplacé par
le vecteur Ui V.

2- AJUSTEMENT DE TABLEAUX ET METRIQUES
2.1- ntroduction

Pourk=1et2,
(X. M.D) sont les deux triplets soumis & analyse. Les tableaux X sont formés de n
n

lignes x:‘, i= 12 n, affectées des poids p, vérifiant Z p=1.
=

x: estappareillé & xf Vi=t1an.

Ex désigne l'espace vectariel de dimension my engendré a partir des vecteurs xik :
les points xik. i =1 an, sont ceux du nuage Ny dans leurs représentations par M.
métrique sur Ey.

L'espace F, engendré par les m4 + mp vecteurs colonnes centrés de R™ formant
les tableaux X; et X5, est muni de la métrique diagonale D des poids p;.

Les vectews dans F, E' k 6t Ex se corespondent par dualité selon le shéma
(Cailliez et Pages, 1976).

X X
E, o 1 F_2
1 l‘ 71 2
M TD lﬂ
E: 7 F N\ E*

Notons V1 = X'1 DX1 . V2 = X'ZDX2, V12 = X'1 DX2 et V21 = X'2 DX1 .lLa
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corespondance entre (E4,My) et (Eo.Mp) est precisee par I'opérateur VoMo, ou
I'opérateur adjoint Vo4 My, de rang r. La décomposition en valeurs singuliéres des
opérateurs

4 4
V12 Mz- ; ululv'lM2 ou V21 M1 = ; ulvlu‘l M1

ol plz est valeur propre de  Y,,M, Y,, M, etde V, M, Y, M,, meten

‘evidence le fait que cette correspondance entre espaces métriques engendrés, est
decite par celles existant entre les vecteurs My orthonormés uj et les vecteurs M
othonormes vj. j=12r: Vya Mo Vi =il Ui et Yoy My uj= ;.

Le plus souvent vouloir associer une semi-métrique M dans Eq @ Ep & une
analyse de deux tableaux, c'est soit s'intéresser a une disposition relative particuliére
des deux nuages de points associés, soit, et cela autant par un choix particulier des
metriques intra que du bloc inter, pour obtenir des variables ayant des propriétes
particuliéres (notamment celles associables par dualité aux vecteurs canoniques
implicitement definis pas M dans Eq @ Ep).

Dans ce contexte de métrique associée & une analyse, seuls des tableaux ou les
individus sont appareilles sont en géneral considérés.

Des choix de semi-métriques (les plus intéressants pour nous) sont rappelés
ci-dessous en précisant la nature des vecteuwrs canoniques associés.

2.2- Quelques choix de métriques
Rotation Procuste arthogonale

an
M, M VMV MV M)

M= -2
L MV MV M, Vo, M) M, /
est la métrique procuste orthogonale écrite par Croquette (1980), étendant la notion
de rotation a celle d'isométrie partielle entre espaces métriques. Le résultat de la

rotation apparait clairement indépendant de la cible choisie dans cette écriture, ou les
roles joués par les deux sous-espaces sont symétriques.

]



En I'écrivant sous la forme :

l! Zvlu'l M1 I2 Il

on met en évidence les deux systémes d'axes orthogonaux superposés dans la
rotation (ceux de la décomposition en valeurs singulieres de VoM ou Vaq My).
Notons que les valeurs propres de P sont égales a 2 ou 1.

Ajustement procustéen

On ajuste un des deux nuages & l'autre pris pour cible, en le déformant ; r affinités
orthogonales de centre O et de rapport ki sont effectuées dans chacunes desr
directions orthogonales superposées par rotation procuste orthogonale (Lafosse,
1985). En complétant le systéme des r vecteurs vj pour obtenir une base
orthonormée de Ep, on peut éaire,

-MI-Mzzva

La meétrique traduisant la nouvelle conflguratlon du nuage Nop s'éarit alors :

A, = Mzzklvlv]M

J=1
avecki=1 pow r<jsmy.
Le systéme des vecteurs bi =V Iki est Aj orthonormé et 'opérateur

T r
A,= 1.2 Y v‘l A= ; kl u‘v'l M, .appliqué au nuage N,, permetd‘observer dans (E,M,) le

résultat de I'ajustement au nuage Ny .
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Dans E¢ & Ej, la mérrique exprimant le résultat de cet ajustement est :

Dans le cas ol toutes les valeurs ki sont inférieures ou égales a 1, il est possible
de réaliser simultanément la superposition, par rotations et par contractions
4

avec l'opérateur A, = Z kuviM,, de sorte que la disposition relative
I=

des deux nuages décrite par N soit aussi décrite par ;

/

M, P " 0‘\{“ " uP,=A
= , Ou L .
D L 0 M2 } \ pm |2 ) 12 12

C'est ce qui se passe (cf. [11] ) dans le cas particulier ou My ét Mp sont métriques de
Mahalanobis dans Eq et E; respectivement, avec la métrique & effet relationnel
(Schektman,1978) :

AN
MoP=l vy vty
{ Ya¥a Y

2 ]

Dans Eq x E, l'analyse canonique de E4 et E; induite par cette métrique admet

pour vecteurs canoniques et pour coefficients canoniques les axes canoniques et les
coefficients de comrélation canoniques de I'analyse canonique classique de deux
tableaux.

Toutes ces métriques correspondent & un ajustement entre tableaux.
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B- METRIQUES ET ANALYSE DE TROIS TABLEAUX
1 - SEMI METRIQUE DANS E = E4 ® Ep ® E5. GENERALITES

Nous considérons ici trois espaces vectoriels Eq,Ep,E4 sur R, de dimensions
respectives my,mo,ma, avec m=mq +my + Mg ; la plupart des notions introduites
pourraient étre prolongées a plus de trois espaces sans difficulté. Les notations
adoptées viennent & la suite de celles définies pour les semi métriques dans Eqy® Eo.

Soit I'écriture par blocs d'une semi métrique dans Eq @ Ep®Eg

{ M, M, Mn\
My M, My,
My, My, M,

M=

—

Les sous-matrices de M,

(Ml Mﬂ) (M1 Mﬂ‘ (M2 M23)
M2‘l M2 M3‘l M3 M32 M3

sont des semi-métriques définissant les dispositions relatives des sous-espaces
considérés deux & deux. (cette condition nécessaire n'est pas suffisante pour
conclure que M est une semi-métrique).

(M 0 0} [, Py Pii
Posons M=M,P , M,= O M O pa|Pyly Py
10 0 M, \ Pay Py g /

Mp est supposée définie positive.
P12.P43.P23 sont opérateurs adjoints de P21,P31.P3> respectivement, sachant que
pour tout i = j, Pii est application de (Ei'Mi) dans (E;, M) .


http://E1.E2.E3
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En posant ;
: y { Y ! [
[l Py Py o0 o0} {0 O O}
Pe=| O © o Pe,=| Pul Pn| Pg = 0 00
|
10 0 Of 1 00 Of t Py Py )

P= PE‘ + PEz + PE‘ est la somme de rois projecteurs M orthogonaux sur

Ey X {Og} x {03}, 101} X Ep x{O3}, {04} {05} x E3, notés E'y, E "9, E 3.
respectivement. P a donc ses valeurs propres comprises entre O et 3.
Soit la décomposition spectrale usant de la Mp symétrie de P (qui est aussi
M symétrique) :

m
P= 21, Y,Y, M,
ol Yl X; *+ ¥j * Zj est vecteur propre de P, de Mp norme 1, associé a la valeur propre
A} qui lui corespond ; xleE 1 yleEz et zleE 3-Ona:

P?,(Yl)" ll X E‘z (Yl) l' Y, et Pﬁ.3 (Yl)s Alzl

Soient o .Bi i les cosinus des M angles aigus respectifs des vecteurs X ¥j, 2j avec
leur vecteur somme Yi .On note la norme d'un vecteur quelconque de Ey ouE ,

k=12003: [ 1= lly =H Il =110, Ona: a-‘[—uxucarﬁ estla

2 a2, .1
Mnorme de Y. Comme || Y/l =1, A=/ +B/+3,.
Notons Uj. Vj» Wj les vecteurs X ¥jr Zj respectivement normés a ['unité. On peut
écrire :
i a u| i
v (] . ’
B v (au) BV, 8w M
L3 W
contrairement & ce qui se passe dans une écriture analogue relative a deux
sous-espaces seulement, aucune relation d'orthogonalité n'existe entre les vecteurs

uj. ou entre les vecteurs Vj. ou entre les vecteurs w.

J=1
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It n'est plus possible ici de changer un angle, pour définir une nouvelle disposition
relative des sous-espaces, sans tenir compte des liens existant entre 'ensemble de
tous les vecteurs, tels que :

L]

m m m
2
2 of=m, EH: B} =m, g‘: 8 =m ,;,: o () M, =1, vk=tam

i=1

2 . .
Comme 7L|= alz + B,z +73 e Vvj=14am, l'analyse canonique généralisée des

sous-espaces E'1, E'2 et E'3 dans (E4 @ Ep ® E3, M) a pour solution, au sens de
Carroll (1968), les triplets (xi. Yjr zi), le classement des vectewrs Xt+yjtrzse faisant
selon les valeurs propres de P rangées dans I'ordre décroissant.

2-AJUSTEMENT DE TROIS TABLEAUX
2.1 - introduction

Nous venons de voir que la difficulté pour choisir une disposition relative de trois
sous-espaces ou de trois nuages de points provenait de l'outil euclidien mis en
oeuwre, les choix des angles ne pouvant se traiter de facon indépendante comme
pour deux tableaux de variables centrées.

Nous proposons cependant une solution au probléme de I'ajustement global de
deux tableaux vers un troisiéme pris pour cible, par rotations ou par rotations et
affinités orthogonales. L'aspect global provient de ce que la méthode consiste a
déterminer d'abord de fagon globale des directions principales & superposer.

Pour alléger I'écriture, I'analyse des trois triplets (Xg.M¢.D), k =1 a3, pouvant étre
remplacée par celle des triplets (X M2, i, D), nous travaillons souvent avec les
métriques identités sur Eq,E; et E5 sans perte de généralité. Mais présentons
d'abord un cas particulier o une solution est connue.

2.2 - Ajustement global de nuages normalisés

Dans le cas ol les métriques intra relatives aux trois espaces engendrés & partir
des trois tableaux sont celles respectives de Mahalanobis, nous avons une solution
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au probléme de I'ajustement global par rotations et affinités orthogonales des trois
nuages. En effet, la procédure d'ajustement, vue pour deux nuages avec la métrique
A effets relationnels, peut étre appliquée simultanément aux trois nuages considérés
deux par deux, en aboutissant 2 une disposition globale compatible entre les trois
nuages, comme le montre I'écriture de Ia' métrique & effet relationnel :

iy vl 4 4t
RAR IR A AR A A
-1 -1 -1
-1 -1 -1
1o 0 Vil lv,v] v,vy i |

Les trois nuages étant normalisés par I'emploi des métriques de Mahalanobis {14}
(les ellipsoides d'inertie sont alors hypersphériques), I'ajustement ainsi réalisé est
particulierement efficace. Aussi, les premiéres valeurs propres de P sont-elles
souvent proches de 3.

Les analyses associables & cette métrique, notamment analyse des
corespondances, analyse discriminante, sont largement développées, le plus
souvent & partir de I'analyse canonique généralisée au sens de Carroll (1968),
Saporta (1975), c'est-a-dire a partir du calcul des premiers vecteurs propres de P.
{voir par exemple Casin et Turlot, 1986).

2.3-Critére de ressemblance maximum

Cette notion de ressemblance a été définie (Lafosse, 1985) comme le résultat d'un
compromis recherché, en trouvant un sous-espace commun aux espaces Eq et Ep,
entre une inertie maximum des sous-nuages projetés dans ce sous-espace et une
proximité optimisée pour ces sous-nuages entre points appareillés. La démarche
utilisée consistait & définir pas & pas des couples (u,v), u € Eq, ve Ep, tels que soit
atteint

max u'Viav, [full=]lv]=1

aitére a rapprocher de I'expression de la statistique Procuste

UVius+svVov-2u'Vqov
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qui représente la distance, entre points appareiiles, du nuage Issu de Xy, projete sur

I'axe de support u, et du nuage issu de Xo projeté sur I'axe de support v, quand u et v
sont superposés.

Nous remarquons que relativement a trois vecteurs u,v et w superposés issus des
trois tableaux Xq,X et X3, la statistique procuste entre les nuages respectits projetes

vaut: 2(UVqu+vVovew Vaw- u'Vipv-uVigw- v Vaaw)

et qu'une extension naturelle a trois tableaux du critére de ressemblance entre trois
nuages projetés sur un méme axe obtenu par superposition de trois vecteurs u € Eq,
ve Epetwe Eg, peut étre posée égale a:

w=uVipv+VvVosw+w Vasu %))
avecllull=llvi=lIwll=1.

2.4 - Algorithme de definition d'un triplet

Soit donc le probléme de la recherche d'un triplet (u,v,w) optimisant «. Ce
probléme semble n'avoir pour solution actuellement que celles construites & partir
d'algorithmes itératifs, ou la convergence vers la solution ne serait pas prouvee
(Takeuchi, Yanai, Mukherjee, 1982 ou Yanai 1985). L'algorithme proposé ci-dessous
s'est avéré expérimentalement convergent et seule la comparaison du résuitat
obtenu avec ceux fournis par d'autres approches, nous a persuadé de l'intérét
possible de cette technique, basée sur la remarque suivante :

max(u'V,¥Y+¥' Y w+wV, u)avec [Jull=]vji=]w]=1
wY,w
\4 Y Y
< max (x'—a'-z-y +y'§'— 2 +_z'% X)
xyz

avec a=|Ix|| fiyll, =Nyl hzl , c=llz} x| (2)
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Descripion de Palgarithme

Les tableaux Xy, X5 et X3 doivent avoir la méme inertie (sinon la divergence peut
se produie).

Nous calculons le vecteur propre associé & la plus grande valeur propre Jq dela
matrice blocs

{0 Vg V13\'
YV O Vg
V., V

2 ]

D'ol le vecteur xq + y4 +24 et le calcul des valews a4, by etcq selon (2).
Puis nous calculons le vecteur propre associé a la plus grande valeur Mo dela
matrice

Ia1 Vu Ic, \,
V,‘,1 la, (o] V” Ib,

{ Var/ey Vylb 0 ]

Dol un nouveau vecteur x +y; + z et la mise & jour des valeurs ap, by et ¢y
selon (2).

L'étape i+1 consiste & renouveler la deuxiéme étape avec le triplet (3. bj.g)
obtenu a la M€ étape, en calculant le vecteur propre associé & la plus grande
valeur propre | 4 4.

Posons ri=x/lIx ., si=y;/llyill. y=2/1lz]

ot o=riViasi+siVagti+tiVayn,

L'arét de la procédure est décidé & partic du moment ol | a; - /2| est
suffisamment proche de zéro. Soit n cette derniére étape. ap, est la valeur optimale
proposée :

Pn Y128y +1p V13t = p X X,
SnV21 Tt +83 Vot = lp ¥ vy

t'n Va1 +th Vaa sn=lp Zp 2,
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etdonc r'n V42 s + 8, Vog t, +t Vaq S = Uy 2 = @ car les vecteurs propres
X; +Y; +Z; sont normés, Vi.

2.5 - Deinit . i ,

Posons uq =rp, vq =sp, et wy =t . (uq, v, wq) est donc le premier triplet
obtenu sur lesquels les trois nuages respectifs associés projetés apparaissent les
plus ressemblants selon notre critére. Dans le cas de deux tableaux, les couples
successifs (u-.vl), (uj superposé a Ut Vi =1 &r, réalisant la rotation procuste
orthogonale) sont tels que

Uilyj etvily, Vistar, Vi=1ar, i=j

Nous imposons donc, pour définir les couples successifs, les contraintes
supplémentaires:

UpLuj, vilvjetw 1w, Vi, Vv, i=].
Une fagon de réaliser cet objectif est ia suivante : le calcul du deuxieme triplet
{ua,vo,Wo) se fera en appliquant l'algorithme aux tableaux

X1 'X1 Uy u'1 . X2'X2V1 V'1 et X3'X3W1 W'1
aprés avor ramené ceux-ci & un méme moment dinertie par rapport a O (sinon

I'algorithme peut ne pas converger). Le troisiéme triplet (u3.v3.w3) se calcule & partir
des tableaux :

2 2 2
X, - X Zu‘u", )(.‘,-)(,Zvlv‘l et X;-X, Zw‘w'l etc,
Jai ™ ]
jusqu'a I'obtention de k triplets ainsi définissables et tels que :
U'iV12Vi>0. V'iV23Wi>0.W'iV31 ui>0. vi=1ak

Dans la recherche d'un k+1iéme triplet, un des trois termes apparalt négatif : les trois
systémes de vecteurs orthonormés superposables {ui}, {vil et {wi}. j=1akne
peuvent étre complétés & l'aide de nouveaux vectews qui seraient également
superposables : k apparaft ainsi comme dimension maximale du sous-espace [
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COMmMUN pouvant étre formé dans ces rotations orthogonales,

X k k
Soient X; -x‘;: ulu'I , x,-ng Y v‘l ot X,-X, gw,w'] les troistableaux obtenus a

lissu du calcul des K triplets. Les espaces respectifs engendrés & partir de ces
tableaux sont orthogonaux & (, mais non forcément orthogonaux deux & deux : les
rotations procustes orthogonales considérées sur ces tableaux pris deux par deux,
permeftant de superposer les deux vecteurs des couples ainsi définis. On obtient
donc .

kq2 nouveaux vectew's uyp; superposables a kyp vecteurs vy

k13 nouveaux vectews uqy; superposables a ky3 vecteurs wyy
el kpa houveaux vectews Voy superposables a koj vecteurs wypg; .
Finalement sont oblenus des systémes de vecteurs orthonormés, superposables irois
4 frois ou deux A deux.

Posons :
K kekyy
Pr:'z vy Z gy ¥'1g)
W joket
k kek,g
P13‘2”1w'1 * 2 Uy Wy
at jokot
x kekyy
Pz:i"z VW e 2 Vau W ny
= jo)

La métrique, disposant les rois nuages de sarte que toutes les superpositions
sotent effectuées, peut s'écrire -

[ b Py ‘:’1.’.‘i
Mol Pp b Py
\ Ps Pos b )
Les valeurs propres de cette matrice sont égales 4 1,2 ou 3. Cette semi-métrique peut

étre donnée comme une solution au probléme des rotations procustes arthogonales,
ol la recherche de composantes principales orthogonales successives, a pris lo pas
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sur celle de la minimisation de la statistique procuste considérée globalement sur les
nuages.Ainsi, les plans définissables dans E4. Ep ou E3, a I'aide des premiers
vecteurs respectifs donnent, une fois la rotation effectuée, une représentation des
trois nuages respectifs qui y sont projetés (la méme dans Eq, E5 ou E3, s'il n'existe
pas de sous-espaces orthgonaux a L), constituant un résumé intéressant pour une
observation simultanée. [l s'agit d'une observation de la ressemblance permettant
donc en particulier, de repérer éventuellement quelques individus porteurs d'une
différence importante par rapport a I'ensemble des autres individus.

Cet ajustement par rotation peut servir de support & un ajustement plus poussé,
obtenu par déformation de deux nuages vers un troisiéme pris pour cible, permettant
une meilleure juxtaposition entre points appareillés, selon le critére de la statistique
procuste. Cette démarche peut par exemple, étre alors congue dans le but dune
comparaison entre frois codages, comme cela est abordé en [12]. C'est un tel
ajustement qui est considéré par la suite.

2.6 - Ajustement par affinités orthogonales

La procédure consistant & effectuer des affinités orthogonales relativement aux
directions superposables, est étendue ici & trois tableaux, X1 étant le tableau de
cible. Calculons les deux coefficients permettant le rapprochement entre les trois
nuages projetés sur un méme axe par minimisation de la statistique procuste.

Notons {xii}. {xi5} et {x3}.i=1an, les coordonnées des points des trois nuages
sur une des directions communes obtenue par superposition de trois vecteurs u, v et
W.

n n n
1. ) 2 ) 2 ) 2
2 k':';; g Py, -y )+ Z PiX ~kyx )+ g Pyky X, -y X, )
< min varg+ kg varmn + k; var y -k, cov(t.n) - k, cov(t.y) - k, k, cov(n.y)

enposant : E=Xyu, N=XoVv et y =X3w.
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Dol

2 var y cov(t,n) + cov(n.y) cov(t.y)
ky = 2
4 var y var1-cov (n.y)

k= 2varncov(t.y) + cov(n.y) cov(t.n)
4 vary var - covzm.qa)
Soit, en écrivant les coefficients de corrélations linéaires
P12 =PEN). P13 =PEY). P23 = P(NY)

kz_‘/varg 2P13*Py3 Pys ot . Jvarg 2Py3*Pyy Py
Jvarn 4‘P§3 Vvary 4"’;3

Le minimum vaut ;

13

-

2 2
_ P12 Pyt PigiPr3yPa3g
402
P2

a2
]

= var gl 1
relativement a un triplet (. v.W;) précédemment défini, j = 1 a k.

Quant aux supplémentaires orthogonaux, considérés deux a deux, s'ls existent, ils
corespondent & un seul coefficient (de régresion linéaire simple), permettant
d'ajuster le nuage N projeté sur V12 (ou le nuage N3 projeté sur w13)). aN,
projeté sur le vecteur U1y (ou vy 3) corespondant. lls sont donc du type

K Jvar Jvarg

= PEN) ou Ky = === p(ty)
12 r—varn 13 var y

avec des minima corespondants de la forme
varg(1-p2(En) ou vark(1-p2(ty)

Notons koj,j=1,....hy et k3j.j=1...., 3 tous ces coefficients , en posant hy = k+kq2
ethy =k+kqy3. Soient les métriques (on compléte les 2 systémes orthonormés
considérés de fagon & former deux bases orthonormées de E, etde E4
respectivement)
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ou Vi=vi2j pour j=k+tahy

Wj=Wy3 pour j=k+iahg

kgj =1 pour j=kp+1amp et kgj=1 pour j=hy +1am;.
Posons

bi=vifk21. i'=1ém2

Gj=wilky, j=1amg
Posons

Uj=uqp powr j=k+1ahy

u'i =uj pou j=1ak et u'i =Uq3j pour i=k+1ahs.
La métrique décrivant la disposition des trois nuages aprés ajustement global a X4
par rotations et affinités orthogonales, s'écrit donc :

indice global de meswre de lintensité de Fajustement :
Bien que faisant jouer un réle particulier au tableau X4. cet ajustement est global.
Posons :

2 2
R:- P12)* Pi3j* Pyg P13y Pos
2

4-py
So.ient Ri -p(i;i.ni). avect;i = X4 Upgj et 1 =X5 Vi powr | =k+1aho et
soient R =p (&.y)), avec t; = X, Upgj et yj=Xawyg pour j=k-hp+1 ah (hho=ky3,
h < mq) les deux familles de coefficients de comélations déterminés dans les
ajustements relatifs & deux drrections superposées.

En référence a la forme prise par I'indice de Lingoes et Schonemann entre deux

, pour j=1&k
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tableaux, ajustes avec une methode analogue (Lafosse, 1985), nous proposons pour
indice de mesure dintensité de I'ajustement obtenu de X et X3 a X4 :
h
S‘ R2 var
24 Ryvarg,
|= I=1
try,

3- RESULTATS DE LA ROTATION SUR UN EXEMPLE

Les trois tableaux considérés sont ceux fournis dans l'exemple donné en
démonstration du macro genproc de la bibliotheque Nag. Nous avons centré ces
tableaux, puis nous les avons ramené & la méme inertie 1. Le premier tableaux X4
est pris pour cible et X5 et X5 sont transformés par les rotations P42 et Py3
respectivement (cf. chapitre 2.5). Les trois tableaux, qui ont chacun 7 variables et 9
individus, permettent de définir 6 triplets (YY), j =146, associés aux 6 mesures
de ressemblance successives o

g =1.6322, ap=.2121, @q=.1428, Qg4 =.0571
Qg =.0282, Qg =.0079

Les mesures associées aux couples éventuels relatifs & des espaces

orthogonaux, sont ici négligeables. Les résultats sont les suivants :

a) Initialement
tr(V1 + V2 + V3) =3

etla statistique procuste SP (p, = % , Vi)

) 9 9
SP'ZPI("I"‘I e zpl(xl,"‘l)z’ EP.(*: "‘1)2
=1 Vo =1 = 30
vautici ;

1
F SP=U(V, + V, + V)=t (¥, + Vyg + Vpp) = 1.3705
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b) aprés rotation :
[ s
P.= > uv P -Euw'
1 ; ] 13 < 1)

les nouveaux tableaux sont alors Xq, Xz P42 et Xq Py5 .
Les inerties des tableaux ransformés se sont légirement modifiées (résultet de ia
dmension négligée et peut e aussi dune imprécision des calculs effectués) :
inertie totale : 29922

1spa.9119
2

Cette valeur peut &tre comparée 2 la valewr impossible 4 atteindre, qut aurait é1é
obtenue si les Tois rotations procustes effectuées sur fes tableaux pris deux par deux
pouvaient aboutir & une disposition finale des trois tableaux réalisable.

lspa3-t I’(V-lz Yoy )"2-"{\’13 V3~| ]"2'II1V23 V32)"2 = 8889

2
Si, avant le calcul de ia statistique procuste, on avait multipiié par des saﬂues jes
tableaux Pz Xp et Pya X4 pour leur redonner une inertie égale 4 1, on aurait obtenu
la valeur 9141, au lieu de la vales 9119
On donne ci-dessous les expression de Pyp et Py

0.5086 -0.1931 -0.3585 0.3317 0.1903 0.1622 -D.4694
=0.5049 0.1552 0.2093 0.6119 C.1%17 -0.4193 -0.2873

-0.3467 0.0436 -0.3051 -0.5485 0.5971  -0.0237 -p,3558
0.2316 -0.2150 0.7354  -0.0105 0.5595 0.2061 0.0594
0.18236 0.3298 -0.23B4 0.3311 Q.2842 0.1787 0.0262

-0.1228 0.3852 -0.2043 0.1351 0.3104 0.2877 0.6091

-0.314) -0.7942 -0.2770 0.2249 0.1245 0.0871 0.311¢

0.2207 0.1830 -0.4786 0.3349 ~0.2354 0.5922 0.0013
-0.0374 0.5093 0.6738 -0.1117 0.0187 0.3807 0.3332
0.6544 0.3377  -0.1940 -0,3é17 0.5211  -0.0799 -0.1018
=0.56887 0.0533 -0.2359 0.0886 0.7208 0.2589 0.0273
0.2324 0.1038 0.0863 0.57238 0.0656 0.1756 -0.0289
0.2662 -0,3352 0.3669% 0.531% 0,3735 -0.1828 -0.0188
0.2226 -0.6707 0.039¢ -0,3128 0.0936 0.4760 0.3773
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