BERNARD CHALMOND

Régression avec résidus spatialement autocorrélés
et recherche de la tendance spatiale

Statistique et analyse des données, tome 11, n°2 (1986), p. 1-25
<http://www.numdam.org/item?id=SAD_1986__11_2 1_0>

© Association pour la statistique et ses utilisations, 1986, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Statistique et analyse des données » im-
plique I’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/
conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systématique est consti-
tutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit
contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SAD_1986__11_2_1_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Statistique et Analyse des Données
1986 ~ Vol. 11 n°2 - pp. 1-25

REGRESSION AVEC RESIDUS SPATIALEMENT AUTOCORRELES
ET RECHERCHE DE LA TENDANCE SPATIALE

Bernard CHALMOND

Université de Paris-Sud
Statistique appliquée
UA CNRS 743

91405 Orsay Cédex

Résumé: Reprenant les travaux (9] [19] (2], nous présentons les
distributions asymptotiques des estimateurs du maxisum de
vraisemblance approchée pour un modédle de régression dont les
résidus constituent un processus spatial statiannaire coloré,
Commeg illustration de ce modé&le, nous considérons le probléme
classique de 1‘ajustement d‘une surface spline bicubique, amals
avec des @&carts dfajustement spatlielement autocorrélés; une
néthode numérique est praposée,

Abstract: Following the papers [9] [19] [20], we present the
asymptotic distribution of the approxisated maximum likehood
estimates for a regression wmodel whose the residuals are a
colored stationary spatial process., To illustrate this model,
we consider the classical problem of the fit of a bicuble
spline surface but with colored spatial deviations; a numerical
method is propased,
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I. INTRODUCTION

Les modéles de régression avec résidus non indépendants
ont £té largement é&tudiés, Le plus souvent, les résidus sont
asujettis 4 wun modéle ARMA et l’estimation des paramitres est
pratiquée en maximisant une approximation de la vreisemhbhlance,
Pierce [16]. Ces dernléres années, des travaux ont étendus ces
résultats & des modeéles avec résidus spatlalement autocorrélés
ord [15], Mardia {13]. Pour situer Jles notes qui suivent,
citons deux domaines d‘applications qui prennent en compte
l’autocorrélation spatiale: les expériences sur champ, Martin
[14], 1‘analyse de texture et la restauration d’image, Kashyvap
[11], Chalwond [7].

Le modéle de régression spatial s’ écrit:

€r.s ’E}E Kirvssattsty Broa * ¥r,a (1}

ad (r,s) € z°. En posant t=(r,a) et g=(k,l1], on notera:

Zy = ztz Ke,q Bqg + ¥ = X8 + ¥y

Le proceasus z a 6té observé aux sommets d’une grille de
taille n=p,;n, suivant: {z,,,.: 1€<r<€n,, 1<8€n;)}. Les X,,q soBt
des variables certaines et les §, sont les coefficients
de régression inconnus. Le processus des résgsidus y est un
processus stationnaire au second ordre, centré et réguller.

Dans 1’'application [7], les résidus constituent un bruit
ou une texture et la composante X,f de la régression représente
1’image débruitée ou la surface portant la texture. Les
objectifs poursulvis dans [7] sont: le débruitage, la caracté-
risation de texture, la détection de bord et la compression



¢’image. Dans c¢e but, i)l faut alers définir les résidus et la
surface, se donner une méthode d’estimation ainsi que les
propiftés de cette estimation,

Au paragraphe Il, nous rappelons des résultats maintenant
classiques sur la définition des processus spatiaux, Guyon
[10]. Dans cette esprit, y n’‘est pas défini par un modéle
paramétré particuller, maiszs par une densité spectrale, ce gui
permet de travalller dans un cadre général et alnsi d’é&noncer
des propriétés statistiques valides pour plusieura classes de
modéles. L’&tude du comportement asymptotique des estimateurs
basés =sur une approximation de la vraisemblance est menée
directement A partir des travaux de Whittle {20]), walker [19]
et Guyon [9}. Au paragraphe III, un moddle de régression
particulier est entrepris, permettant l’estimation de la
tendance spatlale: les X,,q sont des fonctions splines
bicubigues, DeBoor [2]. La mise en oeuvre numérigue est faite
pour des résidus régias par un processus spatial autorégressgif
unilateral {ARYU)}.

IT. REGRESSION AVEC RESIDUS SPATIALEMENT AUTOCORRELES.

I1.1. DEfinition des résidus.

Le processus des résidus y du modéle (1) ezt une sulte de
variables zléatoires indexéesa par z’, telle que E[y:,,]<-. Yros
appartient donc & 1'espace L? des v.a. possédant un moment
d’ordre 2: cet espace est hilbertien pour le prodult scalajre
<x,y>=E{xv]. Le processus y est stationnaire au second ordre et
centré: E[¥,,,]1=0, Cov(¥r.ss¥ran,eat)=Te, a=7-x.-t+ ¥ T,8,Kk, 2,
Le processus y a alors une mesure spectrale que 1‘on suppose
absolument continue de densité spectrale f(w,,»,). Le processus
étant 1'é&chantillonnage {...,¥(r-nA,s-mA),...,y(r,s8),...} avec

A=1 d'un praocessus cantinue, 1la fréquence spatiale (o,,w,)



varie dans T-]—x.z]2 . On montre alors que:

I{o,kio,i)
-}

1
Thet ™ —32 J fle,,0,} {2)
ix

-1 k [
f(oy,0,) = EL  71e.e e loakteet) (3)

(k,0)ez’

L’ordre lexicographique sur Z’® est l’ordre total suivant:
(ry;.s,)<lrs,%;) 81 et seulement si r,<r, ou r,=r, et s,;<s,.
Ainsi pour tout (r,s), on fait apparalitre une notion de “passé”
et de “futur". Les résultats de la théprie de la prédiction
linéaire dans La, Anderson [1]), =’étendent 2 2?. Le processus
vy est dit régulier lexicographique 3i:

0! = Exp[:—l:-z JLog f(o,,w,) de] > 0 (4)
4

c’ est la variance du processus d’innovation £, bruit blanc,
dans la décomposition de Wald:

Yr.s = 85,, + L L 1,5 €ruiisnnd (5}
{1,1)>0

qul est une représentation spatiale moyenne mobile unilatérale
d’ordre Infinu MAU(=). Sous la condition [f '(e,,s,)ds < «, on
a de plus la représentation autorépgressive unilatérale d’ordre
Infinil ARU (=) :

¥r,s + L L Pi.) ¥rolus-3 T &, (8)
(i1,1)>0
et aussl la représentation markovienne:

¥e.s *+ L LK A1 ¥r_1,a.1 = €, 4 (1)
(i,3)=0



od e,,, est un bruit stationnaire coloré, orthogonal a y.,, si
(t,u) # (r,s). Le processus est dit alors régulier non ordonné.
Pour chacune de ces représentations la densité spectrale d‘un
tel processus est:

-1 -1
flay,0,) = c2lo(e e | (5.1)
-1 -1 ) '
=o’|9(e a'.e wz” : (6.1)
-lo, -1
= oz/A(e m:e oz) (7.1)
e
avec: 8(31182) =1 + z Z ai'-‘ Bi B: (6'2)
(1,3)>0
$(By,B,) =1+ LL 5,5 B) By (6.2)
(i,3)>0
A(B,,B,) =1+ LI Ag,s B; By (7.2)
(i,3)=*0

(6.1) peut encore s’écrire:

'1(011+°zj)|-2

od d;,;=p;,;/0 avec @g,0o=1. En développant cette expression,

£°' est une série de Fourier de coefficient a,,:

-1 k ] _
£(o;.0,) = [ L L ay. e HlorkroRt) s (8)

(x,1)ez’

ol: ay,g = L L dy,5 disx.aet

i,1)=
$1+£?ng)>0

1

- 1 y0, %
= ——,[ f 1(m,,mz)e (03K, @, )dm
T

4ar (9)



Par la suite, nous supposerons que la densité spectrale est
définie par un nombre fini de paramétres n.

II.2. Approximation de Whittle de la vraissemblance.

Si on suppose pour l‘’instant que le processus des
résidus est gaussien, alors sa densité de probabilité s’écrit:

n 1

- - 1 -
ply) = (2xa”) " ""?1v(z) |1 ' *Exp[- —o2 V'V 'yl

pour la paramétrisation n=(<,az) et ol an(t) est la matrice de

variance covariancede y. Le logarithme de la vraisemblance est:

1 n 1 -
L(¢,0°|y) = - ~Log|V(Z) |- — Log(2ra’) - -, ¥'V(Z) ly
2 2 20

Une premiére transformation de cette expression consiste
4 travailler conditionnellement au bord, c’est a dire a
reprendre la transformation (6) en posant y,,, = 0 si (r,s)
n’appartient pas & la grille d’observation D. Ainsi, le passage
de € 3 y est univoque et:

2 n 2 1 2
L(g,0 jy) # - El-og(sz ) - 352 (g,g)en(e"’”“

ol Y, rappelle 1le conditionnement. La somme des carrés
résiduels conditionnels notée S({), se dévellope comme suit:

S(¢) = (E §)en [ § §)>o P5, Yr-l-s-J]z
’ {ri ,s~3)€D

et approximativement:

n,-1 n,-1
T L Cx.o[, L Ps,3Piak,340] (10)

S(¥) #n Kk 12 1 174)20
=~Nq, + ==, + »
! 2 i1+ﬂ,3+k)>o



Cx,2 = Veos Yrakoset

=S| w

Lrz
r,s)ebd
r+k,s+2)ebD

i

En tenant compte de (9), il vient l’approximation:

S(¥)
2" * n(E.E)EDck" ay,(n)

od D désigne le domaine }-n,,n,[x]J-n,,n,[. Pour des problémes
de biais qui seront précisés plus loin, il est proposé dans [9]
de remplacer C,,, par l’estimateur G, =n,n,Cy,,/((n,~k)(n,-1))
estimateur non biaisé de ry,,:

(%)
—.Z s U =
p (n) n(§.§)60 Gx,a @x,2{n) (11)

L’approximation du logarithme de la vraisemblance est &
une constante et un facteur prés:

L(nly) = -n Logo - U(n)

= - ‘EzJ Logf(w,n) do - U(n) (12)
4x

U(n) peut revétir une expression approchée si on introduit
l’estimateur de f appelé spectrogramme:

Flo) = G g T(oakraat) (13)
(E.?)en kot
et @ partir duqguel:

1 1 k [ ]
Gy.¢e = Z;’[ F(w) e (@:k+a, )do



D‘od en tenant compte de (8):

U(n) ¢ — J AL (14
— —————d
K az’ T fl(e,n) )

I1.3. Distribution asymptotique des estimateurs.

Revenons au modéle de régréssion (1). Les paramétres

incennus £ = (n,8) sont estimés en maximisant la fonction:

Lalglz) = - -;:-,I Logf(e,n) de - U,(€) (15)
T

On note: q=(k,8), t={r,s), o.quo,k+0,8, ngz={n,-k)(n,-%).

Up () T aq(n)Gq(f) & — I Fla.8) 4 (18)
- a ——  ——
" Nqp T1iMI0e 4z’ . (08

1
Gq(B) = o L {z-XB)(2,,q-X¢.qB}

1 J' la.q
= —a F(‘nﬂ) e do
4ix

. v o -Iw.q
(e,8) = D 1(8) e

A
s = (ng.Pfg) désigne les vrajes valeurs des paramétres et £,

leurs estimations.

Les hypothéses sur le modéle {1} sont:
(1} le processus des résjdus y, a une représentation station-
naire du type ARMA unilatérale ou du type markovien de
densités spectrales respectives f(w.n)=a=|0{e- “llalf(e_ °]|'2
et f{a.n)=czln{eylo) od 8, ¥, A définis par (5.2), (8.2), (7.2)
sont d’ord:e fini, c’est a dire gqu’ils n’ont gqu’un mambre fini

de paramétres non nuls. (D’autres farmes sont passibles [8]);



(11) 1les wvariables de régressicn X.,i{ 9%saont telles que:
~Ia.t
11- n- E X,.18 est définle YoeT et la matrice de terme

lim n~ Z T ay_((no)X:, 11X, eat inverzible.
nes t,uedh

Proposition: Pour ¢e modéle et 1a vralsemblance (15) les
proprIE:E;-;;;;;tothues classiques s’&tendent:
. ?, converge en probabllité vers §,.
1”{5.. -£s) converge en lol vers une gaunssienne centrée
dg matrice de variance covarifance V¥ (donnée & la fin de ce

paragraphe).

La démonstration de ces propriétés suilt celles données
dans f[18], [19]1, [9]. I¢il, nous donnons seulement les éléments
de la démonstration de la seconde propriété. ?“ est solution du
systéme L;J’{?“]-oi 1’indice supérieur ] désignant la dérivée
par rapport au J ene paramétre de ¢, La diatribution asympto-
tique des estimateurs du maximum de vraisenblance s’obtient en
partant du théoréme de la moyenne appliqué 4 L‘j’(?“]: i1

A A
existe un vecteur f €{é,,¢,]1 tel que:

ARy S U AL LN FUSN P (%, “fe ) Lt el (17)

od plim £,=¢,. Sous forme matricielle, i1 vient:
A
Ha(€s) 8 77 (Ea-0) = Balfo)

avec: Ho(€.)1s=-n "Ly ' (£.) et Bo(ge)y =0 771" (80,

La convergence en distribution de n"z(?“—eol découle de
1’4tude la convergence en probabilité de H {¢,) et de la
convergence en distribution de B,(4,). Pour §, connu, la
conclusion est donnée par 1la proposition 4 de [9] quil &tend
le théoréme 2 de [19] dont la démonstration dans le cas de Z
est trés détaillée. PFour notre modéle de régression cette
démonstration est peu sensiblement modifiée:
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a) plim H,(&é,)=H,(n,). Pour cela, on considére:

-1_¢{J) -1 i (BB}

n Ln (e.) = n [Ln (£.)_Ln (fo)] +

n L (60)-ELLS Y (80070 ¢ nTtECLETY (80)]

°© Le premier terme de cette décomposition converge en probabi-
lité vers 0. 11 s’écrit:

- z; Log;?;TE:T de - [Un (E-)'Un (fo)]

1 J f(o,n,) (1) (1)

2
L’intégrale converge en probabilité vers 0 car elle est conti-
nue en 1n,. Quand les dérivations portent n et 8, la différence

des vy ' est: nga;l’(n.)G:J’(B.)- ast (161647 (8o)

En appliquant le théoréme de la moyenne a G:J):

(@B} [ (Jk)

Gg (Be) = 64 (Bo) + E(ﬁ.‘ﬁo)k Gq (8.)

od B,€[B,,B8.], cette difference devient:

L qéaﬁzi’(ﬂ.)(ﬁa‘ﬁo)u 6" (8.) +q§n[aé"(n.)-a:"(n,)]c:”(so).

Yk, en notant h=f-l, le premier terme de cette somme s’écrit
comme (16):

tJ k)

1 (1
(Be-Bo)k Z;zJ F (0,8,)h (o,n,)do
T

dont la majoration:

(k)

M
< IB-'Bolk —_ZI |P (”'B+)'dm
4r T

converge vers O en probabilité car pour n suffisamment grand:

[ne-mol<s et M est la borne supérieure de lh“’(m,n)l en

© et n avec |n-n,|<8 et par ailleurs:



1

-lw.q
F ' 0,8,) = £ 6 (B.)e
qeDd

-lo.q 2
xt’“vax!oke ‘;

Z
€D
+q€D

est difinie quand n——>e de par (ii). Le deuxiéme terme de la
somme s’écrit aussi:

1

Z;zj F‘J’(w.ﬁo) [h(l’(w.n.)-h‘l’(w.no)]do

qui converge en probabilité vers 0 suivant les mémes considé-
rations que précédemment par majoration de la différence des
h") en utilisant une nouvelle fois 1le théoréme de la
moyenne. Quand les dérivations portent sur 8 seul ou sur 7

seul, la convergence est &@tablie de maniére semblable.

o Le deuxidme terme de la décomposition converge en probabi-
1ité vers 0. Quand les dérivations portent sur 7, la variance
de ce terme tends vers O par application de la proposition 2 de
[9] entrainant la convergence en moyenne quadratique et donc
en probabilité. Quand les dérivations portent sur 8, ce terme
est nul et quand les dérivations portent sur n et 8, la

convergence s’obtient par un développement comme ci-dessus.

e on a donc: plim -n 'L Y (e )=-1im E[n 'L """ (£0)] = H (&),

Quand les dérivations portent sur 75, alors d’aprés [19],[9]:

£(o, .
I’J dLogf(w,m,) dLogf(w,me) (18)

A
H = H1 = —
11(€o) 13(€0) py o Py

Quand les dérivations portent sur n et B8: E[n"L;lJ’(eo)]=0.

Quand les dérivations portent sur B:

His(£o) = 1tn E aq(no)6a’ "’ (85)
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2 2

# lim - ag{ng) LI X,.,iX ,3 = lim = ¢ Xy (M) Xy, (Xy,

nee n qgﬂ q [} tED toiftea,d ne n tEg u-t ] ts {8y,
t+q€D ueh

et d’aprés (9) et 1’hypothése (ii):

" y=11 2 X -lo.t X Iw.u f" d 19
13(€o —n“m n4n2 t€p t. i€ “ED u,J)€ (0,no)de (19)

que l’on note H2;;(&,). H(E,) est une matrice bloc diagonale

qui ne dépend pas de B,; on la note:

H1(n,) O ]

H(no) = [ 0 2 (n,)

L
b) By(£e) —> B: LG(O,W(no)).

1im E{B,(£,)]=0. Quand la dérivation porte sur 7n,,la nullité
de cette limite tient au fait que G, a é€té considéré au lieu
de Cgq: sinon, i1 &existerait un biais asymptotique [9].

Exprimons alors:

1in Eln  Let (60108 (80)] = W(Eo)

Quand les dérivations portent sur 1pn, alors la sous matrice
correspondante dans W, notée W1, s’écrit d’aprés [19], [9]:

A
W1(é,) = 2H1(ny) + F{n,) = Wi(n,)

F = d 20
13(no) (zr)" Py . Py o (20)

ol K4=E[e:]. Quand les dérivations portent sur n et 8:

K, I aLogf(o,n,) J 3Logf (o,n,)
do d
T

Wis(£0)=0. Quand les dérivations portent sur B seul:

2 3

L aq(ng)Gq (Bs)
qeDd

-1s2, (3 1/
n Lo (§o) =n

~172 z

oy (-X,., ~Xu.,
t€p u€p t-ulneg) o dVu—Xy,5¥e)
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-1, (1) TR 4
E(n "L, (€o)Lq (£o)]1 # ; tZu rzsac-u“r-sE[xt.lYuxr-Jys]

[
3|

L Xe,1Xp,3 L Tyu-s@pou@p_g
t,r u,s

Or avec (9), on montre que L 7y.s%,;-s=1 si t=s et 0 sinon. Par
conséquent:

4
Wis(€o) = aiﬂ ; tED rED Xe,1Xp, 00 _n(ng)

qui n’est autre que l‘expression 2H2;;(£,) 3 un facteur prés:

A
Wig(€o) = 2H213(ng) = W25 (n,) (21)

Enfin, la limite gaussienne se démontre comme dans [19].

A L -
Epilogue: nilz(en-eo) —> H(n,) 'B. La matrice de

variance covariance asymptotique est:
. R Wi(ne) O
v = H 'w H le [ ]
(ne) (no) (no)H(n,) 0 w2 (n,)
od: wuno)=m(no)"[am(nohuno)]m(zo)",A V2(n,)=2H2(n,) "
sont définis par (18), (19) et (20). n, et B, sont asymptoti-
quement non corrélés.

I1.4. Cas particulier: modéle ARMAU.

Le processus des résidus y est régi par le modéle ARMA
spatial unilatéral d’ordre fini:

z ¢l-.|yr-l.s-.l = Z

: ai-.ier-l.s-.l
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od 9? et ne sont inclus dans le demi-plan positif ((i,j)>0),
avec @4,0=1, 0,,0=1. Sa densité spectrale est:

2 -lw 2 -le -2 A 2
f(o,n) = o |8(e )19 (e )1 =0 g(o,¥)
€, étant un processus d‘’innovation, il vient & partir de (4):

]
I Log g(w,{)do = 0, I 5;— Log g(e,¥)do = 0 (22)
. 3
Ces égalités permettent d’exprimer V. Par exemple, pour la
A A
covariance asypmtotique V;; entre o’ et 8;, on calcule:

Fij(n)=0 et

-lo.j
e

Higy(n) = —p—; do = 0.

4R o -lo
8(e )
T

Cette derniére est nulle car elle correspond & (22) avec
g(o,2) = 8(e” m), @ étant unllatéral. Les autres termes F;; et
Hi;; se <calcule de fagon semblable; ainsi, pour la covariance
asymptotique entre @0; et 0;, on calcule: Py;(n)=0 et

-lo(i-3)
Higy (n) 2 c d 2 (23)
n R e—— et et e i e o =
1 an’ -l , 7813
le(e B
Le résultat est:
4
¢ (25 Ke) O ... 0 __,
14
Vvi(o®,9,08) = . ¢ Top
. r
0 799 ]

A A A
oz et (¢, 0) sont asymptotiquement non corrélés. y définie en

(23) n’est autre que la fonction d’autocovariance associée au

o _
spectre |B(e )i ?. similairement, r? est la fonction 4’
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-l _,
autocovariance assoclée au spectre |¥(e )| et 7r est

-lo -leo __
associée au cospectre [8(e )?;(e )] : Enfin, en développant

ee ®)/0(e '®) suivant L ¥ee 1 de (19) 11 vient:
q

2(n)""? lin —, I (42)y 1320 1
[ v (ﬂ) ]l.‘ n”m naz tED O(B) ts i O(B) t,d

ol B=(B,,B,) est ici vu comme l’opérateur retard ligne-colonne
sur t=(r,s): B:B:x¢,,,,,1=X(,_k,,_.,,1. On retrouve ainsi, les
expressions données par Pierce [16] dans le cas de régression
avec résidus ARMA sur Z.

ITI. RECHERCHE DE LA TENDANCE SPATIALE.

Le processus z observé {(z,.,,; 1<r<n,; 1<s<n,)} est mainte-

nant régi par un modéle ARU non stationnaire au premier ordre:
Zr,s = HBr,s * Vyp,s (24)
#e,s=E[z,,,] est 1la tendance spatiale qu’il s’agit d’estimer.

II1.1. Régression sur fonctions splines bicubiques.

Hr,s est supposé étre 1’échantillon d’une surface bicubi-

que par morceaux de 1la maniére suivante, DeBoor [2], Prenter

[17). Sotient (to,...,tK+l) et {(A,;,...,2 . } deux sous ensembles
de {1,...,n,} et {1,...,n,). 1Ils constituent chacun une
partition Pt sur l’intervalle [1,n,] et P2 sur 1’intervalle
[1,n,] telles que t,=1€7,%<...<7 =n, et 2A,=1<2,<...<2 =n,

K+1 L+1
et de 13 une partition P sur ([1,n;1x[1,n,] suivant des

rectangles Rye=[zy_,,74x[x[2y_,,4,[. On suppose que les pas

p =ty-ty., et pl=l.—l._, sont constants.
T
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On définit les fonctions splines bicubiques sur P comme:
S = {f:[1,ny]x[1,n,]—> R telle que: 1°) f est un polynome de
dggré 3enrets, VRyy; 2°) fe €co: a°**
pour O0<p,q<2}. SP est de dimension (K+4)(L+4). Donnons une

f/ar’asq est continue

de cet espace 3 partir des fonctions B-splines sur Pz et P2R.
On définit 1les B-splines de rang k sur Pt au moyen des
différences divisées d’ordre 4:

Np(r) = To(e-e)d 7 S )
r) = r-t T;-t
k 12k t1ae ;=k J 1
E 31
T
od refi,n,], k=1,...,K+4 et (r-z;),=r-7vy si r>z;y, O sinon. N,
est nulle en dehors de 1l’intervalle [tx.4,Tx]. Cette

définition nécessite d’étendre 1’ensemble {zy) suivant

T
le pas p : T_3<T_,<T_4<T4<...% {Ng; k=1,..
T

T <t <t <t .
K+1 K+2 K+3 K+4
..,K+4} est une base des fonctions splines cubigques sur Pz

S = {f:[1,n;]—> R telle gque: 1°) f est un polynome de degré
3P:n r, Vize_,,%4];: 2°) a’f/ar’ est continue pour O0€p<2}. On
définit de méme sur P2 la base (N:; ¢=1,...,L+4) de § . La
base de sP est alors (N:N.; k=1,...,K+4; ¢=1,...,L+$}, {(voir
figure 1): vresp, vr,s€[1,n,1x[1,n,], £(r,s)=LL¢Bx N (r)Ny(s)
et en particulier:

K+4 L+4

T A
Bes = k§1 251 Ne(r)Ng(s)Bxe (25)

II1.2. Mise en oeuvre numérique.

Dans ce paragraphe, un tableau de nombres, disons t, a
deux représentations possibles: Jla forme matricielle notée
[t] et 1la forme vectorielle notée t. t est remplie suivant
1’ordre lexicographique ligne & ligne sur [t], c’est 3 dire
la premiére 1ligne de [t] est placée au début de t, puis la
deuxiéme, etc... Avec ces conventions, le systéme (25) peut
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s‘écrire g = xg, ol X est une matrice (ny;n,,(K+4)(L+4)) dont
la ligne (r-1)n,+s est le vecteur ((N:(r)N.(s); ¢=1,...,L+4);
(k=1,...,K+4)). Méme pour des champs de petite dimension un tel
systéme est gigantesque et donc impraticable. Il faudra donc
essayer d’utiliser la propriété de séparabilité de la base des
B-splines bicubiques qui permet de réécrire (25) suivant:

’

T A
ful = N [BI N (26)

k4 T A 2
ol N.y=N,(r) et Ny =Ny(s) sont des matrices bandes blocs de

largeur 4. Le modéle (24) est:
T A’
(z] = N [B] N + [y]

-i,8-3 T €r,s 27
(§,§)Eﬁ) Pi,3¥r-i,s-3 € (27)

ol nyc((i,j)>0} avec @45,0=1. L’estimation des ¢ et B s’obtient
en maximisant l1’approximation du logarithme de la'vraiseublgnce

décrite au paragraphe II:

L(p,B20 |z) = -nLogo - o  S(p,B)

2
S , = . _1,s-3-(X i, s- 28
(9,8) (§,§)€D[(§,§)eﬁ9¢l 3(zp g1, s-3-(XB)r_1,s-3>1 (28)

ol maintenant on travaille .conditionnellement au Q;bord observé

Dans ce cas, l’espression qui suit (10):

S y = G N » +krd e
(9,8) n(§,§)69 K t((§'§)€n P5,3Piak,340)

est une écriture exacte. Sous forme matricielle, il vient:

: a1
S(e,8) = [1,9’] [ZEY ! ][ ]
- d D 13
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ol les éléments de d et D son proportionnels 3 1l’expression:
ZZr.s(z-XB)r-l.s-J(z"xB)r-k.s-i'

La minimisation de S(¢,8) en (32) est un probléme d’opti-
misation non 1linéaire. Cependant @ ¢ fixé, l’estimation de 8
est la solution des moindres carrés généralisés (MCG) et a B8
fixé, 1’estimation de ¢ est - p 'd. Ainsi, est-on conduit & une
méthode de relaxation, Céa [5] [6], déja proposée par Ord [15]
dans le cadre de certains modéles de régression spatiale. La

. - Acs) Ac1)y
procédure est itérative: & 1’étape (1), o =0 et B est 1’
estimateur des moindres carrés ordinaires (MCO); & 1’étape (p),

A - A
on minimise S(o,B(’ ’)), puis s(¢(p’.a). Ici, cette procédure

converge vers un minimum local car @ chaque &tape on minimise
une fonction quadratique et par conséquent la suite décrois-
sante et bornée résultante converge vers une limite [15];

cependant nous ne sommes pas assurés d‘’un minimum global.

Il reste & résoudre efficacement 1la minimisation de
A
s(o(p),ﬁ) 4 1’étape (p) dont la solution est celle des MCG. Si

on réécrit (27) sous forme vectorielle:

zZ=p+y ?(B)y,,, = €p,s (29)

alors cette solution est aussi celle des MCO relative au
A A

"systéme blanchi": ¢(B)z,,,=P(B)e,,s+€,,s. L’opérateur ¥(B) qui

transforme le bruit coloré y en un bruit blanc &, est défini

par (6.2). Plus précisément:

?(B) - 3(»)3153 ; -0
(§,§)en? i,9B1B, 0,0=0.

A
La "moyenne blanchie” p = ¢(B)u,,, est définie par:

TS

Acpy

EL affiur-:.,-a=(§ ;,((§ §)¢1.Jx(r-l.s-3)-(k.l))Bk-l

u" =
br,s (LJ)EiDSP
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? A
=(E'¥)(?(B)x(r-s)-(k-t))ﬁkol = ($(B)X)B.

On note donc abusivement =($(B)x)g. Malheureusement, la
propriété de séparabilité (26) ne s’applique plus & nbet on
est donc tenu de travailler vectoriellement. Or, des essais
numériques menés sur des champs simulés ont montré
1’inconsistance de <cette démarche, mé&me pour des champs de
petite taille. Ceci est du au mauvais conditionnement de la
matrice explicative ?(B)x quand la structure d’autocovariance
devient forte. (Pour ces essals, 1la transformation de
Householder et les programmes de Lawson [12] ont &été utilisés).

Nous proposons donc 1l‘artifice de calcul suivant qui
permet d’utiliser la séparabilité. En posant u = xg ,

1’espérance blanchie est estimée par les MCO sur le modéle:

A T F &4 A
[f(B)z]=N [Bb]N +[e]. La solution Bb est donnée par le

’ 14

T/ T A’ 2t A A A T A A
systénme: N N [BIN N=N [9(B)z]N , d’od [g ]=N [Bb]N
A
Pour obtenir 1l‘estimation u de 1’espérance g, i1 suffit de

A
"colorer"” ub suivant la récurence:

A Acpy)y A A (30)
Byr,s™= P4, Br-i,s- +tu
Ts z¥’§ £0 1.3 r-l,s-J b,. .
i,3)ed

9

I11.3. Expériences et commentaires.

Un exemple de traitement d’un champ obtenu par simulation
est maintenant présenté. Les résidus sont régis par un ARU
suivant: ¥,.,.=0.V¥p_1,s+0.7Vy,s_.1+0.3yV,_4,5-1%*Er,s, avec o=1 et
1<r,s<64; la moyenne du champ est pu.,,=0, Vr,s, (figures 2 et
3). ¢ est alors modélisé par une fonction spline bicubique
suivant (25) avec K=L=2, les noeuds é&tant également espacés.
L’estimation des MCO de pu, c’est & dire l’étape (1) de la
procédure de relaxation, est donné en figure 5. L‘écart
quadratique moyen relativement & u=0 est EQM=1.41. On devine
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sur ces figures que cette estimation suit les basses fréquences
des résidus. La relaxation a été poursuivi en supposant connu
l1’ordre de 1’ARU soit ¢,,0, ®¢,; et ¢,,, inconnus. L’algorithme
a convergé a l’étape (3); l’estimation des MCG estimés de g est
porté en figure 4 et 3,,.,=o.os, 3.,,,=o.sa, 3,,,=o.27. EQM=1.04.
L’estimation des MCG avec @,,9, 99,15 ®3,1 Connus a aussi été
faite: l’estimation 2 est trés peu différente de la précédente
et EQM=0.93. Ceci 1laisse croire que le minimum local atteint
par la relaxation est en fait un minimum global pour cette
expérience.

Ces résultats seralent & juger en tenant compte des
intervalles de confiance associés, intervalles que 1’on
pourrait approximer grace aux lois asymptotiques du paragraphe
I1I, [7]. Cependant pour certaines applications, par exemple la
restauration d’image [7], od 1le but est 1‘’affichage de la
surface ; nettoyée du bruit vy, on est amené 8 se demander ce
qu’apportent les MCG pour le lissage d’un champ par régression
spatiale polynomiale. Pour cela, rappelons un résultat sur
1’estimation du paramétre 8 du modéle de régression z=Xg+y ol
les résidus y sont autocorrélés de matrice de variance
covariance L : quand 1les colonnes de X sont des combinaisons
linéaires des vecteurs propres de ) alors les estimateurs des
MCO et des MCG de B coincident, Durbin [4]. Quand y est une
série chronologique stationnaire de taille n, ce résultat est
catrastophique pour la recherche d’une tendance polynomiale.
En effet, dans ce cas I est approximativement une matrice de
Toplitz et donc ces vecteurs propres sont approximativement
les vecteurs de Fourier de 1la (n,n) matrice de Fourier ¥.
Ainsi, lorsque les colonnes de X représentent des polynomes
pouvant @&tre approchés par des séries de Fourier, on se trouve
dans la situation rappelée. Quand y est un processus spatial
stationnaire de taille (n,n), cette remarque ne s’étend pas

sauf dans le cas particulier ol vy est un ARU factorisant:



21

Vris ¥ ®4V¥r-1,s * P2V¥r,s-1 - 910P2Vpr_3,5-1 = €1,

Pour ce processus, la matrice W des vecteurs propres de [
s’écrit approximativement suivant un produit matriciel de
Kroneker: W=f®¥, ol ¥ est la (n,n) matrice de Fourier. Cette
propriété entraine que si x est une combinaison linéaire des
vecteurs propres: x= Wy <==> [x]=F[y]F’, soit:

=n"’ Zl Zl tre v (31)
Xy, n Y,

T k=0 ¢=0 *'°

ot ;= 2znk/n. Ainsi, lorsque les colonnes de X représentent

des surfaces polynomiales pouvant &tre approchées par une série
de Fourier suivant (31), on se trouve encore dans la situation
rappel ée.

Pour terminer ces notes, citons une intervention de Diggle
[3] sur le probléme du lissage d’une série chronologique par
une spline non-paramétrique. A partir d’un processus AR(1)
simulé, 11 présente une estimation de la tendance sensiblement
meilleur que <celle estimée sans prise en compte de 1’autocor-
rélation. Cette démarche semble étre une alternative & la notre

tout au moins dans le cas des sérics chronologiques.

S 7777 777717
S 7777 77771 17

Figure 1.
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