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1 - INTRODUCTION

On suppose que 1'on dispose d'un tableau de données X formé de
n unités statistiques (u.s.) caractérisées par les vecteurs colonnes x; de
RP avec pour i = 1,...,n x? = (xil""’ xip)' Pour chaque u.s. i considérée
les coordonnées Xiks k = 1,...,p correspondent aux mesures effectuées sur
les p variables étudiées. Le plan d'échantillonnage adopté pour 1‘analyse des
données est défini par la matrice nxn D = di?g P; qui regroupe les poids Pis
i=1,...,n des différentes u.s. (pi >0, i; Py = 1).

Dans 1'interprétation qu'il fait des résultats de 1'analyse en
composantes principales (A.C.P.) de ses données le praticien est parfois
conduit & s'intéresser & 1'influence d'un groupe particulier d'u.s. Dans ce
contexte B, ESCOFIER [5] s'est intéressée aux conséquences de la suppression
ou de 1'ajout d'un tel groupe. Plus récemment 1'auteur a &tudié en [3]
1'influence d'une seule u.s. au travers d'une variation du poids qui lui est
attribué et les résultats proposés tendent & répondre aux questions
d'influence sur les inerties des axes avant méme d'effectuer une quelconque
A.C.P. des données. En pratique cependant ce sont bien souvent les résultats
d'une premiére A.C.P. qui conduisent le statisticien & s'intéresser au rdle
qu'a pl y jouer une u.s. particuliére dont i1 connait alors les coordonnées
dans le repére des composantes principales. Nous nous proposons ici de
montrer comment cette connaissance permet d'améliorer les résultats obtenus
en [3]

Le paragraphe 2 est consacré @ la présentation des résultats
algébriques sur lesquels se fonde notre approche. Les paragraphes 3 et 4
abordent le probléme de 1a modification du poids d'une u.s. lorsqu'on
travaille respectivement sur matrice de covariance et sur matrice de
corrélation. Dans le paragraphe 5 on souligne un des aspects géométriques de
1'utilisation des composantes principales tandis que le dernier paragraphe

illustre 1'intérét des résultats obtenus & partir de 1'exemple bien connu
des poissons d'Amiard dont on trouvera une présentation détaillée en [6].
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2 - RESULTATS ALGEBRIQUES

Tout au long de notre exposé les valeurs propres d'une matrice
carrée M d'ordre m seront notées AL(M) 2=1,...,m avec
A (M) 3 (M) 3 ey A ().

La proposition 2.1 qui suit est un résultat classique de la
théorie des perturbations que nous avons déja utilisé en[31].

Proposition 2.1 : Soient M et N deux matrices symétriques d'ordre m. Alors
les inégalités suivantes se trouvent vérifiées pour tous entiers j, k, 2
él1éments de {1,...,m} vérifiant j+k  %+1.
I - Inégalités de Weyl
(1) Ag(eN) < A5(M) + 2 (W)

(2) Agegay (W) 22 oo (M) + A0 (N)

(3) Ap(N) + A (M) < Ay (MeN) < A, (M) + 3, (N)

IT - Si M et N sont semi définies positives

(4) A (M) < 25(M) A, (W)
(8) Apogag(MN) 3005y (0 ALy ()

(6) Ag(N) A, (M) < A, (MN) < 2, (M) A (N)

Remarque : Pour plus de détails concernant les inégalités de Weyl on pourra
se référer 3 [7). Les inégalités II ont été obtenues en [1] lorsque N est
supposée définie positive. Le résultat s'étend facilement au cas ou N est
seulement semi définie positive (voir [2]). On notera enfin que les
inégalités (3) et (6) que nous employerons le plus souvent par la suite
s'obtiennent comme cas particulier des inégalités (1), (2) et (4), (5)
respectivement.
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La proposition 2.4 qui suit avec son corollaire constitue un
résultat technique spécifique du probléme abordé ici. Ce résultat repose lui
méme sur le lemme 2.2 dont on pourra trouver la démonstration en [4], ainsi
que sur le lemme 2.3 qui est immédiat. Dans les énoncés la notation <.,.>
désigne le produit scalaire habituel sur R™ et ||.[| 1a norme associée.

Lemme 2.2 : Soient u et v deux vecteurs colonnes de R™ linéairement
indépendants, q, r, s trois réels vérifiant qs-r2 # 0. Alors la matrice
M=qu ut + r(uvt + vut) +sv vt est de rang deux et ses valeurs propres

non nulles s'expriment sous la forme% [a tJaz - 4(qs-r2) B]avec
a=q ||u||2 +2r <u,v> + s ||v||2 et B = IIuH2 |Ivl|2 - Zu,vd2. Elles
sont de signes opposés si gs-r- < 0 et de méme signe si qs-r2 > 0.

Lemme 2.3 : Soit u un vecteur colonne de R" et q un réel. Alors la
matrice M = q u u® est de rang un avec pour valeur propre non nulle q ||ul|2.

Proposition 2.4 : Soit A = d}ag a, la matrice d'ordre m d'un opérateur dans

la base naturelle (el, cees em) de R". On suppose a4 > ey > . > o

Soit (1,J) une partition de 1'ensemble E = {1,...,m} en deux sous ensembles

m
non vides, u un vecteur de R® défini paru = I u e, upetu, les vecteurs
k=1

définis par u; = I u; e;, u; = I y. e.. Alors les valeurs propres de
Do 1710 Y 5y 5 T3 prop

1a matrice B = A + u ut vérifient pour tout i €1 :

2,(B) < o +{;[||u1||2 o a1+ allug 112 nan?]

sionaa; -a;, > ||uJ||2 (pour i # m lorsque m € I).
Preuve : u se décompose sous la forme u = up +uj. On a alors
B=A+uu’= (A + uy ug) + (uy u} +uy u3 +uy u})

A partir de cette égalité la proposition 2.1.1 permet d'écrire pour tout
2 € {1,...,m}

Az(B)'< Az(A+uJu§) + 11(u1u§ + ulug + uduf) (1)
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Comme par construction on a <uI, uJ> = 0 on obtient & partir du lemme 2.2 :

t t ty, _1 2 4 2 2
11(u1u1+u1ua+udu1)-f[llulll +~/I|UIII + 4 jur|™ [fuyl] ](2)

D'aprés les relations (1) et (2) il suffit alors de prouver que
lorsque i € I on a Ai(A +uy u}) = Ai(A) =a
désiré.

; bour obtenir le résultat

I1 est facile de voir que a; est valeur propre de A + uJu3
lorsque i € I puisqu'on a alors <uJ, ei> =0 d'ol 1'on déduit :

(A + udug) e; = Re; +<uy, eduy=A e; =ay e

Pour montrer que @y est bien la i-iéme valeur propre de
A+ uJuJ on utilise le fait que les ey ont &té supposées distinctes et la
cond1tlon ap =8> IluJII En appliquant la proposition 2.1 1 &
A+ uJuJ on obtient alors, compte tenu du lemme 2.3,pour i # 1 et i # m:

2
A (A + ugud) € ogpy + gl Cog <oy y g g(A + ugul)
. t t
i.e. Ai+1(A + uJuJ) < a, < Ai_l(A + uJuJ)
pour i =1: o > 12(A+uJu§) et pour i =m: a < xm_l(A+uJu3)
Ces inégalités montrent que dans tous les cas a; est bien la

i
i-iéme valeur propre de A + uJug.

Corollaire 2.5 : Pour toutes matrices A = dgag @, avec a; > a2 a, et

B=A+uub avec ub = (ul, eeey U ) on a 1'inégalité :
A,(B) € oy + 3 [u s Jut v (up? - ] (1)
pour tout 2 € {1,...,m} vérifiant a - o, ., > |lu||2 - ui Torsque £ # m

et 1'inégalité :

NOREES [(uimﬁ) + Jind) + auded)(|ul? - (u2+uE))'] (2)
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pour tous 2 et k €éléments distincts de {1,...,m} vérifiant
@y = Gy ” lul|? - (ui + ui) lorsque 2 # m.

Preuve : On applique la proposition 2.4 avec pour (1) :

I =12} et J=11,...,m} -1

et pour (2) : I ={2,k} et J=1{1,...,m}-1

Remarques : 1 - Les résultats de la proposition 2.5 et de son corollaire se
transposent sans difficulté au cas de B =A - u ut. En ce qui concerne la
proposition on obtient alors pour i € I :

2(8) Yo, -3 [Ilulllz ¢ Jughl® + 4 fugl 2 nuJH?]

si 1'on a %_y- o > HuJII2 (pour i # 1 lorsque 1 € I). Les inégalités (1)
et (2) du corollaire deviennent respectivement pour leur part :

1 2, /&, ,. 2,02 2
2(B8)>a, -3 [”z g+ au (] - ul)]

sil'ona a, , - a, > HuH2 - ui lorsque £ # 1 et :

2-1

) > 0, - [2ad) + JuBnd ¢ stZd1ul1Z - W) |

2

L

. 2
siT'ona a,_ ;-0 > [ul]€ - (u

+u£) lorsque & # 1.

2 - Une application directe de la proposition 2.1 I permet
d'obtenir, dans le cas B = A + u u® : A, (B) <A (R) + ||u||2, dans le cas
B=A-uut: A, (B) 22, (A) - ||u||2. La proposition 2.6 montre 1'amélio-
ration apportée par les résultats qui précédent :

Proposition 2.6 : Avec les notations de la proposition 2.4 on a :
1 1
3 [t a7 4 gt 21l ] < 1112

Preuve : on a :

3 [hugte oy ooty oy  J= § [iog 12 oy s oty 2ot g 17
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Considérons alors la fonction f définie par :

f [o, ||u||2] N

X 3 [x +danaZ - 0]

I1 est facile de voir que f est croissante concave sur son
intervalle de définition. Alors comme ||uI||2 < ||u||2 on en déduit
f(IIuIIIZ) < f(||u||2) ce qui correspond au résultat proposé.

Remarques : 1 - I1 est immédiat de voir que 1'appiication g définie sur
[@, lIulI?] par g(x) = f(x)/x est décroissante. La concavité de f et la
décroissance de g permettent de mieux cerner la qualité de 1'amélioration
qu'apporte le terme % [Ilulll2 +‘/||"I||4 +4 Ilulllzlludllzj]par rapport
a ||u|lz. En fait la concavité de f contrarie une amélioration rapide
lorsque IluIII2 décroit & partir de ||u||2.

2 - La croissance de f permet de voir qu'il est toujours
préférable d'utiliser la relation (1) du corollaire 2.5 plutdt que la
relation (2). En fait on n'utilise la relation (2) que lorsque la
conditiona, - a .. > l|u||2 - uf n‘est pas vérifiée. On choisit alors le
second indice k de maniére & avoira, - a, > Hull2 - (uf + uﬁ) tout en

ayant ui le plus petit possible.

3 - INFLUENCE DU POIDS D'UNE UNITE STATISTIQUE SUR LES VALEURS PROPRES DE
LA MATRICE DE COVARIANCE

On aborde a présent le probléme qui nous intéresse directement,
a savoir celui des conséquences sur les valeurs propres d'une modification
du poids Pj de 1'u.s. j en un poids bj quelconque (0 < bj < 1). Les poids
fi i=1,..05n i FJ ?es autres u.s. sont ici geulement normalisés en
Pj = % p; avec ¢ = (l-pj)/(l-pj) afin d'avoir 1,2__:1 bi = 1. Dans ce
paragraphe on se place tout d'abord dans le cadre de 1'A.C.P. du triplet
(X, Q, D) avec Q = Ip métrique identité choisie dans RP pour mesurer les
distances entre u.s., ce qui conduit & s'intéresser aux valeurs propres de
la matrice de covariance.
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3.1. On sait (voir [3]) que suite & la modification de poids la
transformation de la matrice de covariance initiale V en V est définie par
la relation :

= - _mt
V= [v g (xj g)(xj g) ] (3.1)
avec Bj = l-aj, g désignant le centre de gravité des u.s. pour les poids

n
initiaux (g = I P; xi).

i=1

On obtient alors en particulier par application de la proposition
2.1.1 les encadrements suivants pour les valeurs propres de V.

~ dans le cas d'une augmentation de poids (ﬁj > pj) i.e. Bj >0,
pour 2 = 1,...,p

a5 24,(V) € 4(V) € o fa, (1) + 85 |1x5-01%} (3.2)

~ dans le cas d'une diminution de poids (ﬁj < pj) i.e. By <0,
pour £ = 1,...,p

a {3,000 + 85 1lxg = gl1Z}< 2, (0) € ag ag(¥) (3.3)

3.2. Lorsque les valeurs propres de V sont supposées distinctes, nous
allons voir que 1'utilisation des composantes principales permet d'améliorer
la précision de 1a borne o A (V) + 8 ||xj - gII2 intervenant dans les
expressions (3.2) et (3.3).

En effet désignons par F la matrice pxp dont les colonnes
(facteurs principaux de 1'A.C.P.) sont les vecteurs propres de V normés a
1'unite (F'F = 1).

Avec A = diag(An(v)) ona: VF=FA&
L

: : t . . _at
Introduisons enfin le vecteur z5 (zjl’ cees sz) (xj g)" F

des coordonnées de 1'u.s. j dans le repére des composantes principales de
1'A.C.P. pour les poids initiaux.
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En multipliant (3.1) & gauche par Ft et a droite par F
on constate que V a les mémes valeurs propres que :

t
o5 [A + B 2; zJ] (3.4)
La matrice A étant diagonale et les valeurs propres Ay (v)
supposées distinctes on obtient par une application directe de 1' 1néga11té
(1) du corollaire 2.5 le résultat suivant :

Si Bj > 0, pour tout & € {1,...,p} vérifiant
Ag(v) - A2+1(v) > Bj ['lzjllz - Z?z] lorsque 2 # p:

A (V) € {A(V)+2'BJ[ +~/z (HZH ]} (3.5)

En référence a la remarque qui suit le corollaire 2.5, on obtient
également & partir de (3.4) :

~ Si BJ. < 0, pour tout 2 € {1,...,p} vérifiant

Ao (V) = A, (v) > - B; [Ilzjll2 - zgl] lorsque ¢ # 1:

AURLIREN (v)+?BJ[Jz ‘/z.n 425, izl 1? - ]}(35)
Remarques : 1 - En utilisant l1a proposition 2.5 avec I = {2} et
J={l,...,p} - I, on obtient :

$[ V2 e gt P 2 110 = 1y - a1

L'inégalité (3.5) (resp. (3.6)) fournit donc une borne plus
précise que la borne supérieure (resp. inférieure) obtenue en (3.2)
(resp. en (3.3)).

2 - Lorsque 25, = 0, les inégalités (3.5) et (3.6) prennent
respectivement la forme suivante :

si Bj >0 A, (V) o Az(V) (3.7)
si B; <0 A () > % Az(V) (3.8)
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La comparaison de (3.7) et du membre de gauche de (3.2) dans le
cas By > 0, celle de {3.3) et du membre de droite de (3.3) pour B <0
permettent de voir que 1'on a alors A, (V) = aj A (V)

3 - On notera que 1'utilisation de la relation (2) du corollaire

2.5 conduit aussi & une majoration de AI(V) dans le cas 85 >0 et a une
minoration dans le cas Bj < 0. Pour ne pas alourdir la présentation nous ne
détaillons pas ce type de formulation qui fait intervenir une deuxiéme
coordonnée z. ik en plus de zJ Les bornes obtenues sont moins précises que
celles de (3 5) et (3.6) (remarque 2 & la suite de la proposition 2.6) mais
peuvent présenter un intérét pratique qui sera illustré au dernier
paragraphe.

4 - Dans 1'interprétation qu'ils font des résultats les praticiens
ont 1'habitude d'utiliser les contributions des observations & 1'inertie des
axes. Dans cette optique il est 1nteressant de noter qu 11 est fac11e de .
reexprimer 1a borne a {Az(v) t3 8 [ 50 +Av/ Zj, * (||z || J}
intervenant dans les relations (3.5) et (3.6) en fonct1on de la contrvbut1on

absolue Cig = pj(zgz)/xz(v) de 1'u.s. j @ 1'axe %. On obtient alors
1'expression :

oy 0 {1+ (/o) [eg0 + Vedumtey, oy, Iz - 30 ]}

On note en particulier que [cjl + ch (p (a, (v))"1||z H JZ)J
est une fonction croissante par rapport a c On conf1rme ainsi 1'intuition
naturelle selon laguelle la variation de 1a valeur propre de rang & doit a
priori pouvoir &tre d'autant plus importante que 1'u.s. j a initialement

une contribution importante & 1'axe %.

Remarquons enfin que dans le cas particulier (important en
pratique) de la suppression d'une u.s. j avec initialement tous les poids
égaux & 1/n on a “j = Bj/pj = HQT ce qui conduit pour la borne étudiée a
1'expression :

(n/(n-l))lz{1+(1/2)(n/(n-1)) [Cjz + J 21+4c N (v))'1||z [l 2/n)- -c; ]}
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4 - INFLUENCE DU POIDS D'UNE UNITE STATISTIQUE SUR LES VALEURS PROPRES DE
LA MATRICE DE CORRELATION

On aborde ici le probléme du paragraphe précédent dans le cadre
de 1'A.C.P. du triplet (X, Q, D) avec Q métrique diagonale dans RP dont les
éléments diagonaux sont les inverses des variances des variables, ce qui
conduit & s'intéresser aux valeurs propres de la matrice de corrélation.

4.1. Désignons par y§ = (yjl’ cees yjp) le vecteur des coordonnées de
1'u.s. j centrée réduite pour les poids initiaux. La transformation du poids
de cette u.s. entraine (voir [3]) une modification de la matrice de
corrélation initiale R en R définie par 1'expression :

R=T(R+ By ¥j Yj ) T (4.1)

oi T = dlég t, avec t = (1 + B; yJ ) 1/2 0n remarque d'aprés (4.1) que R
a les mémes valeurs propres que (R + s Y5 Y5 ) T2 et 1'on en déduit les
encadrements suijvants en utilisant la part1e I1 de la proposition 2.1.

{m1n(1+ Y5 k) 1}{A (R+8 nyt)} <A (R) {Az(R+BJ-yJ-y§)} {miX(Hsjygk)'l}
(4.2)

En utilisant ensuite la partie I de 1a méme proposition pour
R + 8, 5 y » on obtient, compte tenu du lemme 2.3, pour tout 2€ (1,...,p} :
37J7d

~ si % >0
{m'i(n(1+8jy§k)'1} {AE(R)}\< SORS NGRS ||2} {mix(li-sjygk)'l} (4.3)
~ si B- <0

fminteayf)™t} (1 mivny Ly 1)<l ¢ fa,(m0) {mix(uejyﬁ?k)“l}u.a)

4.2. Ces inégalités (4.3) et (4.4) peuvent cependant &tre améliorées en
procédagt avec 1'expression R + BJnyj comme il a été fait avec 1'expression
(3.1) v-= ajEHB (xJ-g)(x g)t], dans le cas de la matrice de covariance,
au paragraphe précédent.
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En désignant par z§ = (Zjl’ cens sz) le vecteur des coordonnées de 1'u.s. j
dans le repére des composantes principales de 1'A.C.P. des données centrées
réduites pour les poids initiaux , on obtient alors en repartant de (4.2) :

~ dans le cas Bj >0:

s 2
pour tout 2 € {l,...,p} vérifiant Al(R)-A”l(R) > Bj[llsz -z
L#p:
> 1 2 . 2 N 2 -1
Az(R) XY {Az(R) ty BJ. [zjz. + ZJJL+ 4 z5 ﬂ.( | |zJ. | —zj‘z)J} {max(ﬁsjyjk) }
B (4.5)

2

jz] lorsque

~ dans le cas Bj <0 :

g 22
po:r tout 2 € {1,...,p} vérifiant a _,(R)-1,(R) > - B3 [| |zj(| - zjg]lorsque
L1

MR 3 {3y(R) + 5 8, [zgl SNERY zfu(szl|2-z§;)]}'{m'i(n(uajy?k)’l}

(4.6)

Les remarques 1 & 4 faites dans le cadre de 1'@tude de 1'A.C.P.
sur matrice de covariance se transposent sans difficulté au cadre de la
matrice de corrélation. En particulier 1'amélioration qu'apportent les
inégalités (4.5) et (4.6) par rapport aux encadrements (4.2) et (4.3) tient
toujours au résultat de la proposition 2.6 selon lequel :

11].2 4 2 2 2, 2 _ 2
7[zn+ 25, + 4 25, Uz -zm]mlzju = ;10

5 - ASPECT GEOMETRIQUE

Etant donné un réel positif 6, on donne en [3] des conditions
géométriques sur 1'u.s. dont on perturbe le poids, qui assurent que cette
modification n'entrainera pas de perturbation des valeurs propres d'amplitude
supérieure a .9. L'utilisation des composantes principales permet de compléter
ces conditions géométriques par les résultats que nous présentons ici. Cette
présentation est faite dans le cadre de 1'A.C.P. sur matrice de corrélation
qui est la plus usitée en pratique mais la transposition des résultats au
cadre de 1'A.C.P. sur matrice de covariance se fait de maniére immédiate.
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Comme en [3] on utilise le lemme suivant :

Lemme 4.1 :
(1) si g >0 (35> p;) A (T9) = sz{(l + 8 yﬁk)'l} <1
: . ~ 2y - s 2 141
(1) si 8 <0 (p; <py) Ap(T)-m"("{(l*' B ¥ii) } > 1

On étudie le cas d'une augmentation de poids (8j > 0). Les
résultats concernant une diminution de poids pourront s'obtenir par un
raisonnement similaire a celui qui va étre présenté.

En utilisant 1a relation (i) du lemme précédent conjointement
au membre de droite de 1a relation (4.2) on obtient pour tout 2 € {1,...,p}

- t
A (R) LA (R + 85 y; y5) (5.1)

En posant A = dufg(l (R)), i1 est facile de voir que la
matrice R + BJ yJ y§ a mémes valeurs propres que A + BJ r zt (avec zJ
défini comme au paragraphe précédent) et 1'inégalité (5.1) peut donc

s'écrire :

5 t
A (R) S A (A4 Bj 2 zj) (5.2)

Or, d'aprés la relation

1/2 -1/2 -1/2, 172
A
+ BJ 2 zJ (I + B; A z zJ A ) A

(avec al/2 = d1ag(qa-fﬁﬂ) et 2712 - dlag(lﬁji_riﬁ) on voit que
A+ BJ zJ z§ a mémes valeurs propres que A (I + B Iy -l/2 zJ zJ A
On remarque facilement en ce qui concerne la matrice

I+ 8, A'llz z, 2t K172 que la plus grande valeur propre est €gale a

14+ BJ zJ Kt j (A'I/2 z. est un vecteur propre associé ; les autres
valeurs propres sont toutes égales & 1'unité, tout élément de 1'hyperplan
orthogonal a A'I/Z zj pour le produit scalaire habituel étant un vecteur

propre associé). On obtient alors en utilisant la proposition 2.1 :

1/2)

A A+ 85 2y z§) {A (R)} {1 + 8; z;.‘ 2l zj}
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soit compte tenu de (5.2) :
R < iy} {1+ g2 a2y} (5.3)

expression qui peut encore s'écrire sous la forme :
2
z

A (R) € {AE(R) } {1 + B3 kgl T,]("((W} (5.4)

On peut alors énoncer le résultat suivant :

Proposition 5.2 : Soient & € {1,...,p} et & un réel positif donné.

Lorsqu'on augmente le poids d'une u.s. j de la valeur p a p
(B > 0), i1 suffit que cette u.s. appartienne d 1'intérieur de 1' e]lipso1de
de Rp défini dans le repére des composantes principales par

g Xﬁ . 39 N(R) ) 172 -
= avec a, ={73— X F lyeeayp
k=1 ;E k™| 8; X (R)

pour que 1'augmentation éventuelle de la g2-iéme valeur propre reste
d'amplitude inférieure 8 8 i.e. pour que 1'on ait :

Ag(R) S A (R) + 0

Preuve : Si 1'u.s. j appartient a@ 1'ellipsoide en question, le vecteur

; = (z, j10 e 3 ) de ses coordonnées dans le repére des composantes
pr1nc1pa1es ver1f1e :
2 2
p Z. 8' o] Z.
_jk — k
b K A, (R) = —'Z—)-\<1
k1 a2 0 k=1 Ak‘R

2
P Z5,
= AR e R T Ry <R e

2
P Zik
S— + 6
> 3(R) [1 Bj kzl _JT')'ak R ] < Az(R) +

> Al(ﬁ) < 2 (R) + 8 (en utilisant (5.4))
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Remarques : 1 - Ce résultat est @ mettre en paralléle avec celui obtenu en
[3] selon lequel 1'augmentation éventuelle de chaque valeur propre ne peut
dépasser © si 1'u.s. centrée réduite initiale yj se trouve dans la sphére
Sej de RP de rayon rej = e/Bj centrée sur 1'origine.

On remarquera que 1'ellipsoide relatif @ la premiére valeur
propre est contenu dans la sphére Sej (ak (JW Yk = 1,...,p car
Ikk(R)/AI(R)} £ 1) alors que cette derniére est elle-méme contenue dans
1'ellipsoide correspondant d 1a derniére valeur propre (ak 2 O/Bj
k =1,...,p). On notera d'autre part que tous les ellipsoides sont
homothétiques.

2 - On obtient des résultats analogues en ce qui concerne
1'amplitude d'une éventuelle diminution des valeurs propres dans 1'étude
d'une diminution du poids de 1'u.s. j (Bj < 0).

6 - ILLUSTRATION DES RESULTATS

Nous avons choisi pour illustrer les résultats présentés
1'exemple des poissons d'Amiard que 1'ouvrage de PAGES et CAILLIEZ[6] a
rendu classique en analyse des données. Cet exemple nous a déja servi en
[3]. Rappelons simplement qu'il s'agit d'étudier un groupe de 24 poissons
placés dans une eau radioactive et pour lesquels on mesure des caractéris-
tiques de taille et de radioactivité de différents organes. Le poisson 17
mort au cours de 1'expérimentation n'est pas pris en compte dans 1'étude
statistique. Les 16 variables é&tudiées étant non homogénes quant & leur
nature et leur variance on travaille sur la matrice de corrélation.

Notre objectif est ici de mettre en évidence sur un exemple
1'amélioration qu'apporte les inégalités du type (4.5), (4.6) par rapport
a (4.3), (4.4). Pour ce faire nous présentons de maniére comparative le
comportement des bornes de (4.4) et (4.6) lorsqu'on envisage successivement

1a suppression de chacune des u.s. (ici les 23 poissons participant a
1'étude).
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Pour ne pas alourdir notre exposé nous limitons notre présentation au
comportement des deux premiéres valeurs propres qui initialement prennent
les valeurs suivantes

Al(R) = 7.607 AZ(R) = 3.763

lorsque des poids tous €gaux & 1/23 sont attribués aux u.s. La suppression
d'une u.s. j quelconque (pj = 1/23, ﬁj = 0) conduit & attribuer pour i # j
un nouveau poids bi = 1/22 aux autres u.s. On a alors :

uj = 23/22 = 1.0454545 Bj = - 1/22 = - 0.0454545

Les résultats sont présentés dans le tableau qui suit. Pour
chaque u.s. supprimée on donne le carré de la distance de cette u.s. au
centre de gravité initial (Ilyjllz), les bornes inférieures m, et supérieure
M, (2 = 1,2) obtenues par 1'encadrement (4.4) pour la variation des deux
plus grandes valeurs propres, les coordonnées z:, (2 = 1,2) de cette u.s.
sur les deux premiéres composantes principales initiales, les bornes
inférieures b, (¢ = 1,2) obtenues par 1'inégalité (4.6) pour la variation
des deux premiéres valeurs propres. Pour la deuxiéme valeur propre
1'obtention de la borne b, est soumise & 1a condition :

A(R) = A5(R) > - 8, [Ilzjll2 - zgz] <=> 84.563 > [||yj||2 - zgz]
(IIzjll = llyjll). I1 est immédiat de constater que cette condition est
toujours vérifiée dans notre exemple puisque la plus grande valeur de
IIyJ.II2 est obtenue pour 1'u.s. 20 et que 1'on a ||y20||2 = 49.921, I1 est
donc dans tous les cas légitime d'utiliser 1'expression (4.6) qui donne la
borne b2'

I1 convient pour apprécier 1'amélioration qu'apporte la
relation (4.6) par rapport & la relation (4.4) de comparer pour chaque u.s.
supprimée b1 a my et b2 a m,. On a toujours naturellement b1 2 m et
b2 > m, d'aprés la proposition 2.6.
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T T T T T T T T T G
! by g 1 ! ! I t ! t '
s 1
AUIER (PRl A T T TR S S T ST I ST SO S B S -
! t ! I t t ! 1 ! ' !
t I 1 Y t 1 I { ' t !
t t t ! t t t t t ' t
I 1 1 325631 6.233 1 10.266 | 2,323 1 5,079 y- 5,207 {- 1,642 y 6,270 ; 3.346 |
! ! 1 [ ! ! ! t ! 1 I
P2t 18.51 1 6.772 | B.BB6 | 2.926 | 4,396 ;- 3,974 ;- 0.093 ;| 6.78B | 3.747 4
! : ! 1 ' 1 ' ! '
|3 ] 22368 | 6.591 1 8.956 1 2747 | %.431 |- 4.611 [- 0,411 | 6,593} 3.671 |
: ) ! ! ! ! ! 1 ! I !
I & 1 27,7081 B.351 1 9.247 1 2.505 | k.575 §- 5,087 )- 0,577 ) 6.356 § 3.620
1 1 I ! t ' 1 ! ! ' 1
I 5 1 17.309 | 6.821 1 8.990 ) 2.977 | .7 | 1.371 | 3,657 | 7.316; 3.011
1 1 1 1 1 1 I t ' ! 1
|6 1 11,039 | 7,185 1 8,111 | 3.260 | %013 | 0.504 | 3.090 | 7.568 | 3.288 |
! t i ! ! i I 1 t ! I
I 7 | 14342 | 7.068 | B.653 | 3.162 ) 4.281 1 0,388 § 3,646 7.659 | 1.165 3
1 ! ! I { ' ! ! ! t :
T B 1 15.97 1 6.909 | 9.123 { 3.051 ¢ 4,513 § 1.500 § 2,925 3 7.325 | 3.171 4
L 1 I 1 ! I 1 i 1 ' 1
|9 | 35381 7.446 ) 7.910 7 3.603 { 3.913 y O0.35 ) 1,152 | 7.575 ) 3.645 4
! I 1 ! ' t ! 1 ! ! I
I 10 1 5.776 1 7.345 | 8.297 { 3500 § %.105 | ©.700 y- D.654 y 7,522 § 3.684 |
i t t 1 ! 1 | t i ! '
I 11 1 5.143 | 7.37h 1 B.2B1 | 3.530 | 5.096 y- 0.525 | 0,667 y 7.548 | 3.687 g
: t 1 ! ‘ g ' g ! 1 !
I 12 | 5.681 1 7.351 | B.533 1 3.507 { 4,221 | 1,065 1 O.440 | 7.476 | 3.712 |
1 1 1 { 1 t 1 1 ' 1 i
|93 1 12,051 1 7.059 § 10,862 1 3.216 | 5.37% y 0.166 {- 0.769 ) 7.561 | 3.631 |
! 1 1 ! i ! ! ! 1 \ !
£ 1 18364 | 6.95% 1 B.532 | 3.110 1 4.221 y 2.680 { 1,608 | 7.079 | 3.7 |
g 1 ! 1 ! ) ¥ 1 ! ! !
| 15 | 2.808 1 7,480 { 7.955 1 3,636 | 3.935 |- 0,967 § 0.437 y 7.522 | 3.727 |
1 t ] ! I ! I ! I ! I
116 1 GF1 L 327 ) G333 ) 8083 ) BaIZZ | LTBY 00/ ) £0AD sty
t I ! v ! ! ) 1 ! ' !
) 18 1 22,975 I 6,566 ) 10,175 ) 2.720 | 5.033 1 3.15) - 2.777 | 6.820 | 3.066
! t I 1 t ! i 1 t 1 y
1 19 1 21,932 | 6.616 1 10.237 | 2.769 | 5.064 1 3.577 1- 0.831 1 6.751 | 3.576 |
] ! 1 1 i t ! 1 t ' 1
I 20 1 49.921  5.436 | 12.578 | 1.522 | 6.223 1 6,001 - 1.951 | 5.584 j 3.125 |
t ' 1 ' 1 g I ! ! 1
20 | 8.998 1 7.799 | 8.281 { 3.355 { 4.096 |- 2,017 |- 1.070 { 7.278 | 3.599 {
1 1 ! : I t 1 I ! 1 '
22 [ 15,181 | 6.917 § 9.368 1 3.073 | 4.635 | 1.147 y- 2,500 ¢ 7.381 ; 3.253
1 { ! 1 1 g t 1 ! ' 1
1 73 1 27.580 | 6.353 1 12,627 | 2.51D | £.247 § 1.881 - 3,577 | 7.300 ; 2.783 |
t t b ! ! t ! f ' ]
I 2% | 6.235 | 7,324 1 8.281 1 3.480 § 4,096 [- 0703 1~ 0,402 3 7.513 3 3.5y
' ! I 1 1 1 1 ] 1 ' !
i I ! I 1 ! ! ! 1 ! g
I ' ! ! ! ! t ! 1 ! '
! ' t t t [ 1 t ! ] !
I i 1 I 1 ! ' ! ' ' !

(Rappel

des valeurs propres

initiales : A(R) = 7.607, A,(R) = 3.763)
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L'importance de 1'amélioration qu'apporte bn par rapport d m,
(2 = 1,2) n'est que la traduction de la propriété de croissance concave
soulignée pour la fonction f introduite dans la démonstration de la
proposition 2.6. Ainsi en ce qui concerne la premiére valeur propre et la
borne b1 on remarquera que les améliorations les plus importantes sont
enregistrées pour les u.s. j pour lesquelles zz1 est relativement faible par
rapport & ||y || i.e. principalement les u.s. 5, 6, 7, 8, 13, 22, 23.
L' amé]1orat10n apparait plus insignifiante pour des u.s. pour lesquelles
zgl est proche de ||yj||2 comme par exemple les u.s. 1, 2, 3, 4. On observe
un phénoméne analogue pour la deuxiéme valeur propre avec une amélioration
plus importante (qu'apporte by par rapport & mz) pour les u.s. 1, 2, 3, 4,
19 et tout particuliérement pour 1'u.s. 20 (222 est petit par rapport a
||YJ|| ) comparativement & 1'amélioration moins nette pour des u.s. telles
que les u.s. 5, 6, 7, 21 pour lesquelles la coordonnée zJ2 Jjoue un rdle
important dans Ilzjll = ||yj||.

I1 est intéressant & titre indicatif d'avoir une idée de 1'ordre
de grandeur de la variation réelle des valeurs propres engendrée par la
suppression des u.s. A cet effet le tableau qui suit donne les deux plus
grandes valeurs propres Az(ﬁ), %2 = 1,2 correspondant a la suppression de
chacune des u.s. 4, 5, 6, 9 et 20 en les mettant en rapport d'une part avec
les valeurs propres initiales Az(R), %2 = 1,2 et d'autre part avec les
encadrements [by, M, 1,2 = 1,2 qu'en donne Te tableau précédent.

3,(R) = 3.763 i | H i
bp s My (3.620 5 4.575,3.011 ; 4.447)3.288 ; 4.013,3.646 ; 3.913}3.125 ; 6.223]

| ! ! ! i !

! ! ! ! ! !

| P y———— | T T T T T T T
p Valeurs propres | 1 u.s. supprinée | 4 1 5 1 6 1 9 12 1
1 initiales 1 1 | 1 ! ! ! !
1 1 \ | 1 1 I 1 i
1 | ! 7 ! | | | | !
Dy - or | Py R , 7.924 , .83 | 7.682 | 6.907 |
T AL

! ' Loy M :s 356 ; 9. 247|7 36 ; 8. 990.7 .568 ; 8. 111}7 575 5 7. 910:5 584 ;12. 573:
i 1 ! 1 1

! 1 !

! ! WU } ao9 | 33 ) 3.4 R Rt :
1 1 1 !
1 1 I

1 1 1

1 1 !
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En ce qui concerne les encadrements eux-mémes nous ne reprenons
pas le détail des commentaires effectués en [3] et qui restent valables pour
les nouvelles bornes. Notons simplement qu'un des intéréts pratiques des
encadrements repose dans 1'utilisation que 1'on peut en faire en tant qu'aide
a 1'interprétation suppliémentaire d@ méme d'orienter 1'utilisateur vers des
u.s. jouant un role prépondérant sur les valeurs propres. Un encadrement
d'amplitude faible autour de 1a valeur propre initiale indique immédiatement
d 1'utilisateur que 1'u.s. supprimée ne joue qu'un rdle secondaire. A
1'inverse des encadrements d'amplitude plus importante lui signale des u.s.
pouvant éventuellement avoir une influence prépondérante. En ce sens il est
souhaitable d'avoir des encadrements dont 1'amplitude refléte de la maniére
la plus exacte possible la variation réelle des valeurs propres, d'oi
1'intérét, nous semble-t-il, de 1'amélioration qu'apporte les bornes bx par
rapport & m,. On remarquera ainsi que 1'amplitude relativement faible de
1'encadrement [bl’ M1] pour 1a suppression de 1'u.s. 5 et de [b,, M2] pour
1'u.s. 4 indique que ces u.s. ne jouent qu'un rdle secondaire sur la premiére
et la deuxiéme valeur propre respectivement alors que 1'amplitude des
encadrements [ml, MIJ pour 1'u.s. 5 et [m,, M,) pour 1'u.s. 4 ne permettaient
pas d'arriver & cette conclusion. A 1'inverse 1'amplitude plus grande de
[b,, M1] pour la suppression de 1'u.s. 20 et de [b,, M,] pour celle des
u.s. 5 et 20 (amplitude 1iée a une faible amélioration de b, par rapport a
mz) signale aussi bien ces u.s. au statisticien comme étant susceptible
d'influencer de maniére sensible les inerties de certains axes. Les résultats
du tableau précédent confirment alors le ph&noméne que laissait pressentir,
en 1'amplifiant, les encadrements, & savoir une variation trés sensible de la
premiére valeur propre lorsqu'on supprime 1'u.s. 20 (Al(R) - Al(ﬁ) = 0.699)
et une variation €galement non négligeable de la deuxiéme valeur propre aussi
bien pour la suppression de 1'u.s. 5 que de 1'u.s. 20.

Remarque : Il est nécessaire que la condition :

Ag_1(R) = 2, (R) > - B [I Izj | I2 - z§ ] soit vérifiée pour pouvoir appliquer

] -
la formulation (4.6) a la &-iéme valeur propre Az(R). Cette condition assure
que le 2-iéme valeur propre de Az(R) est suffisamment séparée de Al_l(R)
qui la précéde, par rapport & 1'amplitude de la perturbation qui est

. = 2 2
caractérisée par - 8, []Izjll 25, |
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Nous avons vu que cette condition est vérifiée pour £ = 2
c'est-d-dire 1a deuxiéme valeur propre. I1 est facile de vérifier qu'elle est
encore remplie pour & = 3 quelle que soit 1'u.s. j que 1'on se propose de
supprimer puisqu'on a :

A(R) - A3(R) > - B, [IIz-II2 - 22 ] <=> 51.875> [||y.||2 - 22 ]
J J 33 J J3
et max IIyJ-H2 = ||y20||2 = 49.921.

JLseey
t17

1
J

I1 est donc encore possible d'appliquer 1'inégalité (4.6) & la
valeur propre 13(§) dans tous les cas.

En ce qui concerne 1'influence de la suppression d'une u.s. sur
la quatriéme valeur propre on a :

A3(R) = A4(R) > - 8, [llzjll2 - z§4] <=> 8.884 > [Ilyjllz - z§4]

Cette condition apparait ici beaucoup plus restrictive et elle
n'est plus remplie lorsqu'on se propose par exemple de supprimer 1'u.s. 8
puisque 1'on a avec j = 8

2, 2, - - -
Hzgl1® = [Hy;l1° = 15,907, 25y = 1.500 , zj, =2.925 , 245 = - 0.635

zj4 = - 0,151 et donc :
2 2 _
Hy;11° - 25 = 15.884 > 8.884
Nous allons voir que s'il n'est donc plus légitime d'utiliser
la relation (4.6), i1 reste toutefois encore possible d'améliorer la borne
inférieure de 1'encadrement (4.4) en se référant & la remarque 3 du

paragraphe 3.2 qui transposée au cadre de la matrice de corrélation conduit
pour une diminution de poids (8j < 0) & 1'inégalité

R 1 2 2 N
> w o [id o S B B - 8+ ]| fas 7]
si lorsque £# 1 on a

2 2 2
” - (zjl?. + zjk)]

g () (R > 8y (1l



Dans le cadre de Ta suppression de 1'u.s. 8 en prenant 2 = 4
et k = 2 on constate que la condit;on
2 2 . .
A3(R) = 24(R) > - By []ijll - (Zj4 + zjzz] est effectivement remplie
puisqu'on a A4(R) = 1.405, A4(R) = 1.001. I1 en découle

- 2 _ .2 ,.2,].
A3(R) - 34(R) = 0.404 et - B; [Ilyjll - (zj4 + zjz)] 0.333

On peut alors utiliser 1'inégalité qui vient d'étre présentée
et qui donne :

4(R) 0.398
Ce résultat est & comparer avec ce que donne 1'expression (4.4)
a savoir :
A4(R) » 0.279
L'amélioration observée est due au fait que 1'on a :
1 2 - .
7 B [(z +ka)+~/(sz+ka) +4(z +ka)(||yJ|| (zu+ka))] 0.605
alors que :

2 = -
85 11y11% = - 0.787

En conclusion on voit donc que 1a relation (4.6) s'applique ici
aux trois plus grandes valeurs propres (qui représentent 79.8 % de 1'inertie).
Cette constatation est encourageante si 1'on souligne que nous nous sommes
placés dans un exemple plutdt défavorable de par le faible nombre des u.s.
Ceci induit un coefficient g. relativement grand en valeur absolue (par
rapport a des tableaux plus importants) et rend la condition :

A-1(R) =2 (R) > -y [IIyJII ?1]

plus restrictive. Lorsque cette condition n'est pas vérifiée (ce qui arrive
pour les plus petites valeurs propres) les développements de la derniére
remarque montrent qu'il est encore possible d'améliorer 1'encadrement (4.4)
avec des inégalités faisant intervenir deux coordonnées.
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En fait la proposition 2.6 sous entend tout un ensemble

d'inégalités avec un nombre de coordonnées pouvant varier entre 1 et p.

On note que lorsqu'on augmente le nombre de coordonnées intervenant dans les

inégalités ces derniéres aménent une amélioration de moins en moins sensible

(effective cependant tant qu'il n'y a pas plus de (p-1) coordonnées) mais

que simultanément leurs conditions d'application deviennent aussi de moins

en moins restrictives. I1 est ainsi pratiquement toujours possible d'apporter
une amélioration en utilisant 1'une ou 1'autre, méme lorsque 1'on s'intéresse
3 une valeur propre initialement proche des valeurs propres voisines.

(1]

(2]

[3l

(4]

(s]

(6]

(7]
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