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QUELQUES GENERALISATIONS DE
L'ANALYSE EN COMPOSANTES PRINCIPALES DE
VARIABLES INSTRUMENTALES
Robert SABATIER

Laboratoire de Physique Industrielle Pharmaceutique

Faculté de Pharmacie de MONTPELLIER

Résumé : Le but de cet article est de présenter cing généralisations
possibles de l'Analyse en Composantes FPrincipales de Variables Instumentales
(A.C.P.V.I.) introduite par RAO. Ces généralisations sont fondées d'une part
sur le formalisme de CAILLIEZ et PAGES et d'autre part sur le coefficient RV
d'ESCOUFIER. Ces généralisations considérées comme des problémes d'optimi-—
sdtion, se rameénent en général d des analyses en composantes principales
particuliéres. Un dernier paragraphe applique ces résultats aux cas des
variables qualitatives.

Abstract : This paper aims to make five propositions for possible generali-
zations of principal component analysis of instrumental variables (ACEVI)
such as this method has been introduced by RAO. These generalizations are
based upon PAGES and CAILLIEZ'formalism and ESCOUFIER's RV coeffictent. When
constidered as optimization problems, they are shown to be equivalent to
particular principal component analysis. In the last section results are
applied to qualitative variables.

Mots clés : 4nalyse en Composantes Principales, Opérateur,
' Métrique, Coefficient RV, A.C.P.V.I.

Indices de classification STMA : 06-070, 06~010, 06-020.
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0 - INTRODUCTION

L'Analyse en Composantes Principales de Variables Instrumentales
(A.C.P.V.I.) initialement introduite par RAO, semble actuellement retrouver
la faveur des statisticiens : ESCOUFIER a montré comment elle peut s'inscrire
comme méthode & part entiére de 1'Analyse des Données par 1'utilisation des
opérateurs. Depuis nombre de publiications ont montré 1'intérét théorioue de
cette technique (OBADIA, SCHEKTMAN, CROQUETTE, D'AMBRA - LAURO, SABATIER) ;

BONIFAS et al. ont montré également 1'intérét pratique.

Le but de cet article est de montrer, aprés un bref rappel de 1e
définition et des propriétés fondamentales de 1'A.C.P.V.I., comment il est
possible de la généraliser 3 plusieurs groupes de variables de référence.
Ces généralisations au nombre de cing, montrent que 1'utilisation d'opéra-
teurs et de triplet statistique, est judicieuse, ramenant ainsi ces
A.C.P.V.I. généralisées 3 des ACP particuliéres. Une derniére partie permet
de retrouver, comme cas particuliers, des techniques que le praticien de

1'Analyse des Données connait bien.

1 - NOTATIONS RAPPELS ET DEFINITIONS

Le formalisme utilisé ici est celui de CAILLIEZ et PAGES. Nous
supposerons en outre le lecteur familier avec la notion d'opérateur, de
triplet statistique et de coefficient RV (voir [6]).

On suppose réalisée une étude (Xl’ Ql, D) portant sur n
individus. X1 (pxn) est supposé ce?tré pour les poids définissant la matrice
diagonale D. On notera par WID = X1 Ql X1 D 1'opérateur de F =R" des
proximités entre individus.



77,

On rappelle que 1'espace vectoriel ‘/N(F) des opérateurs auto-
adjoints de F peut &tre muni d'une structure euclidienne par le produit
scalaire suivant :

(R.B) € D(F) x ID(F) 5 <A,B> = Tr(A B).
On notera par || || la norme déduite de ce produit scalaire. Le coefficient

RV entre deux opérateurs A et B de ) (F) est défini par :

<A, B>

RV (A, B) = —<R2 B>
1Al . |18l

1.1 - Definition de 1'A.C.P.V.I.

Soit Y un tableau (qxn) de mesures réalisées sur les mémes n
individus que ceux du triplet (Xl, Ql’ D). On suppose Y centré pour D.

On appelle A.C.P.V.I. d'ordre r de Y par rapport & (Xl’ Ql’ D)
(noté Y/(Xl’ Ql’ D)), 1'ACP de (Y, Q, D) oi Q (gqxq) est une pseudo-métrique
de rang r (< q) rendant minimale la quantité :

[ - Y QYo (1)

1.2 - Conséquences

Théroréme 1.2

1
La pseudo-métrique Q = Mr Mr ot N;(qxr) est de rang r minimisant
(1) est solution du systéme aux valeurs propres suivant :

u

] ]
YD Nl DY Mr YDY Mr Ar

(1)

A

M.YDY M r
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ol Ar = diag(xl, Az, cees Ar) est la matrice diagonale des r
premiéres valeurs propres, supposées distinctes, rangées en
ordre décroissant.

La démonstration de ce théoréme peut se trouver dans [1], [6],

[10] ou [11].

Remarques :

. 11 faut noter le rdle dissymétrique des tableaux X1 et Y. On
remarque aussi que X1 n'est présent que par 1'intermédiaire de son opérateur

wlo.
. L'ACPVI ainsi définie peut étre considérée comme une ACP sous
contraintes linéaires ([13], [4], [11], [8]).

. RAQ définit 1'ACPVI comme la recherche de variables non
corrélées (combinaisons linéaires de celles définissant Y) prédisant au
mieux un ensemble de références. On peut montrer [1] que notre défintion
est plus générale.

Corollaire 1.2.1

]
Rechercher 1a pseudo-métrique Q = Mr Mr’ ou Mr (gxr) est de
rang r, minimisant (1) revient & résoudre le probléme suivant :
Rechercher Mr (gxr) de rang r maximisant

RV(W,D, Y M. M_ YD)

et 1'on a avec les notations du théoréme 1.2

1) ]
Max RV (NID , Y Mr Mr YD) =

(voir [6])
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Corollaire 1.2.2
a) Si Syy est inversible et si 1'on pose Q* = S?% SyxQ SXYS;¢ avec

SXY = XID Y = SYX et SYY = YDY,ona:

! 2 2 ! 2 2
WD - ¥ @* ¥ of (% = [[Wpo11% - [1Y Q" ¥ 0| (% = | |WD|[-||Pw 0P, |2

[uppl1%(1 - RAWD, ¥ Q¥ Y D)) (2)

avec PY =Y'(YD YI)'1 YD projecteur D-orthogonal

sur Fy = In(Y) C F

b) Pour toute pseudo-métrique G(pxp) on a :

- 2 2 ' 2
[[W)0 = Y'Y D|® = [[WD - PyH;D Py[]S + [[PyMD Py - Y QYO

c) Si Lr est la matrice des r premiers axes principaux du triplet

* - »*
(Y, @*, D) alors Mr =Q Lr'

La démonstration de a) se trouve dans [11], la partie b) a été

démontrée dans [1], c) se prouve par simple substitution dans 1'équation aux
valeurs propres donnant les axes principaux (voir aussi [1]).

Remarques :

. A la suite du point c) la métrique Q™ est dite métrique

d'ACPVI.

. Dans [11] on peut trouver le lien entre 1'ACPVI et des

méthodes traditionnelles de 1'Analyse des Données : 1'analyse des covariances
partielles de LEBART, 1'analyse des redondances de WOLLENBERG, 1'analyse
canonique, 1'analyse des correspondances, 1'analyse des correspondances non
symétrique de LAURO, 1'analyse discriminante.
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2~ LES DIFFERENTES GENERALISATIONS POSSIBLES

Ce paragraphe va nous permettre de donner cinq généralisations
possibles & T'ACPVI (notées ACPVI 1 a 5) déduites naturellement de la
définition de 1'ACPVI. Nous verrons également que sous certaines conditions
ces généralisations sont équivalentes. Le paragraphe suivant sera une
application des résultats énoncés dans cette partie.

2.1 - Introduction

soient K= ((X,Q,:0) 5 X (Pxn) . Qlpxpy)
X, est centré pour D ; Vk = 1,2,.., K} 3

une suite de K triplets statistiques centrés mesurés sur n mémes individus.
Y un tableau (pxn) mesuré sur les mémes individus que ceux de la suite j](.
On recherche la pseudo-métrique (pxp) de rang r < p, associée au triplet
(Y, Q, D) telle que ce dernier "résume" au mieux la suite.

Dans le paragraphe 1, nous avons vu que pour WD connu la pseudo-
métrique de rang r associée & X, solution du probléme de 1'ACPVI, était
celle :

]
. qui minimisait ||WD - Y QY 0|2
. qui maximisait RV(WD, Y QY D)
. qui maximisait RVZ(WD, Y Q Y D)

On se propose donc de généraliser 1'ACPVI sous 1'une des cing
formes suivantes :

trouver Q telle que :

K
I q |0 -vayYo|? soit minimum (ACPVIG-1)
ksl

K
. kzl q Rv(wkn, Y QYD) soit maximum (ACPYIG-2)
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K

ALz q WD -Y oy’ soit minimum (ACPVIG-3)
k=1
K‘ ' 2
z qk[tr(ka Y QY D)] soit maximum (ACPVIG-4)
k=1
K 1] 2
b qk[RV(ka, Y QY D)] soit maximum (ACPVIG-5)
k=1

avec ka 1'opérateur associé au triplet (Xk, Qk, D)

ol zqk s k=1, 2, ..., Kf est une suite de coefficients positifs pondérant
chaque triplet ; on pose
K
I q, =1
k=1 K
I1 est certain que ces cing généralisations ne sont pas les
seules envisageables, mais les calculs engendrés par celles-ci semblent plus
simples que pour d'autres.

2.2 - La premiére généralisation : 1'ACPVIG-1

On recherche donc Q minimisant

K . )
5(0) = = qlW0 - Y QYO
k=1
Posons Q = § q Sidsu. Q Se sl avec Sy =YDY
GEp %S Svk Qi Sy Syy Yy
et S, =YDX =Sy

Comme nous allons le vérifier cette premiére généralisation
implique des calculs assez pénibles que 1'on peut sauter dans une premiére
Tecture ainsi la proposition 2.2 est assez technique. Toutefois le résultat
important est donné par (iii) du Corollaire 2.2.
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On remarque :

I ¢
Q= £ q Q o8 Q’k‘ est Ta métrique d'ACPVI de Y/(X,, Qu» D)
k=1

Proposition 2.2

K K !
RECRIEA [0 = Py, D Py[|Z + I 0y 1P 0Py - ¥ qvo |2

Y S;% Y D : projecteur D-orthogonal sur

avec PY

Fo = In(Y) CF

Y
. K voee K e 2
1) B ay 1Py 0Py - YQDI1% ={ F aylPy0Py - ¥ T ¥ 011° )+

+ Y Qyo-v qvol?

K "~ K
iii) kzl a [IPyW,DPy - ¥ QY D][2 =(k):1 9 [1PyW, DPYHZ)-

- 1Y Qv ool}?

Démonstration
i) évident car | WD - ¥'Q ¥ |12 = [[WD - P, OPy[|% +
- 2
+ [[PW 0Py, - Y QY D]

d'aprés le corollaire 1.2.2. b.

s ' 2 (P 2
i1) [|PyW,DPy - Y QY D||® = [|PyW, DPy-Y QYD+

HY Tvo-v Qvoj2+2aq
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avec a, =Te((PHD Py - Y QYD) (YTYD-Y QYD) =
= tr(P M0 P, ¥ TY D) - tr(PH, D P, Y QYD) -
-tr((Y QYD) +tr(¥'GYDY QYD)

En substituant a'par sa valeur on obtient, compte tenu de ce que
K

Y'Q YD =PM DP etdonc ¥ GYD= £ q Py, W 0P
k=l
Vo K [
PO Py Y TV D) = T gy w40 R0 Py) = tr(hD Y T Y D) (3)

Vo [ K K
Cte((Y QY 08y =1y Qv of)? - I aa trRD Py DY) (4)

t 1
On note aussi que, comme PY Y =Y, YD PY =Y D, comme on le
vérifie aisément que

tr(Py W, D Py Y QYD) =tr(W DY QYD), dod

ctr(r A¥DY QYD) =
2

n o™mx

q, tr(W, DY QYD) (5)
1

Toutes ces égalités substituées dans a, permettent de montrer
que
K
z

5 lqk 3 = 0 ce qui établit (ii)

144) [1Py W D P =¥ Ty 0[(Z= [Py W DRI+

s Tvol?-2tr(pyu 0P, ¥ TYD)
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K ‘ .
Considérons I q(][Y QY o||? -2 tr(Py W D P, Y TYD)) (6)
k=1

K Vo
d'aprés (3) on a :kzl qk‘tr(PY wk D PY Y QYD)

K K v
= ¢£ I q,q, tr(W, DP, W, DP,)
ke ooy kg FTCE Ty R B Ry
d : Y qvo)? : 1 (W, D - D Py)
‘aprés (4) ona I q Y QYD||"= £ £ q,q, tr
oq Tk B S S o B
K e 2 - 2
d'od en substituant : (6) = - I q I1Y QY DJI®=-lly QYDO}|
' ' k=1

ce qui établit (i{i).

Corollaire 2.2

K [ [ [ .
(USW)=(31%|ww-v QYDH%+|H qvo-v avol?

K .
(ii) £ q [|W,D-Y
o1 e T

o

K
) 2 b
v 0)|? =(k§1 a | 011 ) Y T vo|i?

- K '
(15) Min S(@ = s@ = T a 11o - ¥ Tyo)®

2
~ K 2 K- |]W,Dl|

et de plus S(Q) = = a IINkDil 1-12% q
k=1 L | ka !

RV(W,D,"Y T Y D)
=1 :
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Démonstration

(1) [0 - Q¥ o[[%= D=y Tyo[ 2« (1Y Tyo-vovo?

+2tr((D-Y TYD)Y RYD)

avec R = 6 -Q
K

or tr(Y TYDY RYD)= T q tr(WDY RYD) (7)
k=1
K e . K '
dot I q tr(Y TYDY RYD)= I q tr(DY RYD)
k=1 k=1

ce qui démontre le point (i)

(1) [0 - ¥ Ty o[ 2= w01+ 11y Tyoj?-2trudy Ty D)

en utilisant (3) et (4) on vérifie que

K U~ K L)
I q tr(WDY QYD) estégala t q |[¥ QYOI
k=1 k=1

ce qui démontre (ii).

s$(Q)

(i11) la premiére partie découle de (i). Pour la deuxiéme :

]

K K 2 Vo 2
I q WU Y T von® =z q (Hwpll® - 11y Ty ol®) -

2
( £ q, tr(kW, D Y qy D))
2=1

K
2
I q ||WD[["\1 - = =
kel &K WD Y Ty 0|}®

K [1W,Df | tr(W,0 v Ty o) ]2
q
1 TWOIT 1111 1Y Y ol

: 1w 012
= I q W 1-
oy 9 T
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Remarques :

. Les points (i) et (ii) du corollaire 2.2 montrent que
1'opérateur Y' QY D verifie des propriétés analogues & celles que 1'on
obtient pour le moment d'ordre deux d'une suite de nombres : minimal quand
i1 est calculé au point moyen et &gal a l1a variance.

. Le point trois du corollaire montre que minimiser S(Q) n'est
en général pas équivalent & maximiser

K '
£ q RV(WD,Y QYD)
k=1 k k
Toutefois on remarque que si llkaII =C, Vk, il y a équivalence.

. D'aprés (iii) de la proposition 2.2 on a

K 2 b2
kgl A ilpy wk D Pyl‘ > |{Y QY D[]

Ce qui veut dire que la moyenne des carrés des normes des
opérateurs projetés est supérieure au carré de la norme de 1'opérateur
LI
“compromis" Y Q Y D.
. Si K=1 on retrouve 1'ACPVI.
. Sip =1 VK, ke1,2,...,K. Posons alors X, = X<, Q = 1

K K
Q= -1 -1 _ -1 'k ok RS |
Q= I % Svv Svk Uiy Syy = Syy YD (kfl q X X )D Y Syy
$i on pose
apxd
. 2 K
Ja,X ' 'k ok
X = 2 alors X X = I X "X
X . B 19 I LY I
k
X

Donc q est égal au Q" trouvé par 1'ACPVI de V/(Xpy, Idy, D)
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. Dans ce méme cas particulier, on peut montrer que

'N
V(Y T YD, UD) =a. R,
ou RE y = carré du coefficient de corrélation multiple entre Xk et Y.
a = une constante dépendant des Xk ; k=1,..., K et de
. 1
Y.(a=1 si p=1 et Q = ———)
k Var(X")

IT est donc clair que cette premiére généralisation de 1'ACPVI
est équivalente & effectuer 1'ACP du triplet suivant : (Y, q, D).

2.3 - Deuxiéme généralisation : ACPVIG-2

Ici la généralisation nous est dictée par 2 impératifs : pouvoir
de maniére analogue & 1'ACPVI rechercher une suite de pseudo-métrique Qr de
rang croissant et montrer par une autre démarche que celle du corollaire 2,2
(1i1) que 1'é&quation (2) du corollaire 1.2.2 ne se généralise pas aussi
simplement.

On recherche donc Qr maximisant :

K

(@ = T ay RVOHD, Y Q. YD) o2 Q. : (pxp) de rang r < p

Proposition 2.3 : ACPVIG-2 d'ordre r

—' -
i) La pseudo-métrique 6r = Mr M. avec M (pxr) et rg(Qr) = rg(ﬁr) =r,
maximisant Rr(Q) est solution du systéme aux valeurs propres (II)
suivant

K
(kfl o Syg O SkY) Mo = Syy My A,
(11)

M. Syy M A

r = %
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qk )
avec s Sy, =YD Xg 5 A= diag(Ays Apy «ees A

a, = —— )
Yk r
kw0l
ou Ar est la matrice diagonale des r premiéres valeurs propres,
supposées distinctes, rangées en ordre décroissant.

r
i1) de plus  Max(R_(Q)) = J I 2

2
k=1 K

La démonstration de cette proposition, analogue & celle du
théoréme 1.2 sera laissée au soin du lecteur.

Corollaire 2.3.1
Le point c¢) du corollaire 1.2.2 montre que 1'ACPVIG-2 est
équivalente & effectuer 1'ACP du triplet (Y, §, D) avec

K -1 -1
Q= 2k Sy v % Sy Sy

De plus ﬂr =0 L. ol L_est lamatrice des r premiers axes
principaux du triplet (Y, @, D).

Remarque :
. On sait que V(A,B) € D(F) x D(F) ; 0 ¢ RV(A,B) ¢ 1

donc ¥Q, Vrgsp; O« Rr(Q) <1

donc d'aprés ii) on en déduit : Vk ; ks r ; Ak <

R [

Corollaire 2.3.2

Pour ﬁr vérifiant le systéme (II) on a
[P
(i) {|Y ™ M.

: 15 IK 15
YD- I a WD||S=1]Z% o WD||®-

K 1 ﬁ -l 2
- kilqk RV(W,D, Y F_F_ YD)
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K i ] I
. K . k£1 a, RV(W,D, Y M # YD)
(ii) RV 51 a WD, Y MRYD )= [ K

k§1 zfl 9, RV(W,D, WD)

Démonstration :

. l_ .I K 2 I_ _l 2 K 2
() 1AM YD - T aMl[®= (YA Y O[I%+ [ T a¥Dll®-
k=1 k=1
K C )
-2 tr kzl o Y Mr Mr YD WkD

K o K iy _
or tr((il oy Y Mr Mr‘ YD WkD)= kil oy tr‘(h’r sYk Qk SkY Mr) =

_l - 2 L - _l 2
= tr(f, Sy BoA) = tr(al) = [[Y R_F_Y D[] (8)

P K 2 K 2 o2
donc ||Y M ROYD - I akwkoll =] § akaD|| -1y MM YD||® =
k=1 k=1
K

K 2
2 LI, -l
=[] Z o WDI[® - { I q RV(WD, Y M M YD)
k=1 € Kk k=1 K k rr

K . .
K . tr ( L o MDY ﬁr ﬂr Y u)
. PR _ k=1
(1) Rv(kzl akka, Y Mr Mr YD) =

‘/tr <(k§1 akwko) 2) tr((Ylﬁrﬂ;YD)Z;

or d'aprés (8) on peut écrire

K LI
RV (kil akka, Y Mer YD) =
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En effectuant les calculs pour le numérateur et le dénominateur,
et en remplagant oy par sa valeur, on trouve le résultat annoncé.

C.Q.F.D

Remarques :

. La relation (i) de la proposition 2.3 montre que Ta recherche
de Q maximisant Rr(Q) est équivalente & la recherche de Q minimisant une
combinaison linéaire particuliére des opérateurs ka (chaque NkD est pondéré
par ak). Cette remarque justifie la troisiéme généralisation de 1'ACPVI
(o0 chaque ka est pondéré par qk).

. Le point (ii) du corollaire 2.3.2 est le seul cas connu ol
1'on peut décomposer un RV, entre un opérateur et une combinaison linéaire
d'opérateurs, comme fonction des RV entre opérateurs initiaux.

. Si K =1, on retrouve 1'ACPVI.
. Sip =1, Vk ke1,2,..., K. Posons alors X, = XK, q = 1

Gl'xl

2
- vy, X s 1 1 1
X[K] = 2: et Q[K] = diag (;2-, ?, ceey ;—2-)
. 1 °2 K
K
QX
K ou si = var(Xk)

alors 1'ACPVIG-2 d'ordre r est équivalente & 1'ACPVI d'ordre r de
Y/ (X[K], QDQ’ D).
. La comparaison de (i) du corollaire 2.3.2 et (iii) du

corollaire 2.2 montre que si llka|| =C Vk, k=1, ..., K, Ta minimisation
de S(Q) est équivalente & la maximisation de Rr(Q) pour rg(ﬁ) = rg(ﬁr) =r
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Cas ou Qk : Idk s k=1,2, ..., K

Dans ce paragraphe on notera

X.ik = iéme variable du kiéme tableau
T s
C; = (M), = i'°™ composante principale
= Mj Y
C°V(xik’ cj) = Xik DY Mj
Py
Z_B.YDX X DY M, =M, Sy, S B
donc iki C°V(Xik’ Cjﬂ = Mj k "k J J JYk kY )
ko Pk 2 _ 2
d'ol I I o [cov(xi , Cj)] = Aj (d'aprés (i) de la proposition 2.3)
k=1 i =1 k

k

Ce qui nous permet d'énoncer la proposition suivante

Proposition 2.4

La recherche de Zj, combinaison linéaire des variables définis-
sant Y vérifiant les conditions suivantes

K Pk

z L ooy [cov(xi s L) 2 maximum (9)
k=1 1,=1 kK 9

2,0 Z, = &) (symole de KRONECKER)

: ]
et Skk = Xk D Xk

est équivalente 3 la résolution du §ystéme (II). De plus, au maximum,

< 2 o1 .
(9) est &gal & Aj et Zj = ¢§T'Mj Y (si Aj #£0).
J
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Remarques :

.$1Q, 3 ke, 2, ..., K sont quelconques (9) devient (9)'

k Pm Pm a Q (i,, 1,) cov(X Z.) cov(X Z
I L ¢ % Ym Ve g i i’

m=1 ik=1 12=1

3

. Si k=1 alors (9) nous fournit bien la définition de 1'ACPVI
donnée par RAO.

2.4. Troisiéme généralisation : ACPVIG-3

Recherche de Q@ minimisant

. K
D@ = [IYQ YD~ T g WDl |2

Proposition 2.5 : ACPVIG-3 d'ordre r

La pseudo-métrique ar = Mr ﬁr avec Mr(qxr) et

rg(ar) = rg(ﬁr) = r, minimisant Dr(Q) est solution du systéme (III)
suivant :

K ~ ~
(k§1 G Syk U Sky ) M = Syy Mp A,
(111) =

Me Syy Mp = A,

avec Sy =¥ D X, =S,y A, = diag(Ay, Apy vees AL)

ol Ar est la matrice diagonale des r premiéres valeurs propres,
supposées distinctes, rangées en ordre décroissant.

La démonstration devient évidente en substituant dans le
systéme (I) du Théoréme 1.2 NID par
K

L q, WD
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Corollaire 2.5.1

I1 est donc clair que 1'ACPVIG-3 d'ordre r est équivalente &
effectuer 1'ACP de (Y, T, D) et M_= T L_oa L_ est la matrice des r
premiers axes principaux. Donc 1'ACPVIG-1 est équivalente & 1°'ACPVIG-3
d'ordre r pour r = rg(a).

Remarques :

. I1 faut noter que 1'unique différence entre les systémes (II)
et (I11) provient des coefficients O et Q- Donc si Yk, k=1,2,..., K
IINkDII = 1, la minimisation de D_(Q) est équivalente & Ta maximisation
de R (Q)-

. Au minimum de Dr(Q) on a:
~ K 2 ( 2 K i~ At
Dr(Qr) = llk§1 qkka|| 1-RY kzl qkka, Y Mr Mr Y D))

par simple application de (2). Toutefois le RV ne se décompose selon une
relation analogue & la relation (ii) du corollaire 2.3, que si
IlkaII =1 ;3 Y =1,2,..., K

La propriété suivante montre les liens entre les généralisations
2 et 3.

Corollaire 2.5.2

' K K
0.(0) = 1Y aw - T o 0112 - 2 R (Q) x (kil q (11D} - 1) x

\ K K
x RV(Y QYD, wko)) + jzl kzlqjqk(||wjn||-1)(||wko||.3) RV(W,D, W,D)
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Démonstration
' K 2 K 2
Dr(Q) = |[|Y QYD - £ akka|i + ]|z (ak-qk) kaII - 2a (10)
. k=1 k=1
K ' K K
avec a = I (o,-q, ) tr(Y QYD WD)+ £ I oq. tr(W D W.D) ~
o1 kK K 5o1 ko1 K k” 3
K K
- £ I a a, tr(W.D W.D)
jel k=1 K 3 k™ 7

En développant dans (10) le deuxiéme terme et en substituant la
valeur de a, on obtient le résultat annoncé.

Remarques :

. Les équivalences entre les trois premiéres généralisations
peuvent se résumer par le dessin suivant :

naximiser (a) : ||ka|| =~F H k=1,2,.;., K
RA(Q) et rg(Q) = r = rg(@,)
e ' (b) : ||W,D}] =1 ; k=1,2,..., K
mxn;Taier si (b) k
(c) : [IWDI[ =C 3 kel,2,..., K
si (c) “minimiser - ~
D.(Q) et rg(Q) = r = rg(Q)

. On peut &galement &noncer une proposition ané]ogue é la
proposition 2.4 de la troisiéme généralisation. Dans son énoncé il suffit
de remplacer @, par q.
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2.5 - Quatriéme généralisation : ACPVIG-3

K
On recherche Q = I 2, Q) maximisant :
k=1

K
- ! 2
c@ = I g [tr(ka Yo v D]

Remarque :

. Pour ne pas étre géné dans les calculs par les coefficients qi
dans la suite des calculs, on conviendra de les intégrer dans chaque
métrique Qk’ qui deviendra /6; Qk'

Proposition 2.6

i) Les coefficients (lk ; k=1,2,..., K) de la pseudo-métrique Q
maximisant C(Q) sont donnés par les K composantes du vecteur propre
normé 2 1'unité, associé a la plus grande valeur propre, obtenue par
diagonalisation de la matrice symétrique (.

avec C- (Cij) i,J =1,2,..., K

et ‘7ij = tr(H;D Py WD Py).
ii) Au maximum on a :
Max C(Q) = A% avec xl plus grande valeur propre de

1
Max || Q¥D[|? = A,




Démonstration

K
i)siQ= I 2 Qk
k=1

. K ‘
tr(WD Y QYD) = T &, tr(WDY Q; Y D)

k=1
. » K K
d'od [tr(ka Yoy oﬂ I L %y 25 tr(HD Py WD Py) x
i=1 j=1
x tr(wj D Py W, D Py)
K . 2 K X .
donc I [tr(ka Y QY o)] LT L ( 47 )ij = * 2 s
k=1 i=1 j=1

'
avec L = (Ql, Los <o 1K)

, I1 est clair que maximiser 2' 672 2 n'a de sens que par exemple
si £ 2 =1 donc d'aprés le théoréme de COURANT-FISHER (012, [4], [11]) 1e
max1mum de C(Q) sera obtenu par 2 = (21, Los vens lk) vecteur propre normé
de C’ associé @ la plus grande valeur propre de 622, donc de C .

ii) Premiére égalité évidente. La deuxiéme correspond au calcul
suivant :

K '
-E 25 2y tr(W;DPy W, DPy) = & C s

' 2 X
[y Qw||® = =
=] j=1

1

et on conclut par le méme argument que 1i).

I1 faut remarquer que la symétr'ie. de  est évidente. De plus
puisque C? = tr(w D PY W. D PY) > 0, d'aprés le théoréme de PERRON-FROBENIUS
il en decouIe que 1es composantes du premier vecteur propre de (7 sont toutes
de méme signe, on peut alors les choisir positives, et Q est une pseudo-

métrique.
C.Q.F.D.
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Remarques :

. I1 est évident que effectuer 1'ACPVIG-4 est équivalent &
effectuer 1'ACP du triplet (Y, Q%, D) avec

K
* *
=AYy
k=1
. Le point (ii) de la proposition précédente montre que la
pseudo-métrique Q maximisant C(Q) est aussi parmi les combinaisons linéaires
des métriques Q: celle de norme maximale.

. Cette méthode n'est rien d'autre que la méthode STATIS
(voir [6]) appliquée & 1a suite K = (X, Q:, D) ; k=1,2,...,K} déduite
de K par ACPVI.

. Dans le cas ol Py = 1; k=1,2,..., K. S1 1'on pose
Q[K] = diag(zl, 22, vees zk) alors 1'ACPVIG-4 est analogue & 1'ACPVI de
Y/(X[K], Q[KJ, D). On note que Q[k] correspond & la métrique diagonale
1

associée 3 1'opérateur de norme maximale.

. Comme 1'on a intégré les Q dans chaque métrique, en fait

cij = /——’qiqj tr(W;0 Py Wy D Py).

2.6 - Cinquiéme proposition : ACPVIG-5

K
Recherche de Q = % zk Q: maximisant
~ k=1

2 K 2 '
RQ) = I ay REWD, Y'Y D)
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Proposition 2.7

i) Les coefficients {£, 3 k=1,2,...,K} de Q maximisant RZ(Q)
sont donnés par les K composantes du vecteur propre normé 3@ 1‘unité,
associé @ la plus grande valeur propre, obtenue par diagonalisation
de 1a matrice B C

A

avec B = diag ( ) 3 k=1,2,..., K
w112

i1) au maximum on a : Max RZ(Q) =)

avec Al plus grande valeur propre de B c.

La démonstration de cette proposition, analogue 3 celle de la
proposition 2.6, sera laissée au soin du lecteur.
Remarques :

. Si ||ka[l = /g alors B = I, donc maximiser RZ(Q) est

équivalent & maximiser C(Q)
. On obtient le méme résultat si Vk, q, = et [[WD| =C

. Il est clair que O < Al <1

3 - APPLICATIONS DE CES GENERALISATIONS AUX VARIABLES QUALITATIVES

3.1 - Soient Ups Ups «ens Uys K variables qualitatives respectivement & Il’

Iz, cers IK modalités, dont les matrices des variables indicatrices mesurées
s e . 1

sur n individus sont Ul(len), Uz(lzxn), cees UK(IKxn). Soit D = 7 In la

métrique des poids.
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Y

Soit u, une (K+1)iéme variable qualitative & Io modalités
mesurée sur les mémes individus dont Ta matrice associée est Uo(loxn).
Soit Y une matrice de p variables quantitatives centrées mesurées sur les
mémes individus.

On posera

Yy K

LU= de dimensions (( b Ik) X n)
0 k=1
K

]
. Dk = Uk D Uk
K, o=, 0, 0) 5 kel,2,....K
. M k’ k 3 ’ 359 k]

T < ;s . -1
Pk = Uk Dk Uk D, opérateur associé au triplet (Uk, Dk , D)

Proposition
Les trois conditions suivantes sont équivalentes :

K
. . . 1 L} 1
1) maximiser : X kil /Ik' RV(Pk, U0 Mr Mr UOD)

K
. ol o ! 2
2) minimiser : l'K kil P = U M. M. Uy D| ]

3) Mr est &gal a la juxtaposition des r premiers axes principaux
fournis par 1'analyse des correspondances du sous tableau de BURT 73,
avec B=UODU.

Démonstration immédiate d'aprés les systémes (II) et (III).
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Remarques :

. Pour 1) on note que q, &tant égal a %-/T;?, on n'a pas la
condition kzl q = 1, ce qui n'influe pas sur 1a suite des calculs.

. La démonstration repose sur le fait que 1'analyse des
correspondances du sous tableau de BURT est 1'ACP du triplet

('% D(-)l BQ-I: K Dos Q) avec

O
18

K

(vérification immédiate en calculant les opérateurs VQ et WD associés au
triplet)

. Dans la proposition les tableaux Uk ; k=0,1,..., K n'ont pas
été centrés.

. G. SAPORTA, dans un article récent [12] & 1'aide de
pondération de projecteurs généralise la pratique des opérateurs dans un but
descriptif puis dans le cas prévisionnel arrive & une impasse. I1 semble
évident ici que 1a raison de son échec vient de 1'utilisation systématique
de 1'opérateur de projection. En effet nous venons de voir que ce probléme
posé en termes de recherche de métriques admet un certain nombre de solutions.

3.2 - ACPVIG de Y par rapport & K

Proposition

Effectuer 1'ACPVIG d'ordre r de Y par rapport & l](M c'est
]
rechercher la pseéudo-métrique Qr = Mr Mr de rang r vérifiant 1'une
des trois conditions équivalentes suivantes :

/1_k' RV(P,, Y M M_YD)

K
1) maximiser : £
k=1
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K
e L 2
2) minimiser : || I P = Y M MY D{|

1

3) effectuer 1'ACP du triplet (ugs by -ovs )s )

[ '
avec u = ¥ D U D Lo vy

k
0y
.- 0 0
0 DK
et en posant M_ = (/XI} Ly Ko Loy ons /T;Lr)

od L, = k'™ facteur de 1'ACP.

Ce plus la représentation des individus dans les deux ACPVIG est

identique au coefficient JT; prés & celle fournie par 1'ACP.

Remarque :

Une telle ACPVIG est équivalente & une analyse de variance
multivariée & plusieurs facteurs sans interactions.

CONCLUSION

Cet article bien que trés formel nous a permis de montrer que
des généralisations de 1'ACPVI pouvaient étre envisagées. De telles générali-
sations sont possibles en utilisant deux outils fondamentaux : les métriques
et les opérateurs. Loin d'apporter que des réponses il est c¢lair toutefois
que notre effort a venir doit envisager 1a notion d'interaction, utile pour
1'analyse des correspondances multiples.
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