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Résumé : La distribution de Diricklet et la structure statistique associée 

sont définies sur le simplexe unité de l'espace vectoriel fr (M ^ 2). 

Elles font intervenir M scalaires a. réels positifs. Dans cette étude on 

examine les tests statistiques d'hypothèses (unilatéraux et bilatéraux) 

sur l'un d'entre eux3 les autres étant connus, ou fantômes (paramètres 

importuns). 

On examine aussi le cas où le paramétrage est le suivant : 
M M 

A = Z a., 9 . - a./A i = 1S...,M, l 8 • = i. 

Les problèmes distributionnels que l'on rencontre ne sont pas résolus 

de manière exacte. Les développements se terminent par des questions 

d'ajustement classiques, au vu des premiers moments (d'ordre 1 et 2 

pour les tests conditionnels) et du champ de variation de chaque statis­

tique scalaire considérée. 

Abstract : Dirichlet's distribution and its associated statistical 

family are defined on unit simplex of the euclidian space Fr (M â 2). 

They dépend on M positive scalar parameters a*. We examine statistical 

tests (one and two sided) about one particular a., the others being 

known or not (nuisance parameters). We study equally another parametri-

zation 



.46 . 

M M 
A= £ a., *.=aJk i = l,...,M, l 0 . = I 

2 i i i ^ t 

Distributionnal problems are not exactly solved. So we end tests ' déter­
mination vith classical adjustment practices, knowing the first moments 
(order 1 and 2 for conditionnai tests) and the statistic's fields. 

Mots clés : distribution de Dirichlet, structure statistique exponen­

tielle, tests d'hypothèse, paramètres fantômes, tests conditionnels, 

tests semblables. 

Indices de classification : STMA : 05-020 ; 03-070; 02-140. 

INTRODUCTION 

La structure de Dirichlet est associée à la distribution de Dirichlet 

définie sur le simplexe unité de tout espace vectoriel R (M > 2) ; 

elle est paramétrée par un vecteur a de R* , à savoir M scalaires de R*. 

On imagine donc aisément que les tests d'hypothèse sur un paramètre 

donné (mettons a,) peuvent avoir lieu en présence de paramètres fantômes. 

Nous examinons ci-après quelques-uns de ces tests, le travail se déroule 

en trois temps : 

- utilisation des propriétés de la distribution de Dirichlet pour 

réduire le nombre de paramètres ; 

- tests sans paramètres fantômes ; 

- en cas de paramètres fantômes, présentation d'une méthode approchée 

applicable aux paramètres naturels des distributions de structures 

exponentielles d'ordre 2, (résolution approchée du problème de 

Lehmann-Scheffe). 

Tout au long de cette présentation nous rencontrerons des problèmes 

distributionnels, problêmes de nature Analytique qui sont permanents en 

Statistique. Ils sont ici résolus de manière approchée et classique en 

recherchant des ajustements des lois connaissant leurs premiers moments, 

et le domaine correspondant. 
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M M 

Sur le plan des notations les sommations z et produits n sont 

effectués sur l'ensemble des indices i = 1,.?7, M, sauf mention 

contraire explicite (par exemple i* c'est-à-dire sur j e3 )• 

En III.1.1 il y a aussi les sommations 2, effectuées sur les statis-
p=l 

tiques échantillons d'indice p compris entre 1 et P. 

Les applications r(.), ̂ (.), **"(.) sont les fonctions d'EULER 

habituelles. 

I - LA STRUCTURE STATISTIQUE DE DIRICHLET 

1.1 - La densité de Dirichlet 

Pour tout M supérieur ou égal à 2, on note S, le simplexe unité de 
M 

l'espace vectoriel R » y un point du simplexe de coordonnées y^ i = 1,...,M, 

a un point de R* de coordonnées an- i = 1,...,M. 

On appelle distribution de Dirichlet la distribution définie sur 

Sj, â l'aide de la densité qui pour tout y de S^ et a de R* a pour valeur : 

oM(y;a) F H — " yk
K 

r(M) n r(a.) l 

1 n 

(densité par rapport â la mesure uniforme de Lebesgue sur l'hyperplan qui 
supporte le simplexe unité). Si l'on distingue un indice j particulier, 
la densité par rapport â l'élément n-j/ï dy. a pour valeur : 

-. r ( z a . ) M a . - l 

^ 0 - „ 3- nyk
k 

n r^) 
avec y-. = 1- z y,. J #3 J 
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C'est bien une densité, comme T a montré Lejeune-Dirichlet en 1839 ; 

Wilks l'a baptisée du nom de Dirichlet dans les années 60, [20], mais on la 

rencontre dans la littérature depuis des temps plus anciens sans nom 

particulier ; Good [9] et Johnson [11] ont relevé sa présence â plusieurs 

reprises» dans des listes respectives de publications d'ailleurs dis­

jointes. Elle est bien connue dans le contexte bayésien puisqu'elle est 

"conjuguée" par rapport à la distribution multinomiale [2,5]. On note 

DM(a) la distribution de Dirichlet définie par la densité dM(a), (pour 

mettons 3=M)> paramétrée par le vecteur a de coordonnées positives. Le 

cas M=2 est celui de la distribution Bêta classique sur [0,1]. 

Le paramétrage peut être mis sous une forme différente. Si on pose 
M 

A la somme z a., et pour tout i=l,...,M, e. = a-/A, la distribution est 
° M 

paramétrée par un point e.A du produit cartésien du simplexe ouvert S, 

et de R*» (on note DM(A,8) la distribution ainsi paramétrée). C'est un 

paramétrage analogue à celui de la distribution de Fisher-Von-Mises [8] 

avec un paramètre e de direction et un paramètre A de concentration [15]. 

La pratique des tests statistiques sur un paramètre a.., A ou e^ est faci­

litée par les lemmes préliminaires suivants, dus aux propriétés de la 

distribution de Dirichlet. 

Lemme 1 

Pour tout M supérieur à 2, et tout L compris entre 2 et 

M-l , soit Q, Q2 i--- iQi une partit ion de l'ensemble d , . . . , M } . A tout 

point y de S? on f a i t correspondre le point z de S, de coordonnées 

, Q 2 , . . . ,Q, une partit ion de l'ensemble ( 1 , . . . ,N 

S? on f a i t correspondre le point z de S1 de coor 
z l = I y j j € Q-j 1 = 1 , . . . , L . Si le point y suit sur Sĵ  la d is t r i ­

bution DM(a), le point z suit sur S, la distribution DL(b), avec b 

le point de R* de coordonnées bn = z a . . 
+ Ql 

Démonstration dans Wilks [20]. 

Lemme 2 

Pour tout M supérieur à 2 et tout J compris entre 2 et M-l, soit 
J* M 
"3 un sous-ensemble de J indices de {!,...,M}. A tout point y de S, 

j * 
on fait correspondre le point t de S, qui a pour coordonnées 

yj - " 
ti = * , J € J. 
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Si le point y suit DM(a), le point t suit Dj(c), avec c le point de 
R*J de coordonnées c. = a. j e j . 

Démonstratign 

a) Pour tout s > 0 et y c Sp soit x le point de R* qui pour tout 
i = 1,...,M a pour coordonnées x4 = s y_.. 
Avec toute distribution D„(a) sur S-!, on introduit la distribution gamma 
Y(la.,l), quand y suit DM(a) et s suit Y(£a.,l), y et s indépendants, 
on vérifie que x suit dans IT la distribution produit des M distributions 
gamma y(a1->l) puisque 

D ( x l xn* _ .M-l 
D(yi y n - r s ) " 

6 t r ( Z a i > M V 1 s" 1 " 1 ^ 5 

ny„K
 M

 e d y ^ . d y ^ d* • 
n r(a.) r<s ai> 

M x^i"1 "X1 

b) % étant un sous-ensemble de J indices de {1,...,M},2 < ô < M-l» 
on considère la distribution marginale en x., j e S dans R » sa densité 

a pour valeur 

Y-1 
a 4-1 - x , 

e x4
J e ^ 

Il en résulte que le point t du simplexe S. de coordonnées 
x • y • 

t . s ---J— = T-4T suit la distribution de Dirichlet D-,(c) avec c J \*k Wk h
 J 

le point de coordonnées c. = a. j 6¾ [10, 15, 20]. 
J «J 

ti 
Remarque : on peut démontrer le lemme 1 de cette façon. 
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Conséquence : 

Ces deux lemmes permettent de diminuer le nombre des paramètres 
d'une distribution de Dirichlet. Le lemme 2 permet de supprimer K para­
mètres (1 < K ̂  M-2), le lemme 1 de ramener leur nombre à 2» ils peuvent 
être combinés de plusieurs façons selon le cas. 

Ï.2 - Structure et forme canonique 

On constate immédiatement que la structure associée aux distri­
butions de Dirichlet (sj, *&(sÇ), (DM(a), a e 1R*

M}) est exponentielle 
complète [2,3]. Pour plus de commodité on peut la mettre sous sa forme 
canonique. On utilise pour cela le changement de variable C qui à tout 
j • 1,...,14 fait correspondre le point x de coordonnées x^ = -log(yj) ; 
les x* sont les statistiques canoniques de la distribution associées aux 
paramètres naturels a,. L'image par L de Sx est une variété VM de R+, 
l'image de DM(a) est la distribution ̂ ( ^ ; 1 ) définie sur VM dont la 
densité pa*- rapport à la mesure uniforme "de surface" sur VM a pour valeur 
[15 j: 

d 5 U ; 1 ) - r ™ e" " Vi ("z e"' Tk) 1/2 
TvZ M 

M r r(a.) 
Pour tout j = 1 M et z.. e t tel que Re(Zj) > -ajf on sait que la 
transformée de Laplace de cette distribution a pour valeur 

A M r(a.+z4) «/in 
< « - ? ~ w x —HP- [2*151-

1 1 r(A+ z Zj) 

par prolongement analytique c ' e s t une fonction méromorphe définie sur 
CM avec pour pôles simples les points d'affixes respectifs 
Z,* s - a . - n s n e IN , j = 1 . . . . .M, donc dêrivable à l 'origine. 

J J 



.51. 

On utilise également les résultats suivants : 

Lemme 3 

Les ensembles : 

(̂  = {x € * * M : x. = u.+6., ô. > 0 i=l M, u e VM } 

CM s {T£ K + M : Ti = ui+ôi» ôi > ° i=l »...»M, u e V M) 

sont convexes; par conséquent toute droite passant par un point 
à distance finie de VM avec des coefficients directeurs positifs 
ou nuls, non tous nuls, n'a pas de point commun avec VM â distance 
finie. 

Démonstration dans [15]. 

Lemme 4 

La distribution^M(a;l) a pour espérance mathématique le point 
î(a) qui pour tout i=l,...,M a pour coordonnées ?..(a) = v(A)-v(a.), 
v(a) € Cjjjj.et pour variance-covariance la matrice Q(a) qui a pour 
éléments," pour tout i,j = 1 M : 

fi.jU) = «'(a,) 6i:j - »'(A) ; 

(y et Ï' fonctions eulëriennes, Y * r'/r). 

Démonstration dans [15]. 

• 

Quand la distribution D» est paramétrée par le paramètre naturel a, il 
est commode d'introduire le paramétrage de la valeur moyenne défini pour 
tout 1*1,...tM par 



.52. 

v< = E ( 0 • ̂ ,-(a) • T T - L°9 na si— » et aussi un paramétrage mixte 
1 n 1 9ai nM r(ak) 

avec des a^ et des u. [2]. 

L'utilité de ces nouveaux paramétrages est due à des propriétés des 

structures exponentielles. 

II - TESTS STATISTIQUES SUR LES PARAMETRES 

Nous envisageons des tests d'hypothèse sur chacun des paramètres 
a., e- ou A pris individuellement, selon que les autres sont connus ou 

* J 
non (fantômes). 

11.1 - Paramétrage en a 

On suppose que a1 est le paramètre d'intérêt. Quand les paramètres 
restants sont connus, on peut éventuellement se ramener à la distribution 

D2(
ai»A2^ en P ° s a n t A2 = l 2 a i ' ou toute autre distribution 

\ (aL, A£,...,Aj,...,A£ ) (Lemme 1). Quand il y a M-2 ou moins para­
mètres ak fantômes le lemme 2 nous permet de les supprimer, on peut 
ensuite se ramener si on le désire à une distribution D2(a'). Au contraire 
si tous les aj j=2,...,M sont fantômes il est avantageux de se ramener à 
la distribution D2(a1,A2) dans laquelle il n'y a plus qu'un seul paramètre 
inconnu. 

11.2 - Paramétrage en A, e. 

Ce paramétrage permet de tester des hypothèses soit sur le para­
mètre A, soit sur chacun des coefficients directeurs e ^ Nous supposerons 
en l'utilisant que tous les paramètres e^ sont simultanément connus ou 
fantômes. A l'aide du lemme 1 on se ramène â une distribution D2(A,eJ avec 
e^ • se^ i e{J ̂  o ù ^ est-un sous-ensemble non vide de {1,...,M}; de 
la sorte le paramètre vectoriel e n'intervient que par un scalaire unique. 
Nous envisageons le test sur A avec e (donc e^ ) connu ou non, et le test 
sur e1 (on prend iJ+ = {1}) avec A connu ou non. Dans toutes ces applica­
tions les distributions considérées ne contiennent qu'un paramètre fantôme 
au plus. 
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Pour commencer nous présentons les tests en présence de paramètres 

connus, (chapitre I I I ) ; dans ce cas le nombre des autres paramètres impor­

te peu en f a i t . En revanche les lemmes 1 et 2 sont mis à prof i t dans le 

cas contraire (chapitre IV). Nous supposons que l'on dispose d'un échan­

t i l lon de P points yp p = 1, . . . ,P du simplexe S ^ qui résultent de P 

tirages indépendants de la distribution D»(a) ; dans l'espace des sta­

tistiques exhaustives T - , le point x suit la loi < î^ (a ; l ) . 

I I I - TESTS SANS PARAMETRES FANTOMES 

III.1 - Tests sur a r 

1.1 - La vraisemblance de l'échantillon des points x p , p = 1,...,P 
est proportionnelle à la quantité 

( H ^ - ) P e"" Z ̂  ^ 
n r(a.) 

i p -n l p 

ou l'on pose j = 1 M, T", « i z xÇ = - - z Log y1:. 
J p o=l J p p=l J 

On note 3*M(a;P) la distribution définie sur CM du point x de coordonnées 

x. , i = 1 , . . . , M , (on a vu que CM est convexe). C'est une distribution de 

structure exponentielle canonique, son espérance mathématique est évidem­

ment égale à î ( a ) , et sa matrice de variance-covariance égale à n(a)/P. 

Lorsque les paramètres â  , j = 2 , . . . ,M sont connus, la statistique x. 

est exhaustive pour a , , la distribution marginale en x, est une d i s t r i ­

bution scalaire de structure exponentielle canonique. L'estimateur du 

maximum de vraisemblance de a, est la solution de l'équation 

^ ( A ^ ) - ^(âj) = xx 

M 
en posant A2 = z2 a. . 

Avec une probabilité égale à 1 cette équation admet une racine réel le posi­

tive unique â , . D'après l'expression de la densité sous la forme canonique 
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• P a l T l e 1 1 a(a) 6(^) il existe les tests UMP et UMPB classiques des dis­

tributions scalaires de structure exponentielle. Si Ton teste l'hypothè­

se a? contre al, al > a? , la région de rejet est de la forme : 

x, < xf. Pour tout i = 1,...,M et pour tout z_. e C dont la partie réelle 

est positive ou nulle, la transformée de Laplace delh.(a;P) a pour valeur 

M 
& , z n p r r(A) n r < a j + 2 j / P V 
^x (ïï ) ] = [ F - ^ M ] * 

n r ^ ) r(A+ z zk/P) 
M 

c'est une fonction méromorphe dans C avec pour seuls pôles simples les 
points z* = -a.P - nP, n e h , donc dérivable à l 'origine. La transformée 
de Laplace de la distribution marginale en x, a pour valeur 

i/ tZhS - r4*L r ( a i+VP )
1 P 

^ ("T)) " f tU j7 r(A+Zl/P) ] • 

Le calcul de l ' inverse, et de la densité de la loi de t^ paraît d i f f i ­
c i l e , en revanche par dérivation â l'origine on peut facilement calculer 
les cumulants de cette distribution. On a : 

moyenne Kj = y (A) - v f a ^ 

variance K2 = (^ ' (a j j - f " (A) ) /P 

cum. d'ordre 3 K3 = (v"(A) - v" {^))/92. 

1.2 - Pour la mise en Oeuvre des tests sur a ^ on peut alors substituer 
â la loi proprement dite une loi approchée ajustée sur les premiers moments 
(ou cumulants, [ 5 ] ) . Un tel ajustement n'est évidemment pas unique, pour 
le choisir on peut notamment tenir compte du domaine parcouru par la 
statistique dont on cherche la l o i . En l'occurence, compte tenu du 
domaine des valeurs prises par x \ , i l paraît judicieux de prendre 
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comme loi approchée la loi log-normale définie sur R , ou une loi dont 

la densité est complétée par les polynômes orthogonaux correspondants 

(Figure 1), [6 ] . Les polynômes associés â la loi log-normale ne sont 

pas classiques, les premiers d'entre eux peuvent être établis par la 

méthode des déterminants [ 4 ] , les polynômes de degré 3 et 4 sont calculés par 

exemple en [16]. L'ajustement d'une loi log-normale décalée sur les trois 

premiers moments peut être fa i te également avec la méthode de Wîcksell 

[13], mais alors on ne maîtrise plus de la même façon le domaine de la 

loi approchée. 

1.3 - On sait que pour tout a compris entre 0 et 1 i l existe des tests 

UMP de l'hypothèse a° contre a ï , aj > a° , (resp. aj < a ° ) , et un test 

UMPB de l'hypothèse ai contre a° , ai t a?, de niveau a. L'ajustement 

selon une loi approchée est un moyen d'obtenir des tests et des régions 

de rejet approchés. Quand on ut i l ise l'ajustement log-normal la détermi­

nation des régions critiques est immédiate à l 'aide des tables de la loi 

normale. 

I I I . 2 - Tests sur A. 

Tous les e. i = 1,. . . ,M étant connus, la vraisemblance de l'échan­

t i l lon des xP indépendants est proportionnelle à la quantité : 

-A Z 9.,- x̂  

w 
n r(Ae..) 

[ , ^ - e " i 0 j t V 

M 
La statistique I f l = Z e- x. est exhaustive pour A ; la distribution 

6 J J 

de i est une distribution scalaire de structure exponentielle canonique 

paramétrée par A. Si Ton teste T hypothèse A0 contre A , A > A0, la 

région critique est de la forme sQ < s*. 

Pour tout z e C tel que Re(z) > -A la transformée de Laplace de la 

distribution en i_ a pour valeur : 
9 



.56. 

M 
r(A) n ^ . ( A + z / p ) ) ^p 

W" r(A+z/p) J • 
n rfAe^) 

c'est une fonction méromorphe dërivable à l 'origine. Le calcul de l'inverse 

(densité de i ) , paraît d i f f i c i l e , en revanche on a facilement les premiers 

cumulants : 

moyenne Kj = Y (A) - E 6^ ^(Ae..) 

variance K« = [ze3 v'(Ae.) - Y'(A)]/P 

cum. d'ordre 3:K3 = [ Y " ( A ) - E 6? r ( A e . ) ] / P 2 . 

Pour tout a compris entre 0 et 1 i l existe des tests UMP de l'hypothèse 

A0 contre A1, A1 > A0, (resp. A1 < A 0 ) , et un test UMPB de l'hypothèse 

A0 contre A , A ^ A0, de niveau a . Compte tenu des valeurs prises par 

se i l paraît indiqué de faire un ajustement basé comme précédemment Sur 

la loi log-normale, ce qui permet d'avoir une approximation des régions 

de re jet des tests ci-dessus. I l paraît ici convenable de prendre une loi 

log-normale calée sur la valeur inf (s e ) = -z e.. Log e.(») ; figure 2. 

.Cas part icul ier des distributions de Dirichlet invariantes par lé groupe 

s» des permutations. 

Les distributions invariantes par zM sont paramétrées par un vecteur 

a dont tous les coefficients directeurs e. sont égaux â 1/M. Les tests 
- M -

précédents sur A sont applicables, la statistique ïQ - E x^/M est 

exhaustive pour A, les premiers cumulants sont ici : 

moyenne K, - y(A) - V(A/M) 

variance K2 = [J *'(£) - *'(A)]/P 

cum d'ordre 3: K„ = [v"(A) - X r(£)]/P2 

(*) La lo i "log-normale calée sur x" est la translatée de la loi ordi­

naire par la translation x •+ x+x . 
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Ceci rectifie la présentation incorrecte de [15], chapitre VI.4.4. 

. Remarque - Quand le paramètre de direction e d'une distribution de 
Fîsher-Von-Mîses est connu, on connaît une statistique exhaustive pour 
A, et la fonction de répartition de sa distribution ([8] chapitre IV.1). 
C'est là un renseignement analytique dont on n'a pas l'équivalent ici ; 
mais il semble qu'en pratique ce soit un avantage "à la Phyrrus" 
compte tenu des difficultés numériques qu'entraîne l'expression exacte 
de la fonction de répartition, comparées â la facili té de la mise en 
oeuvre d'un ajustement sur la loi log-normale correctement calée. 

III.3 - Tests sur 8 r 

Quand on connaît A on utilise le lemme 1 pour se ramener aux 
distributions D^AjS,) et S^A.e^P) . La vraisemblance de l 'échantil­
lon des xp indépendants est proportionnelle â la quantité 

r m v(k) . / ^ l V ^ ^ P e + e - 1 
tr/flq ) r(Afl s ] ' e i + e ? " l 

et 

Lr(Aej) ï(A82) e J • 0 f ° 2 

APe^xg-x^. 

La statistique w2 = T^-X, est exhaustive pour e^. Le test de l'hypothèse 
8° contre 8«, ê  > e? est un test UMP avec une région critique de la forme 
ôL > UJÎJ. Pour tous z, et z2 complexes tels que Re(Zji) et Re(z2) sont 
positifs ou nuls, la transformée de Laplace de la d i s t r i b u t i o n ^ ^ , e ^ P ) 
a pour valeur : 

r(A) rÇAe^ /P) r(Ae2+z2/P) p 

^ T J ^ ( z l , z 2 } = [r(AeJ) r(Ae2) r(A+(Zl+z2)/P
 ] • 

c'est une fonction mëromorphe dont les pôles simples sont z^ = -PAe^-Pn^, 

z2 = -PA82-Pn2, n p n2 e M . Si Ton fait le changement de variables dans t 1 
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r ^̂  = Ti + T2 

UJ^ " ip 1 

la distribution image en w, o>2 a pour fonction génératrice des moments 

l'image de cZ telle que x,z. + x 2z 2 = Û2Z. + û2Z2, elle a donc pour 

valeur 

o^7 t (Z.Zp) ••«£ (Z rZ ?, Z,+Z?) ; 
0)^,0)2 1' t' T l 2 1 t' 

on en déduit que la fonction génératrice des moments de la distribution 
marginale en û>2 a pour valeur 

^ 2 ^ ^ = ^ 2 ^ 2 ^ 2 ) 

r(Aej-z2/P) r(Ae2+z2/P) p 
= [ r(Aei) r(Ae2)

 ] * 

C'est une fonction mëromorphe dérivable à l'origine. 

De même le calcul de l'inverse (densité de û2) paraît difficile, par 

contre on a facilement les premiers cumulants : 

moyenne Kj = i?(A61) - ?(Ae2) 

variance Kg = (^(Ae^ + *'(Ae2))/P 

cum.d'ordre 3:K3 = (^'(Aej) - y"(Ae2))/P
2 

cum.d'ordre 4:K4 = (*"' (Aej) + v
M (Ae2))/P

3 

Comme dans les cas précédents, on sait que pour tout a compris entre 0 et 

1 il existe un test UMP de Thypothèse e° contre eî, ej > e°, (resp. 

ej < e°) et un test UMPB de Thypothèse e°, ej p ej, de niveau a . 
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* T , 
figure 1 Espace des statistiques canoniques, M*Z , 

Vj. variété définie par l'équation 

test sur a, , , ( I I I - l ) 

distribution marginale de T-f • 

figure 2 test sur A t 

( I I I - 2 ) 

distribution marginale 

de l e . 

fiaure 3 test sur © 4 , ( I I1 -3) 

distribution marginale 

de ûï, 

r. 
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De la même façon on a une approximation des régions de rejet â l'aide 

d'une loi approchée ajustée sur les premiers cumulants. Dans le cas 

présent la statistique âj2 prend ses valeurs dans R, i l paraît convenable 

de prendre comme loi d'ajustement une loi normale complétée au besoin 

par les polynômes d'Hermîte associés, [ 6 ] , figure 3. 

IV - TESTS EN PRESENCE DE PARAMETRES FANTOMES 

IV.1 - Généralités 

La présence de paramètres fantômes complique l'élaboration des 

tests, en revanche de tels problèmes se présentent davantage en pratique. 

La méthodologie générale consiste à donner la valeur de Thypothèse nulle 

au paramètre d' intérêt et à conditionner la distribution par rapport â 

des statistiques exhaustives pour les paramètres inconnus [ 5 ] , ce qui 

revient en gros à remplacer des paramètres sur lesquels on ne sait rien 

par des statistiques "astucieuses". Ci-après nous nous ramenons pour sim­

p l i f i e r à un paramètre fantôme unique. La méthode des tests conditionnels 

est par excellence adaptée aux distributions des structures exponentielles 

mises sous forme canonique. Celles-ci possèdent des statistiques exhaus­

tives pour les paramètres naturels inconnus quand les paramètres naturels 

d ' intérêt sont fixés par hypothèse [3 ,5 ,14] , et avec elles i l existe des 

tests qui ont une structure de Neyman relativement aux statistiques 

exhaustives pour les paramètres fantômes [5, 14, 17, 19] ; i l s'agît du 

problème de Lehmann-Scheffe. 

Si Ton prend par exemple le paramètre d'intérêt a-,, les autres a^ 
M j = 2 , . . . ,M et A?= z9 a. étant inconnus, on a vu que la statistique 

- o 
x2 est exhaustive pour A2, sous une hypothèse a, = a^. I l en résulte 

que pour tout a compris entre 0 et 1 i l existe des tests de Thypothèse 

a 1 contre a?, a, < a? (resp. a; > a?, a: ^ a?) qui sont semblables, 

donc UMPB [19 ] , de niveau a. On envisage ensuite les paramètres d' intérêt 

A puis 8j ; les statistiques û2 et i j = ê^ xj + e2 x2 sont respectivement 
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exhaustives pour e^ et A (avec les hypothèses respectives A0 et 8?). 

Par conséquent pour chacun de ces tests on peut considérer les dis­

tributions respectives des variables ( î j , x2) (â savoir ^ 2 ( a ; P ) ) » 

et 

qui sont liées aux précédentes de façon l inéaire, et les conditionner 

respectivement par rapport â x2 , û2S s . 

IV.2 - Difficultés analytiques et méthode approchée. 

En pratique, à notre connaissance, [10] , on ne connaît l'expres­

sion analytique de la densité d'aucune de ces distributions, mais on 

connaît l'expression de leur transformée de Laplace, mëromorphe et 

dérîvable à l 'origine. A partir de ces dernières on a vu qu' i l est 

simple de déduire les transformées de Laplace des distributions margi­

nales ; i l n'en est pas de même pour les transformées des distributions 

conditionnelles [12] , et le calcul de chacun des moments de ces lois 

conditionnelles nécessite au moins le calcul d'une inverse de transformée 

par moment. 

On est confronté â la situation analytique suivante : 

a) la distribution de Dirichlet, comme toute distribution de structure 

exponentielle complète permet d 'ut i l iser les tests conditionnels en pré­

sence de paramètres fantômes, (structure de Neyman) ; 

b) on ne connait pas les distributions conditionnelles nécessaires pour 

cette mise en oeuvre ; 

c) on dispose de la transformée de Laplace de la distribution elle-même. 
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La méthode approchée suivante est destinée à résoudre cet obstacle ana­
lytique, et à éviter le calcul d'un trop grand nombre d'inverses de 
transformées, elles-mêmes approchées. Elle s'articule selon les 3 points 
suivants â propos des paramètres naturels : 

i ) i l revient au même de conditionner par rapport à une statistique 
fonction monotone de la statistique exhaustive initiale ; 

i i ) le paramétrage de la valeur moyenne [2] sert de guide pour le choix 
des fonctions monotones ci-dessus ; 

i i i ) on remplace les lois 3*2(a;P)par les distributions normales 
(/1^(5(^), n(a)/P) qui ont les mêmes moments d'ordre 1 et 2. 

Les deux premiers points sont rigoureux, c'est dans le second qu'intervien­
nent les paramétrages de la valeur moyenne et mixtes, dus à des propriétés 
de structures exponentielles canoniques. C'est dans le dernier point qu'a 
lieu l'approximation, elle s'appuie sur l'identité des moments d'ordre 1 
et 2, et sur le théorème de la limite centrale à plusieurs dimensions [1]; 
cette approximation est d'autant plus précise que l'effectif P est plus 
élevé. On verra ci-après comment cette approximation normale i i i ) s'as­
socie de manière simple avec le paramétrage de la valeur moyenne i i ) pour 
les paramètres naturels. Sur le plan numérique Ton verra que les problèmes 
rencontrés sont du même ordre de difficulté que ceux d'une (seule) inver­
sion de transformée de Laplace [7]. Les tests suivants sont une illustra­
tion de cette méthode. 

IV.3 - Tests sur a,. 

3.1 - Le paramétrage initial est le paramétrage naturel a^, Ag. Comme 

indiqué ci-dessus on remplace la distribution flOa'.P) par la loi 

normale bivariëe de moyenne î(a) et de variance-covariance fi(a)/P. 

Par définition le paramétrage de la valeur moyenne est donné par les 

coordonnées de v(a) ; ici on conserve le paramétrage mixte a* et 
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, 2 = î ( . ) 2 = E(x2) = £- Log ^ f î l y - v ( a 1 + A 2 H ( A 2 ) . 

On vérif ie que l'équation Vf(a1+A2) - ^(Ag) = x2 possède une racine réelle 

A2 (a l tx2 ) positive unique et que l'application A2 est croissante en x2-

On est ainsi amené à considérer la statistique de conditionnement égale 

à A 2 (a , ,x 2 ) . Son intérêt réside dans le f a i t qu'à l'occasion du condi­

tionnement par rapport à A 2 (a , ,x 2 ) , donc x2 , la distribution normale 

de remplacement prend une forme simplifiée ; puisque le paramètre de 

la valeur moyenne est précisément le vecteur espérance mathématique 

des statistiques exhaustives î f a ) , [ 2 ] , le même que celui de la 

loi normale de substitution. En particulier la distribution de x^ 

conditionnelle par rapport à AJa,,x2) est la loi normale scalaire de 

moyenne ^(a1+A2)-^(a,) et de variance 

* 2 
y ' ( a + A ) 

var(Tl/x2) = [^(a.yr(a^L) ^ L J _ ] x * 

3.2 - On a donc facilement obtenu une loi conditionnelle approchée, 

(elle ne dépend plus de A2) . Plus précisément on a les deux premiers 

moments approchés de cette loi ; en ef fet i l n'est sans doute pas 

indiqué de conserver cette loi normale te l le quelle car_les valeurs 

prises par xj /x 2 sont supérieures ou égales à - log ( l - e~ T 2 ) , avec 

0 < -log ( l - e ' T 2 ) < E(xyx2 ) puisque le point ^(a^Ag) appartient â 

C2 (lemme A); figure 4. 

On est de nouveau ramené â un problème d'ajustement avec une loi 

scalaire ; pour une résolution rapide on peut prendre la loi log-normale 

correctement calée sur - log( l -e" T 2 ) , dont on connaît la moyenne 

Mxj/x^ + Log(l-e" T2) et la variance var(x1/x2). 

Pour tout a compris entre 0 et 1 , on peut donc obtenir des régions 

critiques (approchées) des tests UMPB de Thypothèse a° contre a j 

avec aï > a?, à* < a? a, t a?, de niveau a . 
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Conclusions 

Les tests ci-dessus utilisent les trois points mentionnés en IV.2, 
le codage de la valeur moyenne donne facilement une nouvelle statis­
tique de conditionnement pour laquelle la loi normale bivariée de 
remplacement prend une forme simple. La mise en oeuvre dépend de la 
résolution numérique d'une équation dont on sait qu'elle admet une 
racine réelle unique, c'est tout à fait le même genre de calculs que 
ceux que propose Daniels pour inverser une transformée de Laplace [7]. 
Ce calcul unique donne les deux premiers moments de la loi condition­
nelle recherchée, i l en faudrait au moins trois pour en avoir autant 
en calculant directement les moments [12]. 

IV.4 - Tests sur A 

Les autres tests ne portent pas sur des paramètres naturels, 

mais les statistiques de conditionnement sont liées de façon linéaire 

aux statistiques exhaustives précédentes. On prend à présent les 

paramètres A et e ^ avec e 2 - 1-e^- Les nouvelles variables : 

i) <) < ) 
sont commodes, on Ta vu, pour conditionner par rapport à û2. La 
loi de remplacement de ces variables est à présent la loi normale 
bivariée image [l],c/P(t4 î ( a ) , ^ n ( a ) t^ ' /P) . D'après l'expression 
de<ty ï(a) i l est indiqué de prendre comme nouvelle variable de condi­
tionnement la solution e^A^û?) de l'équation H^Ae^J-̂ ASg) • û2. 
On vérifie que pour tout u>2 réel au deuxième membre, cette équation 
possède une racine rëelleunique e1(A,o)2) monotone en J>2. En condi­
tionnant la loi normale par rapport â e*, donc ûL» la loi condition­
nelle approchée de û- par rapport à e, a pour moyenne 
E^/â^) • 2^(A)-^(Ae1)-w(A-Ae1) et pour variance 
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[4''(Ae1)-^'(Ae2)]
2 . 

var(;,/i9) = [v
,(Ae1)+T

,(A89)-4v'(A) ^ =-^ ] x i 
1 ù L ù 4''(A81)+v'(Ae2)

 Y 

6j+ e 2 = 1, 

(cette loi ne dépend plus de e,). On remarque par ailleurs que les valeurs 

prises par û ,/û2 sont supérieures ou égales à 2 Log (2 ch ôL/2), avec 

E(w-/œ2) > 2 Log (2ch û2/2) puisque ï(A,e1) e C2, figure 5. 

On a de nouveau les deux premiers moments (approchés) de la loi condi­

tionnelle cherchée, et on est ramené à un problème d'ajustement de loi 

scalaire, connaissant les deux premiers moments. Il paraît judicieux 

dans ce cas de prendre la loi log-normale calée sur 2 Log (2 ch û2/2) 

de moyenne E(âjj/â)2)-2 Log (2 ch â2/2) et de variance var (u^/û^). 

Pour tout a compris entre 0 et 1 on en déduit les régions de rejet 

approchées des tests d'hypothèse UMPB sur une valeur de A0, de niveau a. 

Sur le plan numérique cette solution dépend de la résolution en 8j 

de 1'équation 

ffAe,) - v(Ae9) = Z9. 

IV.5 - Tests sur e^. 

5,1 - On reprend les paramètres A et e,. Les nouvelles variables 

sont conmodes pour conditionner par rapport à i,, (changement de 

variables linéaire). La loi de remplacement de ces variables est ici 

la loi normale bivariée image £ f ( ^ 6 ^ ( a ) , ^ n ( a ) ^ /P). D'après 
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on 

l'expression de t£9¥(a) i l est indiqué de prendre comme nouvelle sta­
tistique de conditionnement la solution Afe^s,) de l'équation 
H^AJ-e, ^(AeJ-eg Y(Ae2) = s,. On vérifie que pour tout ŝ  supérieur 
ou égal à sî = -e, Log 9i~92 Log e2 au deuxième membre, cette êquati 
possède une racine réelle unique Â^e^.s.) croissante en s1 [15]. Quand 
on conditionne la loi normale ci-dessus par rapport à A ^ , ^ ) , donc 
L* la loi conditionnelle approchée de i 2 par rapport à §j à pour 
moyenne E ^ / s ^ = (s^e^^AJ-e^Ae^+e^Ae^ et pour variance (+) 

v a r ^ / I ^ = [e|v ,(Âe1)+e^'(Âe2)-(ere2)24' ,(Â) 

M n s ] TJ 

9Ti + *V1 ' r ^ 

(elle ne dépend plus de A). On dispose â nouveau des deux premiers 
moments de la loi conditionnelle approchée. La statistique de condi­
tionnement s, est nécessairement supérieure ou égale à s j , et la sta­
tistique conditionnée s2/s, prend ses valeurs sur un intervalle borné 
[s£ s 2 ] , figure 6. 

5.2 - Par rapport aux deux exemples précédents cet intervalle de 
variation n'est pas simple à déterminer ; quand à la loi d'ajustement 
on peut penser à une loi Bêta, â condition que Ton ait (condition 
nécessaire et suffisante pour un ajustement Béta à partir des deux 
premiers moments) : 

[sg-Efïg/ïj)] [EfSg/Sjî-sJ] < var ( ïg / ï j ) . 

On est amené à introduire une approximation supplémentaire â cause de 
l'intervalle de variation de io/s, ; pour cela on remplace la variété 
V2 dans R par l'hyperbole d'équation xjx2 = Sj / 4 6 ^ qui a un point 

(+) On a posé *J = y'(Ae1) ; f£ = v'(Ae2) 
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figure 4 test sur a 4 . (IV-3) 

distribution conditionnelle 

de Ç / ft . 

* T* 

figure 5 test sur A , (IV-4) 

distribution condition 

nelle de *Z I *<? 

figure 6 test sur &4 , (IV-5) 

distribution conditionnelle 

de Jz I Jt 
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double avec V2 au point de coordonnées 

f TI = s*/26l 

T2 = sî /2e2 V. s2 Tôfô s l 

Les bornes du nouvel intervalle de variation sont à présent les deux 
racines réelles d'une équation du second degré, elles sont égales â : 

6 , - 9 -
S2 • S2 " 28^2 S 

e* + e? , 2 / - 2 . *2 
1 " 26^2 Sl Sl 

Sur ce nouvel intervalle on peut faire un ajustement Bêta si la condi­
tion suivante est vérifiée 

2 2 

<E('V"S1> • 3 ¾ S l ) 2 " ^ 2 <S1 "sî2) + varCVïjï < 0 ; 

quand aux régions de rejet des tests d'hypothèse sur e ^ on peut par 
exemple les déterminer à l'aide de tables de la loi Béta [18]. Cette 
troisième application est donc un peu plus complexe que les précédentes, 
mais ce sont des questions de "fin de parcours", l'application elle-même 
repose sur la résolution numérique de l'équation 

^W-e^Aej) - e2v(A82) = \y 

5.3 - On peut également, faut de mieux, conserver l'approximation normale 

de ig/ij. 

IV.6 - Exemple 

A titre d'application formelle de ces développements, on considère 
le partage du corps électoral français au cours du deuxième tour des 
élections présidentielles de 1981. 11 s'agit d'un partage en trois 



.69. 

parties, on prend les indices i-2 et 3 pour MM. les candidats Mitterand 

et Giscard d'Estaing et i= l pour les suffrages non exprimés. Comme 

échantillon on prend les P=24 partages des résultats de chaque région, 

de Paris intra-muros, et de l'ensemble DOM-TOM. Si l'on considère que 

ces partages indépendants suivent la même loi de Dirichlet sur le sim-
3 

plexe S,, les estimateurs du maximum de vraisemblance ont les valeurs 
suivantes [15] : 

ax = 11,01 

â2 = 26,64 

i 3 = 25,95 

e2 = 0,173 

ê9 = 0,419 

83 = 0,408 

A = 63,6 

a) On envisage des tests sur a, ignorant les valeurs a2 et a~. 

On se limite aux statistiques T, et î 2 qui correspondent aux voix 

non exprimées et exprimées. On sait que î 2 est exhaustive pour 

A2 = *2+a3 » ^es données de l'échantillon donnent 

ïx = 1,78997 T2 = 0,19194, (-1) e c£, 

Pour chaque hypothèse a° , on doit rechercher la valeur A2(a°,T2) ; 

à t i t re d'exemple on a le tableau de calcul suivant, avec les régions 

de rejet de tests bilatéraux a, ^ a? issues de l'approximation log-

normale calée sur -log(l-e"T^) de la loi de Ï I / T 2 » pour le niveau 

.05. 

•î 
Â2 

Etïj/ïg) 

^(ïj/îg) 

intervalle de 
confiance 
0,95 

(approx. 
log-nor 

6 

28,85228 

1,830586 

6,1008 IÔA 

1,79223 

1,88915 

7 

33,57850 

1,81808 

4,4496 10"4 

1,785329 

1,86724 

10 

47,75666 

1,795804 

2,1513 10"4 

1,77303 

1,82999 

15 

71,38633 

1,778684 

9,461 10"5 

1,763582 

1,801353 

18 

85,563999 

1,773017 

6^5468 10"5 

1,760455 

1,79187 

19 

90,28986 

1,771529 

5,8703 10"5 

1,759334 

1,789386 
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On peut donc accepter les hypothèses a^ » 7, 10, 15, 18. 

b) On envisage des tests sur A ignorant 9 j . les statistiques de l'échan­
til lon sont égales à 

JJ = 1,98191, û2 = -1,59803 

«o -Pour chaque hypothèse A0 on doit rechercher la valeur e^A",^)-
Par exemple on a le tableau de calcul suivant, avec les régions de rejet 
de tests bilatéraux AJ / A° issues de l'approximation log-normale calée 
sur 2 Log 2 chfûg/2) de la loi de GL/GL, pour le niveau .05. 

A° 
61 

Ëfuj/cog) 

2 
a- / -

oj|/u>2 

intervalle 
â 0,95 
(log-nor) 

30 

0,179089 

0,03358 

9,39 10"5 

1,985 

2,023 

40 

0,17642 

0,02514 

5,26 10"5 

1,980 

2,008 

70 

0,17293 

0,01431 

1,71 10'5 

1,973 

1,989 

110 
0,17126 

0,09110 

6,92 10"6 

1,971 

1,9817 

On peut donc accepter les hypothèses A « 40, 70. 

c) On envisage des tests sur e, ignorant A. Pour chaque hypothèse e? 
on doit rechercher la valeur A(e°, i1) . Dans ce cas les statistiques i ^ 
s2 de l'échantillon dépendent de 9?. On a par exemple, le tableau de 
calcul suivant, avec les régions de rejet de tests bilatéraux e; t e? 
issues de l'approximation normale de la loi de ^ / i j » pour le niveau .05. 
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EtV?!) 

V5i 

intervalle 
à 0,95 
(normal) 

0,15 

57,048 

-1,6311 

3,24 10" 

-1,493 
-1,742 
-1,520 

0,17 

65,740 

-1,4701 

2,35 10" 

-1,453 
-1,565 
-1,375 

0,20 

45,710 

-1,2783 

2,69 10 

-1,393 
-1,380 
-1,176 

-3 

On peut donc accepter Thypothèse &1 = 0.17. 

IV.7 - Conclusions 

I l est immédiat d'en faire autant avec des tests unilatéraux. 

La distribution de Dirichlet est une distribution qui s'applique aux 

partages entre un nombre connu M d'acteurs, M s 2. I l y a autant de para­

mètres scalaires qu'il y a de participants. On a montré ci-dessus comment 

on peut facilement faire un test d'hypothèse sur l'un d'eux au cours d'une 

procédure en deux étapes, en présence de paramètres fantômes ou non : 

- une étape où l'on met en oeuvre des propriétés de la distribution de 

Dirichlet ; 

- une étape où Ton ut i l ise des propriétés communes aux distributions de 

structures exponentielles complètes d'ordre 2. Les transformées de 

Laplace et/ou les fonctions génératrices de moments quand i l n'y a pas 

de paramètres fantômes ; le paramétrage mixte, l'approximation normale de 

la distribution des statistiques exhaustives et au besoin un changement 

de variables linéaires sont les outils analytiques mis en oeuvre. Les 

quêtons d'ordre numérique se réduisent à peu de choses quand on dispose 

d'un minimumd'informatique, (les applications ont été faites avec un micro 

de 4 K mots). 
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Techniquement on doit terminer dans tous les cas par une question 

d'ajustement* On peut la résoudre avec des méthodes classiques plus 

ou moins sophistiquées, disposant dans le cas des tests conditionnels 

des moments d'ordre 1 et 2 , et du champ de variation de la statistique 

conditionnelle. 

L'édition de tables statistiques pour la mise en oeuvre des tests est 

inut i le quand on se ramène, comme i c i , â un ajustement normal ou 

lôg-normal. 
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