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R&sumé : Considérant les principaux indices de similarité s de signes de
préserice-abscence et les dissimilarités d'associées par la relation

=1-g, les auteurs étudient la nature géométrique des indices de dissimi-
larité d et ¥d, du point de vue de leurs structures métrique et

euclidienne.

Abstract : Considering the usual similarity coefficients s for logical
data (presence-absence of characters) and the associated dissimilarities
d such that d=l-s, the autors study the geometrical nature of dissimi-
larity coefficients d and /d, with recpect to theirs metric and euclidean

structures.

Mots clés : similarité, dissimilarité, distance, distance euclidienne,

matrice semi-définie positive, approximation.
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1. INTRODUCTION

Pour tout individu d'une population donnée, on suppose relevés n signes
dits de présence-absence; chaque signe offre, soit la réponse 1 (présence
ou détection), soit la réponse O (absence ou non-détection).

Pour approcher de telles données, de nombreux indices de dissimila-
rité ou de similarité ont &té proposés dans la littérature. Ceux auxquels
nous ferons référence par la suite, sont extraits des ouvrages de Jambu et
Lebeaux -[12]p.97-, Lerman -[13]p.18-, Cailliez et Pagés -[31p.499-.

Dans [5], i1 est montré que deux indices, qui ne différent que par un
simple coefficient, sont de natures géométriques fort distinctes: 1'un,
1'indice de Sokal et Sneath est une distance ( bien que non-euclidienne),
i'autre, 1'irdice de Czekanowski-Dice n'est pas une distance. Dans cette
fote, les auteurs généralisent ce résultat, tout en proposant des démons-
trations beaucoup plus simples. Pour les indices de dissimilarité d, liés,
d 1'exception d'un indice de Kulczinski, aux principaux indices de simi-
larité s par la relation d=1-s, ils dressent un bilan, exhibant ceux
d'entre eux qui satisfont 3 1'inégalité triangulaire. En particulier, ils
insérent trois indices classiques, les indices de Jaccard, de Sokal et
Sneath et de Czekanowski-Dice, dans une méme famille {dg, 6€ R}}, et
donnent une condition nécessaire et suffisante sur 6 pour que dg soit une
distance. En outre, il est déduit d'un contre-exemple général qu'aucun
des indices considérés n'est euclidien.

La nature euclidienne des racines carrées d'indices est abordée i
travers la semi-d&finie positivité de la matrice de similarité s:/d est
euclidien d@&s que s est semi-définie positive (s.d.p.). Pour les aspects
métrique et auclidien, un bilan est encore dressé, conduisant pour les
indices /ﬁg de la famille précédente, 3 deux conditions nécessaires et
suffisantes.

Nous devons mentionner que nombre de résultats concernant la struc-
ture métrique des indices d et la semi-définie positivité des matrices
de similarité, ont été é&tablis parallélement avec Gower, résultats que
1'auteur annonce dans [6] et cite dans [7] pour une publication & pa-
raitre.

Enfin, pour les indices dg et «ag précédents, les auteurs étudient
différentes approximations, évaluant en particulier 1'impact des tech-
niques de constante additive.



2. NOTATIONS

Pour un entier n(n>1) fixé, I désigne 1'ensemble {1,..,n} et X 1'en-
semble {0,1}". L' &lément de X (0,..,0) est noté 0 et 1'ensemble X-{0} est
noté X*. L'élément générique x=(xy,..,xy) de X s'interpr2te comme 1'ob-
servation de n signes de présence-absence; pour i variant de 1 a‘n, x;
signifie présence (si xi=1) ou absence (si xi=0) du iéme signe.

Pour tout z=(x1,..,zh) de X, on définit A, et n_  par :
Ar={i€l|x;=1} ; n.=Lx;=|A|
1

Ar désigne 1'ensemble des signes présents pour 1'observation x, et n,
leur nombre.

Pour tout x=(x},..,x,;) et tout y=(y1,..,yn) de X, on définit encore
Myy» Niys qzy par:

Ney=lx;¥s 5 ngg=l(l-x;)(1-y;) 5 Oy =L 125y

"xy' nzye qzy représentent respectivement, le nombre de concordances
positives, le nombre de concordances négatives et le ncmbre de dis-
cordances entre les deux observations x et y.

On a clairement les relations: n=n1y+niy+qzy 5 nz+ny=2nxy+qu.

Introduisons maintenant les indices qui seront analysés par la suite.
Ils sont définis sur X ou sur un sous-ensemble de X. Dans les relations
ci-dessous, (x,y) désigne 1'élément générique de X2,
Pour une généralisation, nous intégrons trois indices classiques dans
une famille {dg,0€R}}, définie par :
en,. + si (x, 0,0
(i) dg(x.y)= {gxy/( = qu) sinzn e
Tour tout 8, dg est défini sur X. On retrouve 1'indice de Jaccard pour
=1, 1'indice de Czekanowski-Dice pour €=2 et 1'indice de Sokal et
Sneath-Anderberg pour 6=1/2.

Dans les relations suivantes, 1'indice est toujours noté abusivement d ,
et peut vérifier:

(2) d{xy)=2q,,/(ma )
Indice de Rogers et Tanimoto défini sur X.
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(nso+qey)/n si xpy
(3) d(x.y) = 19 ~ sinon

Indice de Russel et Rao défini sur X.

(4) d(x,y) = 1- nxy//n Ny
Indice d'Ochiai défini sur Xt

(5) d(x,y) = 1-(ngy/2)(1/ng+l/ny)
Indice de Kulczinski défini sur X*.

(6) d(x,¥) = Qxy/Nxy

Indice de Kulczinski défini sur tout domaine X < X tel aue
2

v(x,y)ex ’ nzyfo

(7) d(x.y)=qzy/ (20-qzy)
Indice de Sokal et Sneath défini sur X.

Remarque 1

Dans la liste ci-dessus, nous n'avons pas fait mention des indices de
Hamming ou Hamming pondéré (M.G. Kendall, Sokal et Michener), ainsi

que des indices euclidien ou euclidien pondéré. Par Ta symétrie qu'ils
font jouer aux réponses positives et négatives, il est dé&licat de les
considérer comme indices sur signes de présence-absence. Et, en tout
&tat de cause, il est bien connu que 1'indice de Hamming (vérifiant
d{x,y)= qu) est une distance non-euclidienne (distance L'), et que 1'in-
dice euclidien (vérifiant d(x,y)= /q:y) est une distance euclidienne
(distance L?).

Remarque 2

Tous les indices cités sont des dissimilarités propres (on rappelle
qu'une dissimilarité d est dite propre ssi est vraie 1'équivalence
(*):[d(x,y)=0]e==(x,y]).

La positivité et 1a symétrie sont en effet évidentes.Pour les indices
(1), (2), (3), (6), (7), 1'équivalence (x) découle de 1'équivalence sui-
vante vraie sur X:[x=y]<==[qzy=0]; et pour 1'indice (4) écrit sous

la forme d(x,y)=1- /EIV Nxy , ou 1'indice (5) écrit sous la forme

p 4
d(x,y)=1- % ( :x %ﬁ?), ( ) découle des deux é&quivalences suivantes

vraies sur X*:
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(x,yle=>lng=n,=n ] et

tng=ny=n .y le=( %il . %§¥ =1] ou [ng=n =ngyle=I[ %ﬁl + %;¥ =2]

Remarque 3

En pratique, on dispose 4'une population J et d'une d'une famille
{zj.jed}, o de X désignant 1'observation des n signes pour'1‘individu

j de J. Notons f:JeX, 1'apolication vérifiant: vj€d, f(j)=x.

Construire un indice sur J & partir des observa tions {zj,j€J}. re-

vient en fait & choisir un indice d sur X (ou sur un sous-ensemble de X),
et 3 définir 1'indice & sur J par: V(Jj,k)€d?, 8(j,k)=d(f(J).f(k)).

Pour cela, i1 est d'ailleurs nécessaire gue f(J) soit inclus dans le
domaine de définition de d.

Si d est une dissimilarité, il en est de méme de 6. Mais si d est propre,
5 n'est propre que ssi f est injective. Notons que & est ioutefois semi-
propre, i.e. vérifie: [8(j,k)=0]=>[vLEJ, 8§(j.2)=6(k,2)].

Si d est une distance (euclidienne), & est une semi-distance (euclidienne) .
Mais & peut étre une semi-distance (euclidienne) sans que d le soit: il
faut et i1 suffit que la restriction de d & f(J) soit une distance
(euclidienne).

Remarque 4

I1 est clair que 1'application de X dans P(I) qui & x fait correspondre
Ax’ est une bijection. En conséquence, & tout indice d défini sur X

(ou un domaine de X), correspond un indice § défini sur P(I) (ou un do-
maine de P(I)), de méme nature géométrique que d.

Si d(zy) s'exprime en fonction de n,,n , Ny nzo. 9, &(Ax,Ay) s'ex-
prime en fonction des cardinaux des ensembles respectifs Ax’Ay’Aany’
(Aquy)C, AIAAy. A titre d'exemples, & 1'indice de Hamming correspond
1'indice du cardinal de la différence symétrique, et & un indice de
défini en (1), correspond un indice §_ sur P(I) vérifiant :

vA=I, VvB=I, Ge(A,B)=|AABl/[elAnB|+|AAB|] .
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3. DISTANCES EUCLIDIENNES ET MATRICES DE SIMILARITE S.D.P.

Pour tout ensemble fini non vide J, on note 0, 1'espace vectoriel
des applications d:JxJ » R,vérifiant: v(i,j)€d?,d(i,j)=d(i,i);
vj€d, d(j,j)=0 .
V; est de dimension [J|([|J|-1)/2, et une dissimilarité sur J est un élé-
ment de 1'orthant D%
Notons encore DJ 1'ensemble des semi-distances euclidiennes sur J (on
rappelle qu'une semi-distance d sur J est euclidienne ssi i1 existe une
image euclidienne de (J,d), i.e. une famille de points, soit {Mj,jEJ}
d‘un espace affine euclidien, vérifiant: v(i,j)ed? ,uM;Mj! =d(i,j)).

On fait souvent usage de la figure suivante pour caractériser les
semi-distances euclidiennes sur J. Soit F un.. espace affine de dimension
[3], muni d'un référentiel {0,{ej,j€J}}; pour tout j de J, on définit le
point Nj par Nj=0+é3, et on note H 1'hyperplan passant par les points
Nj,jGJ.

I1 est alors bien connu que pour toute dissimilarité d sur J, il existe
une infinité de formes bilinéaires symétriques q sur ?, vérifiant:
v(i,j)es?, q(NlﬁJ,NINJ) =d?(i,j).

Toutes ces formes ont méme restriction g & A . Plus précisément, consi-
dérons une base de H d&finie par le s1mp1exe des Nj, j€J, soit {NiNj,jeﬂ},
ou i de J est fixé et od J=J-{i}; alors q vérifie:

V(3.K)ET? | NN ;N3N )= 7 [a2(i )42 (2, k) -d3 (3, )1

11 est classique (voir, par exemple, Einhorn and Schoenberg {4]),que
d est une semi-distance euclidienne ssi § est s.d.p. En outre, si d est
euclidienne, sa dimension est égale au rang de § (on rappelle que la di-
mension d'une semi-distance euclidienne est, par définition, la dimension
de 1'espace affine engendré par les points de 1'une quelconque de ses
images euclidiennes).

Cette correspondance entre semi-distances euclidiennes (resp.distan-
ces euclidiennes de dimension maximum) et formes s.d.p. (resp. définie-
positives) sur H, permet d établir -[5],p.50- que lorsque v est muni
d'une norme quelconque, D forme un céne fermé, ayant pour 1nter1eur,
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soit 8?, 1'ensemble des distances euclidiennes de dimension maximum.
Parmi toutes les formes q satisfaisant & la propriété mentionnée ci-
dessus, la plus classique est la forme de Torgerson, notée w, et vé-
rifiant -[3]- :

v(i,j)eds?, w(Ei,33)=(1/2)[-d2(i,j)+d2(1,.)+d’(j,.)-d’(.,.)],

00 vi€), d*(1,.)=(1/19])3d*(4.9) s ¢ (.0 )= (1/1INIE (s ).

Mais pour tout réel K, on constate aisément que satisfait encore &
Ta propriété requise, la forme fy définie par:

v(i,j)ed? , fK(3;,33)=K-(1/2)d2(1,j).

En conséquence, d est euclidienne ssi la restriction de fy & H est
s.d.p.; en d'autres termes, considérant une bijection entre J et
{1,.,]9]} et notant Sk la matrice de terme général Sy(i,j)=K-(1/2)d*(i,J),
d est euclidienne ssi: vYerld] tel que Y'1|J|=O, Y'SY>0.

Supposons maintenant qu'au lieu d'une dissimilarité, soit donnée une
similarité s sur J, telle que: Vj€J, s(j,j)=K<+=,

Deux dissimilarités classiques peuvent 8tre associées d& s. L'une, notée
d, est définie par: d=K-s; 1'autre notée §, est d&finie par (1/2)8%=K-s.
Naturellement, § est de méme nature géométrique que vd. Pour la dissi-
larité §, la forme f, précédente vérifie: v(i,j)€s?, fK(3;,35)=s(i,j),
ce qui constitue une justification a posteriori du coefficient 1/2 dans
la définition de §. En conséquence, pour une bijection entre J et
{1,..,]9]}, & est euclidienne ssi la matrice, soit S, associée & s, vé-
rifie:

werld| tel que Y'1y5=0 , Y'SY30

Le cas particulier ol S est s.d.p. est caractérisé par la proposition
suivante.

Proposition 1

Soient S et § respectivement une similarité et une dissimilarité sur un
ensemble fini non vide J, liées par la relation : (1/2)8%=K-s, ou

Vi€d, K=s(j,j)<+=e.

Pour que la matrice de similarité soit s.d.p. , il faut et il suffit que
soient satisfaites les trois conditions suivantes:

i) il existe une image euclidienne de (J,§), note’e{Mj.j(".J}
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ii) Les points Mj' J€J ont une sphére circonscrite, notée L(0,r).
iii)rg/K

Preuve:

Pour 1a condition nécessaire, complétons 1'ensemble J par un &lément w,
et prolongeons § & 3=Ju&n} en posant: Vj€J, §%(w,j)=K.

Soit E un espace affine de dimension |J|+1 muni d'un référentiel

{o', {{eJ,Jed} e 3},

et définissons la forme bilinéaire symétrique g sur £ par:

v(i,3)€dxd, g(&; .e :)=s(i,j) ; Vvi€d, g(eJ,%)=9( -ej)-O ; g(8 .e(,,)-o
Définissant les po1nts NJ, J€J et N, par: vjed, N =0' +ej, =0 +e s
T'on a :

v(i,j)ed? , g(N] NJ.N °N.)=6%(i,J) ; Vi€, g(N} N» NJN )=K.

Considérons une b1ject1on entre J et {1,. |J|+1} faisant correspondre
|J|+1 & w et notons S la matrice de s1m1lar1té. Dans la base

{{€;,3€J},8,}, g est caractérisée par la matrice: S o]

Cette matrice (qui n'est pas de similarité) est s.d.g:;'ag sorte qu'il

existe une image euclidienne, soit {{MJ »JEIT,M, ) de (J,8). Dans cet espace
euclidien, les points M »JEJ scnt sur la sphére Z(M,, /K). D'ol les condi-
tions i),i1),1ii), £(0, r) &tant 1'intersection de (M, ,vK) et du sous-
espace affine engendré par les points M , JEJ.

Réciproquement, supposons donnée 1'1mage {MJ,JEJ} de (J,8) sur la sphére

z(0,r). Complétons J par un élément w' et prolongeons & & J=dulw'} en

posant:

vj€d, §(w',J)=r.

I1 est clair que {{M »j€J},0} est une image euclidienne de (J ,8). En con-

séquence, la matrice de terme général (1/2)[8%(w;i)+62(w,j)-62(i,3)1,
i,j=1,..,d|, est s.d.p. Mais ce terme est &gal & r2-K+s(i,j), de sorte

que S est s.d.p. dés que r vérifie : r¢/K.

Remarque 5
$'i1 existe un couple (i,j) tel que s(i,j)=0, i.e. tel que max§(i,j)=/2K,

alors iii) est &quivalent a: isJ
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iii1)' i1 existe deux points M; et M, de 1'image ayant un angle au centre
supérieur ou &gal an/2. L'existence d'un couple (i,j) tel que s(i,j)=0
est souvent assurée. Elle 1'est toujours si s est construite 3 partir de

& en posant K=(1/2)max82(i,j). A 1'exception de 1'indice de Kulczinski
défini en (6), touéég les dissimilarités s sur signes de présence-absence
données au paragraphe précédent, sont associées d une similarité classi-
que s par la relation d=1-s ; et si x et y sont tels que qu=n, on cons-

tate que 1'on a encore s(x,y)=0.

Pour d'autres propriétés caractéristiques, le lecteur pourra consulter
Gower -[8],(9]-.

4. STRUCTURE DES DISSIMILARITES SUR SIGNES DE PRESENCE-ABSENCE

Les résultats porteront essentiellement sur les indices (1), (2), (3).
Les contre-exemples suivants montrent en effet que pour tout n, les indi-
ces (4), (5), (6), (7) ne sont pas des distances.

Contre-exemples 1

Soient x,y,z de X* vérifiant:

x=(100..0), y=(010..0), z=(110..0)

Pour 1'indice d'Ochia7 (4) on a :

d(x,y)=1 ; d(x,z)=d(y,z)=1-v2Z/2, de sorte que d(x,z)+d(y,z)<d(x,y).

Pour 1'indice de Kulczinski (5) on a :

d(x,y)=1; d(x,z)= d(y,z)=1/4, de sorte que d(x,z)+d(y,z)<d(x,y) .

Pour 1'indice de Sokal et Sneath (7) on a :

d(x,y)=2/(2n-2}; d(x,z)=d(y,z)=1/(2n-1), de sorte que

d(x.z)+d(y,z)<d(x,y).

Pour 1'indice de Kulczinski (6), on doit avoir n>2, pour que le domaine

de définition contienne trois points distincts; et dans ce cas, soient

X,¥,Z vérifiant

x=(1010..0), y=(0110..0), z=(1110..0)

Alors d(x,y)=2 ; d(x,z)=d(y,z)=1/2, de sorte que d(x,z)+d{y,z)<d(x,y).
a




.20.

Pour les démonstrations futures, nous ferons appel aux notations suivantes
x,y,2 &tant trois éléments de X, on désigne le nombre d'éléments i de I
vérifiant,

(x;=y;=z;=1 par a , x;=y;=2;=0 par a

x;=y;=1, z;=0 (resp. yj=z;=1 , x;=0 , resp. z;=x;=1, y;=0)
(8)(par b(resp. b', resp. b")

x;=1 , y;=2;=0 (resp. y;=1 , 2;=x;=0 , resp. z;=1 ,%;=y;=0)
\par ¢ (resp.c’, resp.c")

A une permutation prés sur [ on a :

a b b! b" c c' c” a
=1.11.10.01..11.10.00..0 6...0
y=(1...1 1...1 1l...1 0...0 0...0 1l...1 0...0 0...0)
z=(1...1 0...0 1.,..1 1...1 0...0 0...0 1...1 0...0)

Et, pour une représentation ensembliste, ces nombres correspondent au
schéma suivant:

Nous ferons également usage d'un lemme, qui est classique, excepté
peut-&tre pour le résultat relatif aux points alignés. Nous dirons que
trois points (deux & deux) distincts x,y,z d'un espace métrique (X,d),
sont alignés (avec z entre x et y) ssi:
d(xy)=d(xz)+d(y,z) ; cette définition est justifiée par le fait que
si d est euclidienne, alors les trois points correspondants, soient M.,
My, M,, dans une image euclidienne quelconque de (X,d), vérifient:

MZ€1M, [ .
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Lemme 1

Soient (X,d) un espace métrique et f:R+HR+ une fonction dérivable sur R:,
vérifiant : i) f(0)=0; ii) f est croissante; iii) f' est strictement
décroissante. Alors 8=f(d) est une distance sans triplet de points

distincts alignés.

Preuve :

Par i), & est une dissimilarité propre.

Pour tout réel u strictement positif, soit g,:R,»R_ telle que

VteRr,, gu(t)=f(t)-f(u+t).

Par i11), g, est strictement croissante.

D'ol : wveR,, g,(0)< g(v) et donc f(u+v)<f(u)+f(v),

1'inégalité étant stricte si v>0 (on constate que 1'inégalité reste vraie

pour u=0),

Dés lors, utilisant ce résultat et la croissance de f :

v(x,y,2)€X?, §(x,y)sfld(x,z)+d(y,z)]1€8(x,2)+8(y,2),

la derniére inégalité étant stricte si x,y,z sont distincts.
a

On en déduit Tle

Lemme 2
Soient (X,d) un espace métrique et a un réel strictement positif.

Alors §=d/(a+d) est une distance sans triplet de points distincts alignés.

Preuve :
I1 suffit d'appliquer le lemme 1 avec f telle que: VteR , f(t)=t/(a+t)
a

On en déduit immédiatement le :

Corollaire !

Pour tout n, l'indice de Rogers et Tanimoto (2) est une distance sans

triplet de points distincts alignés.

I1 suffit d'appliquer le lemme 2 & la distance de Hamming.
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Proposition 2
Pour tout n, l'indice de défini en (1) est une distance ssi 6gl.

Pour 0€1, il existe un triplet de points distincts alignés (et il ne
peut alors exister quatre points distincts trois & trois alignés) ssi 0=1.
Pour B=1, trois points distincts X,Y,Z sont alignés favec Z entre X et Y)

ssi : AZ=A1UAy.

Ainsi 1'indice de Jaccard est une distance avec des triplets de points
distincts alignés; 1'indice de Sokal et Sneath-Anderberg est une distance
sans triplet de points distincts alignés; et 1'indice de Czekanowski-Dice
n'est pas une distance.

Preuve :

Commencons par prouver le résultat pour 1'indice de Jaccard (8=1), noté
plus simplement d. L'inégalité triangulaire étant triviale si deux élé-
ments sont égaux, soient x,y,z, trois &léments distincts quelconques de X.
Alors :
Gez*dy; 9y =(nxz+qn)d(x.z)+(nyz+qyz)d(y.z)-(ny+qu)d(r,y)-
D'ol,utilisant les relations (8), et notant (n-a) par N, on a d'une part:
Qxz*Ayz =9y~ (N-¢* )d(x,z)+(N-c)d(y,z)-(N-c")d(x,y)

et d'autre part:
qzz+qyz-qu=(b+b'+c+c“)+(b+b“+c'+c“)-(b'+b"+c+c')=2(b+c“),

relation classique, assurant en particulier que 1'indice de Hamming est
une distance.

En conséquence :
N[d(x,z)+d(y,z)-d(x,y)]=c'd(x,z)+cd(y,z)+2b+c"[2-d{x,y)].

Dés lors, puisque d(x,y)<l, on a d(x,y)sd{x,z)+d(y,z),

1'inégalité étant une &galité ssi: b=c=c'=c"=0, i.e.ssi;Az=AxUAy.

Enfin, soient trois points distincts alignés x,y,z avec z entre x et

y. Soit t un quatriéme point distinct des trois premiers. Le point t

ne peut étreentre x et y,car At‘AIUAy entraine At=Az et donc t=z. On ne
peut avoir y entre x et t, car Ay=AIUAt entraine Az=AruAy=AIUAt=Ay,
i.e. z=y; de méme, on ne peut avoir x entre y et t. Les quatre points
ne peuvent donc é&tre trois & trois alignés.
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Appliquons maintenant le Temme 2 & 1'indice de Jaccard d:

o] VX 8(m)e Gy * Etey T T
T xy*xy

D&s lors, pour tout 8<l, i1 suffit de choisir o tel que o/(a+l)=6 ,

i.e. a=6/(1-6), pour assurer que d6/(a+1), et par voie de conséquence de,

est une distance sans triplet de points distincts alignés.

Enfin, pour 8>1, soient x,y,z de X tel que :

x=(100..0) , y=(010..0) , 2=(110..0) . Alors :

dg(x.y)=1 , dg(x,z)=dg(y,z)=1/(6+1): de sorte que :

dg(x,y)>dg(x,2)+dg(y,2).

Proposition 3

L'indice de Russel et Rao (3) est une distance telle qu'existe un tri-
plet de points distincts alignés (et non quatre points distincts trois
a trois alignés).

Trois points distincts X,Y,Z sont alignés (avec Z entre X et Y) ssi:
Az=AgUh, et Aj=l

Preuve:
Soient x,y,z trois points distincts quelconques de X. Utilisant les re-
lations (8):
n{d(x,z)+d(y,z)-d(x,y)]1=(n-a-b")+(n-a-b')-(n-a-b)=(n-a-b"~b"')+b.
D'od 1'inégalité triangulaire: d(x,y)<d(x,z)+d(y.z),
1'inégalité &tant une &galité ssi: b=c=c'=c"=a=0, i.e. Ap=l et A=A, UA,.
Enfin, 1'une de ces conditions (A,=I) montre clairement qu'il ne peut
exister quatre points distincts trois & trois alignés.
a

Abordons maintenant 1'aspect euclidien. Les contre-exemples suivants
montrent que pour tout n»3, la distance de Russel et Rao (3), et pour
tout n suffisament grand, la distance de Rogers et Tanimoto (2) ainsi
que la distance dg(6<1) donnée en (1), ne sont pas euclidiennes sur xT.
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Contre-exemples 2

Pour tout n:3, soient x,y,z,t de X* (fonctions de n), vérifiant:
x»=(1101..1) , y=(1011..1) , z=(0111..1) ,t=(1111..1).
Soit p (p>3) un entier fixé. Avec les quatre noints précédents et n=p,
1'indice de Russel et Rao (3), noté d,iérifie :

pd(x,y)=pd{x,z)=pd(y,z)=2 ; pd(x,t)=pd(y,t)=pd(z,t)=1.

$'il existait une image euclidienne,soit {MI,Hy,MZ,Mt},de d,les premiéres

conditions montrent que M., My, Mz, formeraient un triangle équilatéral;
et. les dernires imposeraient & My d'@tre au milieu de chacun des cotés
de ce triangle. d n'est donc pas euclidienne.

Pour tout n23, notons d, 1'indice de Rogers et Tanimoto (2) et pour 8
(O<8gl) fixe, d: 1'indice défini en (1). Alors :

dp(x,y)=d; (x.2)=d (y,2)=2/(n+2)
dn(zst)=dn(yst)=dn(zvt)=1/ (n+1)

dg (x,¥)=dg (x,2)=dg (,2)=2/[ (n-2)8+2]

jdg (z,t)=d(y,t)=dg(z,t)=1/[(n-1)8+1]

Pour un passage & 1a limite, i1 est nécessaire d'oeuvrer sur un ensemble
de points indépendant de n. Soit donc Y={x,y,z,t} un ensemble 3 quatre

é*éments, et définissons les suites de dissimilarités {6n,n;3} et{sg,na3}
sur Y par, vn:3 :

Sp(xsy)=8,(x,2)=6,(y,2)=2/(n+2)
Sn(X:1)=8n(y,2)=8n(2,1)=1/(n+1)

6 (2,¥) =68 (x,2)=60(y,2)=2/[(n-2)8+2]
g (x,t)=6g (y,£)=8g(2,t)=1/[(n-1)8+1]
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Munissons Dy d'une norme quelconque. 11 est clair que lorsque n— = , né_

et n66“ tendent vers une limite commune, soit &; et,d une bijection prés
entre Y et le sous-ensemble {x,y.z,t} de X (n fixé égal & p) évoqué en téte
des contre-exemples pour 1'indice de Russel et Rao d, 6§ n'est autre que

p d. § est donc non-euctidienne et appartient & 1'ouvert, complémentaire de
v$ Cela suffit pour affirmer que pour tout n suffisamment grand, né, et
nes“ » et par voie de conséquence 6 et 80, ne sont pas euclidiennes. Et
revenant aux définitions de 6 et 63, on en déduit que d, et d“ ne sont nas
euclidiennes pour tout n suff1samment garand.

Remarque 6

Utilisant les propositions 1 et 2, une démonstration plus simple peut

étre proposée pour les indices de Jaccard et de Russel et Rao, valable
pour n32. En effet, notant d ces indices, on a: vn32, vrext, d(0,x)=1.

De sorte que s'il existait une image euclidienne, les points correspon-
dants de X* seraient une sphére, ce qui est incompatibie avec 1'existence
de trois points distincts alignés de X*.

Et méme pour un résultat plus fort en restreignant 1'assertion & X+,

comme cela est fait dans les contre-exemples, la démonstration suivante
prévaudrait encore pour n33. Soient x,y,z,t distincts de X' vérifiant:
At=AyUAy=RAxUA;. S'il existait une image euclidienne, les quatre points
correspondants seraient alignés et x,y,z,t seraient trois & trois alignés,
ce qui contredit les propositions. Notons d'ailleurs que les quatre points
en téte des contre-exemples 2, satisfont & ces conditions.

Remarque 7

Pour n=2, 1'indice de Russel et Rao (3) n'est pas euclidien sur X (c.f.
remarque précédente), et il est naturellement euclidien sur xt.

A 1'aide des quatre points x,y,z,t en téte des contre-exemples, le calcul
montre que 1'indice de Rogers et Tanimoto (2) n'est pas euclidien sur x*
dés que n36. En fait, on peut montrer qu'il n'est pas euclidien sur x*
pour n33. Pour n24, il suffit de considérer les cing points:
x=(11000..0), y=(10100..0), z=(0 1100..0), t=(11100..0),
u=(11110..0), et pour n=3, i1 suffit de considérer les quatre points:
x=(110), y=(10 1), z=(0 1 1), t=(1 0 0).
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On peut montrer &galement qu'il n'est pas euclidien sur X pour n=2, alors
qu'il est naturellement euclidien sur x*.

Enfin le calcul @ 1'aide des quatre points en téte des contre-exemples,
montre que 1'indice de Sokal et Sneath (6=1/2) donné en (1), n'est pas eu-
clidien sur X* das que n26.

5. STRUCTURE DES RACINES CARREES DES DISSIMILARITES

La nature euclidienne des racines carrées des dissimilarités, sera abor-
dée a travers la semi-définie positivité des matrices de similarité. Deux
indices feront exception: les indices de Kulczinski définis en (5) et (6).

D'ailleurs pour 1'indice (6), 1a similarité s associée & la dissimilarité
d vérifie: s=1/d; pour tout x, on a s(x,x)=+=, de sorte que 1'0on ne sau-
rait parler de matrice de similarité s.d.p.

Les contre-exemples suivants montrent que pour tout n33, la racine carrée
de 1'indice de Kulczinski (5), et pour tout n35 la racine carrée de 1'in-
dice de Kulczinski (6), ne sont pas des distances.

Contre-exemples 3

Pour 1'indice (5) noté d, soient x,y,z de X* vérifiant:
x=(1000..0), y=(0 110..0), z=(1 1 1 0..0).

Alors: d(x,y)=l; d(x,2)=1- (3)(1+1/3)=1/3; d(y,2)=1~(3)(1/2+1/3)=1/5.

or ( 7% + %5)2=( % + 7%3 )<1, de sorte que vd(x,z)+/d(y,2)<vd(x,y).

Pour 1'indice (6) noté encore d, soient x,y,z de X vérifiant:
x=(101010..0), y=(010110..0), 2=(111110..0).
Alors: d(x,y)=4 ; d(x,z)=d(y,z)=2/3,

de sorte que vd(x,z)+vd(y,z)<vd(x,y)

Remarque 8

Pour un nombre de signes n inférieur aux contraintes indiquées, la struc-
ture métrique ou euclidienne peut &tre assurée. Ainsi par exemple, pour
n=2, la racine carrée de 1'indice de Kulczinski (5) est une distance (eu-
clidienne) sur X*.
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Rappelons maintenant que si A=(aij) et B=(bij) sont deux matrices d'ordre
{p,q), le produit de Schur (ou de Hadamard)de A et B est la matrice d'or-
dre (p,q), notée A+B de terme général aijbij- La Toi * est clairement

distributive par rapport & 1'addition.

Pour étudier la semi-définie positivité des matrices de similarité, nous
ferons usage des lemmes suivants.

Lerme 3

Soient A et B deux matrices symétriques de méme dimension. Alors si A et B
sont s.d.p., il en est de méme de A*B.

C'est 1e 1emme de Schur que 1'on trouve dans Rao p.77 [15], Basilevski

p.138 [1], Halmos p.173 [11], Mirsky p.421 [14]1, Gower [10]. Nous en rap-
pelons une démonstration trés bréve.

Preuve:

Soient A1,..A. les r valeurs propres (distinctes ou non) strictement posi-
tives de A, et {Y1,..,Y.} un systéme de vecteurs propres orthonormés res-
pectivement associés. Alors A=EAkYkY§

De méme, soient B sbgs les s valeurs propres (distinctes ou non) stri¢-
tement positives de B, et {Zl,..,Zs} un systéme de vecteurs propres ortho-
normés respectivement associés. Alors B=Eu£Z£Zh .

D'ol: As«B= EEAK“K(YkYi)*(ZzZé)'

Mais pour tout k et tout £, si Tke=Yk*Zp, on constate, par définition de
la loi *, que (kai)*(zlzk)=Tk£Tk£-

D'oll 1e résultat, 1'ensemble des matrices s.d.p. formant un céne convexe.
a

Par induction, on en déduit que si A est s.d.p., la composée k fois de
. A%k
A, notés A'", est s.d.p.

Lemme 4
Soit A-(aij) une matrice symétrique s.d.p. Soit a>0 tel que pour tout i
et tout j: Iaij[<a. Alors la matrice B de terme général b;;=1/(a-a;;) est

s.d.p.
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Ce lemme a été &tabli par Gower -[10)-.Nous en rappeions également une
démonstration trés bréve.

Preuve:
. ' . - k
Puisque |a,;l<a , 1'on a: bij'(l/“)[1+E=1(aij/“) 1.

D'ol, munissant 1'ensemble des matrices d'ordre considéré d'une norme quel-
conque, 1'on a:
B=(1/0)12'+ 1im § (17ak*1ya*k.

Fooo k=1
On en déduit le résultat, puisque 1'ensemble des matrices s.d.p. forme un
cone fermé.

Dans tout ce qui suit, lorsque nous parlerons de matrices & gléments in-
dicés par 1'ensemble X i1 sera supposé que X est identifié & {1,..,2"},
dans un bijection faisant correspondre 0 et 2",

Lemme 5
Les matrices de terme général Ryy et nig, (x,g)exz, sont s.d.p.

Preuve:

Soient A la matrice d'ordre (2",n), dont toutes les lignes x sont formées
des composantes Xy,...Xp de x, et 1 1a matrice de méme ordre n'ayant que
des 1 pour composantes. Alors les matrices de terme général "xy et Ny
sont respectivement égales a :

AA' et (I-A)(1-A)'. o

Proposition 4

Les matrices de similarité associées aux indices de Rogers et Tanimoto ( 2),
Russel et Rao (3), et Ochiai (4), sont s.d.p.

Ainsi les racines carrées des trois indices mentionnés, sont euclidiennes.

Preuve:
Pour 1'indice de Rogers et Tanimoto, la similarité s vérifie:
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V(x,y)€X?, s(z,y)=1-d(x,y)=(n-qu)/(n+qu)=(nxy+niy)/[2n-(nzy+niy)].
Dés lors, i1 suffit d'appliquer successivement les lemmes 5,4, et 3 pour
s'assurer que les matrices de terme général (nxy+qiy), 1/[2n-(n1y+qiy)]
et s(x,y), sont s.d.p.
Pour 1'indice de Russel et Rao, la similarité s vérifie:
v(x, )R, s(x,y)=1-d(x,y)= {n’fyln Sy

1 sinon
Si A est la matrice de terme général "xy/"’ et si A est la matrice diago-
nale d'éléments diagonaux (1-n/n), la matrice de similarité est égale a:
A+A; elle est donc s.d.p. par le lemme g,
Enfin pour 1'indice d'Ochia’, la similarité s vérifie:
vuﬁﬁffshdk%ﬂﬁgg.
Si B est la matrice colonne de terme général n., 1€X+, la matrice de terme
général l/lﬁ;ﬁ;, égale & BB', est s.d.p..Dés lors le résultat découle des
lemmes 5 et 3. a

Pour étudier les racines carrées des indices dg définis en (1), nous
ferons usage des lemmes suivants.

Lemme 6

Soient at,--s8p, P nombres réels strictement positifs. Alors la matrice
Ap de terme général 1/(ai+aj), i,j=1..p, est s.d.p; elle est définie-
positive ssi les nombres a;,-.ap sont deux & deux distincts.

Preuve:

Clairement Te résultat est vrai pour p=1. Raisonnons alors par récurrence,
le supposant vrai & 1'ordre (p-1), p22. Soit Y=(y1,...,yp) quelcongue de
RP. Une décomposition en blocs donne :

Y'ApY=(Z'§yp) Ap-l B z ou B est 1a matrice colonne de terme
5 1
.} général ——
B! 1/2ap||¥p 3i*3p

tam. Yt {7ty = 7! ' 2
D'od: Y'AjY=(Z'lyp) [Ap_lz+yp3 “ Z'Ayq2 + ZyPZ 8 + % /zaP.
B'Z + yp/2ap ]
On a ainsi un trinome du second-degré en yp, dont le discriminant réduit
vaut:
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4'=(2'8j2-(1/2ap)2' Ay Z = 2'(BB'~(1/2ap)Ap 412,

soit A'=2'CZ ol C=BB'-(1/2ap) Ap-l'
Le terme général de C est égal a: €;j= 1 - 1

(ap+ai)(ap+aj) 2ap(ai+aj) ’

soit ¢, ;= Z0(2itag)-(aptai)(aptay) . . L (3p2y) (8p725) 1

2ap(ap+ai)(ap+aj)(ai+aj) 2ap (ap*a;) (ap+aj) a;+a;

i,d=1,..(p-1).

D'od, si D est 1a matrice colonne de terme aénéral (ap-ai)/(ap+ai) :
=-(1/2ap)(DD')*Ap_,.

La matrice DD' est s.d.p., ainsi que Ap-l par 1'hypothése d'induction,

Dés lors, par le lemme de Schur, C est semi-définie négative.

On en déduit que 1'on a A'<0 et, par voie de conséquence, Y‘ApY;O. Ap est

donc s.d.p. Supposons maintenant les nombres 315.453p deux a deux distincts

et, par hypothése d'induction, A 1 définie-positive. Reverons au terme

général c;; de C.

p-

La matrice Ap_1 qui est de rang plein, reste de rang plein, en multipliant
ses colonnes respectivement par les nombres non nuls (ap-aj)/(ap+aj), puis
ses lignes respectivement par les nombres non nuls (ap-a;)/(ap+aj); de
sorte que C, de rang plein et semi-définie négative, est définie négative.
Dés lors, si Y‘ApY=O, nécessairement A'=) et donc Z=0; et revenant au trinome
du second degré en Yps cela entraine: yp=0. D'ot Y=0 et Ap est définie
positive. Enfin si pour i#j on a ai=aj, les lignes (ou colonnes) corres-
pondantes de Ap sont égales, et Ap ne peut 8tre définie-positive.

=}

Lemme 7

Soient (X,d) un espace métrique et a un réel strictement positif.

Alors d/Y/a+d? est une distance sans triplet de points distincts alignés.

Preuve :
I1 suffit d'appliquer le lemme 1 avec f telle que: VteR, , f(t)=t//a+t2.
La fonction f est dérivable et vérifie: VtER:, f'(t)=u/(a+t2)3/2



Lemme 8

Soient (X,d) un espace métrique tel que: V¥(x,y)€X?,d(x,y)<l,

et y un réel tel gque: 0<y<3 .

Soit f:[0,1+R, telle que t-f(t)=rt/(3-vt).

alors 0=f(d) est une distance dés que : y€2 .

Pour v<2, il n'existe pas de triplet de points distincts alignés.

Pour y=2, trois points distincts X,y,z sont alignés (avec z entre X et Y)
au sens de § ssi: d(x,y)=1; d(x,2)=d(y,2)=1/2.

Ainsi pour y=2, trois points alignés au sens de 6, le sont au sens de d;
et on constate qu'ils vérifient les mémes relations:
§(x,y)=1; &(x,2)=6(y,2)=1/2.

Preuve :
Commengons par démontrer le résultat pour y=2.

Pour la fonction f, montrons les propriétés suivantes:

: . ' 3/2
i) f est dérivable sur JO 1[ et 1'on a: f'(t)s ———F
R /E(3-2t)3/2

ii) f est strictement croissante et vérifie: £(0)=0; f(1/2)=1/2; f(1)=1.
111)Vhel0 1/2[, f(1/2-h)+f(1/2+h)>1.

Soit ¢:[0 1] » R, telle que o(t)=t/(3-2t).

¢ est dérivable sur 10 1[ et 1'on a: ¢'(t)=3/(3-2t)?>0; d'ou les points
i) et ii). Enfin iii) est assuré en constatant que sont vraies les &qui-
valences suivantes :

f(1/2-h)+f(1/2+h)>1

— \/ /z-h _, [ 17avh
3-2(172-h) \3-2(1/2+h)

- \/I;Zh YN

s  (1-20)(1-h)+(1+2h)(1+h) _ , 1-4h* 4
1-h? 1-h?
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2 2
1+2h° | [1-4h% | 2
1-h? 1-h?

1-4h% _ 1-4h?
1-h? 1-h?

=

<= 1-4h%<1-n?,

8§ est clairement une dissimilarité propre. Soient x,y,z distincts de X;
pour montrer 1'inégalité triangulaire &(x,y)<8(x,z)+8(y,2), considérons
daux cas, suivant la valeur de d(x, 2)+d(y,z).

a) d(x,z)+d(y,z)>l.

Si on a d(x,z)31/2 et d(y,z)21/2, alors par la croissance de f:
8(x,z)31/2, 8(y,2)21/2.

Comme &(x,y)sl (car d(x,y)sl), 1'inégalité triangulaire est assurée; de
plus cette inégalité est une égalité ssi: §(x,y)=1,8(x,2)=8(y,2)=1/2, i.e.
d(x,y)=1, d(x,2)=d(y,z)=1/2.

Si 1'un des deux nombres d(x,z) et d(y,z), soit par exemple d{(x,z), est
inférieur & 1/2, posons d(x,z)=1/2-h avec O<h<1/2 et d(y,z)=1/2+h'.
Nécessairement: hgh'.

Alors, utilisant la croissance de f et iii):
§(x,2)+8(y,z)=f(1/2-h)+f(1/2+h"' )>Ff(1/2-h)+f(1/2+h)>1.

['ot 1'inégalité triangulaire stricte.

b) d(x,z)+d(y,z)<l .

wu€lo 1[ , soit g,:{0 (1-u)] ~R,, telle que g, (t)=f(t)-f(t+u).
Pour t€]0 (1l-u)l, g, est dérivable, et par i):
. 3/2 3/2
gy(t)= -
T RG-20)32 Rmara-2(teu) 1372

Montrons :

iv) weRr, tel que utv<l, g,(0)<g,(v), 1'inégalité etant stricte si v>0.
Soit ¢: [0 1] =R, telle que y(t)=t(3-2t)%

¢ est dérivable sur 10 L[ et y'(t)=(3-2t)23[(3-2t)-6t]=(3-2t)%(3-8t).
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En conséquence, ¥ est croissante de 0 & 3/8 et décroissante de 3/8 & 1.
Mais on a gﬁ(t)=0 ssi y(t)=p(t+u); en conséquence, avec les propriétés
de 1a fonction y, g/ s'annule au plus en point de ]0 (1-u)f.

Comme d'une part g est continue et d'autre part 1:3 g (t)=+=, on en

déduit que g, est soit strictement croissante et iv) en découle, soit
croissante de 0 & t puis décroissante de £ & (1-u); et dans ce dernier
cas, iv) sera encore vrai ssi: gy(0)<gy(l-u). (La condition u+v<l entraine
gu(0)<gy(v) si v>0). On a les équivalences suivantes:
9u(0)sgy(1-u)e==>-f(u)¢f(1-u)- le=>1gf(u)+f(1-u).

Posons u=1/2+ch (Ogh<1/2 , e=%1).

Alors:

gu(O)sgu(1-u)<=elsf(1/2+h)+f(1/2-h),

et désormais iii) assure iv).

Dés lors iv) donne:

wveR, tel que u+v<l, -f(u)sf(u)-f(usv), soit f(u+v)sf(u)+f(v),

1'inégalité &tant stricte si v#0 (oniconstate que 1'inégalité reste vraie
pour u=0).

Utilisant ce résultat et la croissance de f:

8(x,y)sfld(x,2)+d(y,2)], car d(x,z)+d(y,z)<l |

soit &(x,y)<86(x,2)+8(y,z), 1'inégalité étant stricte car x,y,z sont distincts.

Pour achever la démonstration du lemme, i1 suffit de montrer que si
/d/(3-yd) est une distance pour un certain y vérifiant O<y<3, alors pour
tout y' tel que O<y'<y vd(3-y'd) est une distance sans triplet de points
distincts alignés. Dans ce but, appliquons le lemme 7.

d . 1 d .
Vae“:’\/&f37737?3 , i.e. 'TET'\/ -T7a)d ©St une distance sans triplet

de points distincts alignés.

Dés lors, si y' vérifie O<y'<y, i1 suffit de choisir a tel que
y-1/a=y', i.e.0=1/(y-y'), pour assurer que vd/{3-y'd) est une distance
sans triplet de points distincts alignés.



Remarque 9

La derniére partie de la démonstration montre que pour tout y>2,
vd(3-yd) n'est pas une distance dés que pour y=2, & admet un triplet de
points distincts alignés. Si X est fini, cette derniére condition est
d‘ailleurs nécessaire, car si pour y=2, & n'admet pas de points distincts
alignés, alors § appartient & 1'intérieur du cdne des distances sur X.

Proposition 5
Pour la famille {de,eé'lR:} définie en (1}, on a:

i) Pour tout n et pour €€2, la matrice de similarité associée a de est
s.d.p.

11) Pour n34 et pour 6>2, /d_e n'est pas euclidien sur x*.

iii) Pour tout n, /d_e' est une distance ssi 0<3; pour 6<3,

il exist2 un triplet de points distincts alignés (et il ne peut alors
exister quatre points distincts trois & trois alignés) ssi: 6=3;

pour =3, X,y,z distincts sont alignés (avec z entre X et y) ssi :
aa =g , alag=a, , |acl=|ayl.

Ainsi les racines carrées des indices de Sokal et Sneath-Anderberg, Jaccard
et Czekanowski-Dice, sont des distances euclidiennes.

Preuve:

1) Pour tout 8>0, notons sg la similarité associée & dg et s} sa restric-
tion & X*. Alors:

v(x,y)#(0,0) de xZ,se(x,y)=1-de(x,y)=anﬂ/(enxy+qu).

D'od pour 8=2: v(x,y)€x+2,s;(x,y)=2nxy/(2nxy+qzy)=2n1y/(n1¢ny).

Dés lors, i1 suffit d'appliquer successivement les lemmes 6, 5, et 3, nour
affirmer que les matrices de terme général 1/(n_,:-l»ny),n_zy et s;(z,y),
(x,y)ex*?,sont s.d.p.

va>l et V(x,y)€x+z,s§(x,y)<a. D'ol, appliquant successivement les lemmes 4
et 3 on en déduit que les matrices de terme général 1/[a-s;(x.y)] et
sz(x,y)/[u-sz(z,y)l sont s.d.p.

Mais le terme général de cette derniére matrice est égal a:



2 gtz & o aq 1, (my)ex™,

Dés lors, pour tout 6<2, il suffit de choisir a tel que 2(a-1)/a=6,i.e.
a=2/(2-8), pour assurer que la matrice de terme général (Z/ae)s;(z,y), et
par voie de conséquence la matrice de terme général s;(x,y), est s.d.p.
Enfin si Se(resp. Sg) est la matrice de terme généra]vse(x,y), (x,y)€x?
(resp. s§(x,y),(x,¥) X'2), i1 est clair que: Sg= S; 8 , de sorte que
pour 652, Sg est s.d.p. 100 ..1

ii) pour n24 soient x,y,z,t de X* tels que:
x=(11000..0), y=(01100..0), 2=(10010..0), t=(00110..00.
On a: dg(x,y)=dg(x,2) =dg(t,y)=dg(t,2)=2/(3+2); dg(y,2)=dg(x,t)=1.
$'i1 existait une image euclidienne, soit {Mz,My,Mz,Mt} de vdg,
(My.My,M;) et (Mg,M sM,) formeraient deux triangles isocéles, de méme base
MyMz' Notant H le milieu de MyMZ, on aurait:
< = M M2/4= -1/4=(6-
MHZ=M H2=M M2 -M M2/4=2/ (8+2)-1/4=(6 8)/4(8+2)]1.
Mais 1'inégalité triangulaire M MysMH4M M, 1 e. MMig4M, K2, n'est satis-
faite que si 1¢(6-8)/(8+2), i.e. 8¢2.

iii) L'indice de Jaccard (8=1), noté plus simplement d, satisfait aux
hypothéses du lemme 8 (c.f. proposition 2). En conséquence, si 6:X2 ¥R,
est telle que V(x,y)€X?, §(x,y)=vd(x,y)/[3-2d(x,y}], § est une distance.
Mais pour x#y, on a: 6(:,y)=/§;;7t§ﬁ;;?§;§3, de sorte que §=/d;.

De plus, trois points distincts x,y,z sont alignés au sens de vd; (avec

z entre x et y) ssi: d(x,y)=1, d(x,z)=d(y,z)=1/2.

Ces points étant alignés au sens de d, on a (c.f. proposition 2):A,=AxUA,.
La condition d(x,y)=1 entraine, par définition de d, nxy=0, soit Aany=¢.
De méme , la condition d(x,z)=1/2 entraine qy,=ny,, soit avec les deux
derniéres relations ensemblistes, Ny=ny. Et réciproquement Tes conditions
AZ=AIUAy, AznAy=¢, Ny=ny imposent 3 d les valeurs indiquées.

Enfin quatre points distincts ne peuvent &tre trois & trois alignés au sens
de /33, puisqu'ils ne peuvent 1'étre au sens de d (c.f. proposition 2).
Appliquons maintenant le lemme 7 3@ la distance /d;.

Pour tout o>0, si &: X2 ~R, est telle que v(x,y}€x?,
g(IaY)=/d3(I,y)/ﬁ&+d3(r,y), § est une distance sans triplet de points dis-
tincts alignés. Mais pour x#y,
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3(x,y)=(m1:'r)/‘1ry/ (53 "ey*zy]

Dés lors, pour 6<3, il suffit de choisir o tel que 3a/(a+l)=8,i.e.
a=6/(3-8), pour assurer que (I/JE:T)/HE, et par voie de conséquence /ag.
est une distance, sans triplet de points distincts alignés.

Enfin, soient x,y,z de X tels que:

x=(100..0), y=(0 1 0..0), z=(1 1 0..0). Alors:

dg{x,y)=1, dg(x,z)=dg(y,z)=1/(6+1); de sorte que 1'inégalité triangulaire
vdg(x,y)</dg(x,2)+/dg(y,z) n'est satisfaite que si:
152//8+1, soit 6<3.

Remarque 10

Pour 8<1,la semi-définie positivité de la matrice de similarité peut-étre
démontrée plus simplement, comme cela est fait pour les trois indices in-
tervenant dans la proposition 4. En effet:

v(x,y)ext?, 53(1-¥)=9"xy/["'(“i§+(1'°)";y)]' de sorte que les Temmes 5,

4 et 3 assurent le résultat.

Remarque 11

Pour n24, i1 y a donc équivalence entre T1a nature euclidienne de /H; et la
semi-définie positivité de la matrice de similarité (celles-ci &tant sa-
tisfaites ssi 6<2). Mais pour n<4, cette équivalence n'est pas assurée.

A titre d'exemple, pour n=2, le calcul montre que la matrice de similarité
est s.d.p. ssi 9s1+/7, et /dg est euclidienne ssi 8gl+v3.

Pour 1'indice de Sokal et Sneath dé&fini en (7), on a la proposition suivante .

Proposition 6
Pour tout n, la racine carrée de l'indice de Sokal et Sneath (7) est une

distance sans triplet de points distincts alignés.

Pour n suffisamment grand, cette distance est non-euclidienne sur x*.

Preuve:

Considérons la distance de Hamming pondérée (M.G. Kendall, Sokal et
Michener), notée d, et vérifiant: v(x,y)€X?, d(x,y)=q1y/n.

Cette distance satisfait aux hypothéses du lemme 8. En conséquence, pour
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tout réel y vérifiant O<y<2, est une distance sans triplet de points
distincts alignés, la dissimilarité & telle que :

2 a7~ , i
V(x,y)€X*, 8(x.y)=/a, /(30-vq,,) , i.e.
=/773 2y
6(xvy)" 2/3 A]xyl(zn' B qu)
Dés lors, il suffit de choisir y égal @ 3/2 pour assurer le premier point
de la proposition.

Pour tout n24, soient p et h les entiers tels que: n=4p+h (Ogh<3).
Soient x,y,z,t de X* (fonctions de n) vérifiant:

x= 1100 1100 0..0
y=0110 0110 0..0
2= 1001 1001 0..0
t= 0011 0011 0..0

p fois h signes

Pour 1'indice de Sokal et Sneath (7) noté d,, 1'on a :

dn(2:9) e (2.2)dy (£,9)=8, (£,2) 292205 5 dnly>2)=dy(m,t)= 72 .

Par un raisonnement semblable & celui tenu dans les contre-exemples 2,

avec un passage & la limite sur un ensemble indépendant de n,Y={x,y,z,t} .
en bijection avec {x,y,z,t}, il est clair que lorsque n tend vers 1'infini,
Ta transposée de d, dans cette bijection tend vers une limite, soit §. On a:

6(x,¥)=8(x,2)=8(L,y)=6(t,2)=1/3; 8(y,2)=8(x.t)=1.

Mais un simple contrdle montre que pour les quatre signes intervenant p
fois, la dissimilarité dy définie en (1) avec 6=4, n'est autre, a une
bijection prés, que 6. On en déduit, par la proposition 5, que V& n'est
pas euclidienne. Dés lors, puisque /& appartient & 1'ouvert complémentaire
de 0%, /3; n'est pas euclidienne pour n suffisamment grand (notons d'ail-

y —
leurs, que /dn n'est pas euclidienne dés que n est multiple de 4).



6. QUELQUES PROBLEMES D'APPROXIMATION

Dans une optique factorielle, lorsqu'une dissimilarité d est non eucli-
dienne, il est d'usage d'approcher d par une semi-distance euclidienne d,,
et de poursuivre 1'analyse 3 1'aide de d«. Différentes approximations ont
&té proposées dans la littérature. Deux d'entre elles, connues sous le

nom de techniques de la constante additive, consistent & majorer d par
une constante minimale afin d'obtenir une distance euclidienne ou & majo-
rer d par une constante minimale afin d'obtenir un carré de distance eu-
clidienne. Rappelons que 1'existence de ces constantes est assurée. Pour
la seconde approximation, la constante minimale est bien connue -voir, par
exemple [3]-: elle est &gale & 2|y| ol vy est la plus petite valeur propre
de 1a matrice de Torgerson d&finie au paragraphe 2; et pour la premiédre ap-
proximation, Cailliez ~[2]- en a donné récemment une caractérisation en
termes de valeur propre d'une certaine matrice.

Etudions 1'impact de ces approximations sur les indices dj et /dg définis
en (1). Dans tout ce qui suit, n est fixé, X désigne un domaine quelconque
de X, d est la distance sur X valant 1 pour tout couple d'éléments dis-
tincts, et 1a méme lettre désigne indifféremment une dissimilarité sur X
et sa restriction & X.

Pour tout >0, tout (x,y) de X?vérifiant xfy, et tout ¢ de R4, on a:

C
ST oyt Ay
dg(x,y)+c= gﬁ-gfﬁ- +c=(c+l1) By "y

Ceci nous conduit & introduire une famille plus vaste, soit
{d},66RY. AR, ,0¢)<8) définie par:

ANyy+ :
si X#y
BNy +
(8) V(zyIext, dlxy)a]
0 sinon

Inversement, étant donné un élément de la famille (9) définissons ¢>0 par:
6c/{c+l)=" , 1i.e. c=x/(8-1). Alors: de+cd (c+1)d

Ainsi,dés que de est une distance, il en est de méme de d9

En particulier, il résulte de la proposition 2: vegl, vA{O<x<8), dé est
une distance.



La quantité Anxy ne plaide pas en faveur d'une dissemblance; i1 est donc
souhaitable que A soit petit. Mais pour 2=0, de, et /ﬁ; pour 6>2, ne sont
généralement pas euclidiennes -contre-exemples 2, nroposition 5-. Aussi
pour & et A fixés, on peut chercher & approcher dé (resp./ﬁ§3 par dé°
(resp./ﬁ——), Xo(resp.\)) étant la constante minimale pour laquelle dé°
(resp./@éo ) est euclidienne. La proposition suivante assure, entre autre ,
1'existence de ces constantes et les 1ie aux constantes additives appli-
quées respectivement & d} et /ag.

Proposition 7

Pour tout >0, le probléme min{A|0<A<8, déeﬂ;}, (tesp.min{klO$A<9,/§§€D§}

admet une solution, soit A (resp.\} ) En outre, pour tout A tel que

0SA<A, (resp. 0<A<X}), si c,(A) (resp cy(X)) désigne min{c€r, l(d +cd)€Ue}
(4] 0 0 5}

(resp.min{c€r ]/dg €U }, l'on a :

co(A)=(XO-A)/(8-Ao (resp. CO:A)=(A5-A)(6-X5)), et donc c0(0)=Ao/(6-Xo)
(resp. c6(0)=A6/(e-A6)).

Ainsi, la constante additive en termes de dissimilarité appliquée 3 dA, et
la constante additive en termes de carré de dissimilarité appliquée & Mﬁgz
sont des fonctions 1inéaires de A; co(k) et cé(x) sont connues dés que le

sont respectivement ¢, (0) et c4(0)-

Preuve :

Munissons Dy d'une norme quelconque Alors, quand X croit vers @, d
(resp. dx) tend vers d. Or d est euclidienne, de dimension nax1mum (el]e
a pour 1mage un simplexe normé); d appartient donc & 1'ouvert Da Cela
suffit pour affirmer que pour A suffisamment grand, d; (resp. /?g)
est euclidienne, et que 1'ensemble, soit Z (resp. Z'), des contraintes du
premier probl&me d'optimisation est non vide. Dé&finissons alors Ao

(resp. Ag) par :

Ay = inf{A[X€Z} (resp. Aé = inf{A|A€Z'}),et soit {Ap, peEN*}

(resp. {A', peN*}) une suite de réels de Z (resp. Z'), convergente vers
Ay (resp. A} ) Clairement, quand p-o, d)‘p (resp. dAP ) converge vers

dAo (resp. JHA 0) ; et comme DA est fermé, d o (resp. /dx 0) appartient
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a D§ . Enfin, pour tout A tel que OgAsA, (resp. Osxslé ), tout

c20 et tout (x,y) de %2tel que xty, on a :

A+c8)n, + (c+l

A =
dg(x.y)+c o7 Oy

= (c+1)dg(x,y) avec p=(X+c8)/(c+l1),

fonction strictement croissante de ¢, vérifiant : Agu<® .

Soit k (resp.k') tel que Ay =(A+k8)/(k+1) (resp. Aj=(A+k'8)/(k'+l)), i.e.
k=(2y=A)/(0-1,) (resp. k'=(x;-1)/(8-13)) 3 dg+ka (resp. /ég:;Té ), égale

a (k+1)d2° (resp. /(k'+l)d35 ), est euclidienne.

De plus, vc (resp. vc') tel que Ogc<k (resp.O<c'<k'), dg+ca

(resp. /G%IET§3 est égal a (c+1)dg (resp./fET:ESng) avec u<ig (resp.u'<xé);
de sorte que, par définition de A, (resp.ké), d;+c3 (resp./ég:zTg) n'est

pas euclidienne. Dés lors, k (resp.k') n'est autre que co(x) (resp.cé(k))

défini dans 1'énoncé.

A titre d'exemple, pour n33, soit §={x,y,z.t} avec :

x=(1100..0), y=(1 0 10..0), z=(0 1 10..0), t=(1110..0).

L'indice de Jaccard (6=1) n'est pas euclidien sur X, car Ag=h UAy=A UA,
-remarque 6-. Un simple calcul géométrique montre que A= (2-/3)/(2/3-1).
Réaliser une analyse factorielle d nartir de 1'indice de Jaccard sur X par
usage de la technique de l1a constante additive en termes de dissimilarité,
revient .donc a utiliser, & une constante multiplicative prés, 1'indice
euclidien dé vérifiant:

v(u,v)EX?, ufv, dgu-v)=

[(2-v3)/(2/3-1)Inyy+qyy .
Nyv+Qyuy

Afin de ne pas bouleverser la forme analytique des é&léments de la famille
(1), on peut également approcher un indice de (resp. /Eé) donné ,par un

indice deo {resp. /E;g),eo (resp.6;) étant la cgnstante maximale inférieure
a 0, telle que deo (resp. Jﬁgg ) soit euclidien. La proposition suivante
assure 1'existence de cette constante, et 1a lie d@ une approximation qui
dérive de la transformation intervenant dans le lemme 2 (resp. lemme 7).
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Proposition 8

Soit de (B€RY fixé) un élément de la famille (1). Alors le probléme
max{8|0<6<o, d*EUe} (resp.max{8|0<8<6, /G;kﬂe})admet une solution, soit
8, (resp.6’ )

Si de(resp./aé) n'est pas euclidien, le probléme max{dﬁR:[de/(Gﬁie)EDe}
(resp.max{aGRﬂ/W)GD;}) admet une solution, soit @, (resp.ag);
on a de plus: 0.0=90/(9-90) (resp.aé-—-eb/(e-eé)),

Ainsi si dg (resp.v/dy) n'est pas euclidien, dg/(a+dg) (resp.v/dg/(o+dy))
n'est pas euclidien pour tout a suffisamment grand, bien que sa limite
(lorsque o terd vers 1'infini) soit euclidienne.

Preuve:

Munissons 74 d'une norme que]conqge. Quand ® tend vers 0, dg (resp./ﬁg)

tend vers 4, élément de 1'ouvert V€. D&s lors, le domaine des contraintes
du premier probléme d'optimisationxest non vide, et 1'existence de 8o
(resp.6,) est assurée par le fait que D2 est ferme.

Si dg (resp /Ue) n'‘est pas euclidien, pour tout a de R*, définissons 1'indi-
ce §, par ¢ -de/(u+de) .

Pour tout (x,y), différent de (0,0), de X2, 1'on a:

8 (x,y) =q,, /[cen +(“+1)qzy

D'odl : VaeR}, §,=[1/(a+1)] dj avec §=08/(a+1) fonction croissante de a.
Définissons alors a, (resp.a}) par aoe/(a°+1)=e° (resp.uée/(a5+1)=eé),

i.e. ao=e°/(e-e°) (resp. a5=eé/(e-eé)).

L'indice G“o (resp:¢§;;), égal a [1/(a°+1)]deo (resp.le/(a5+1)]deé est
euclidien. Et, vo>a (resp.a>a6) définissons 8 (resp.8') par :

8=a6/(a+1) (resp.8'=a8/(a+1)); on a 8>8, (resp.8'>g)),de sorte que par
définition de 8, (resp.8;)), &, (resp./@ZD n'est pas euclidienne; ce qui

prouve existence et solution du deuxiéme probléme.
o

Si dg (resp./ﬁa) est euclidien de dimension maximum (ce qui est le cas
pour 6 suffisamment petit), alors si ¢ -del(a+de), pour tout o suffisam-

ment grand, Ga (resp./8y) est euclidien, de sorte que sup{a€R+|6a€D§}-*w
(resp. sup{aER | /5 €D§}-*»)
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Malheureusement, nous ne pouvons pas proposer de solution numérique

pour les approximations précédentes. Méme une discrétisation de 1'inter-
valle ]0 6] ne saurait nous fournir une valeur approchée de 8, (ou 66),
puisque nous ne savons pas si le domaine des contraintes est connexe.

TABLEAU SYNOPTIQUE

INDICE FORMULE DE NATURE DE MATURE DE |{REFERENCES
DEFINITION d /d
d(x,y);xty
Sokal-Sneath distance distance prop. 2
Anderberg:e=% ssi: 8¢l ssi: 8<3 cont.ex.2
enxyiq
Jaccard: 6=1 xy vegl,distance distance prop. 5
non-euclid. euclid.
Czekanowski- (6>0) ssi: 852
Dice: §=2
Rogers- 2q distance distance Corol.1l
Tanimoto 'ﬁ?ﬁ;?' non-euclid. euclid. cont.ex.2
prop. 4
Russel- N distance distance prop. 3
Rao "J;%TJQL' non-euclid. euclid. cont.ex.2
prop. 4
i = distance cont.ex.l
Ochiaf 1- '—:?n_ﬂ;— non distance euclid. prop. 4
Kulczinski 1- g§¥(}__+ 1 non-distance| non-distance cont.ex.1
Nx y cont.ex.3
. . cont.ex.l
Kulczinski '%i;' non-distance| non-distance cont.ex.3
Sokal- a . distance cont.ex.l
Sneath 'Zﬁféi;_ non -distance non-euclid. prop. 6
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