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Résumé : Dans cet anticle, £a notion de T-codage ou codage pat une transition est
utilisée dans Le but d'adapten Les moddles classiques de 2'Analyse Factonielle des
Comespondances (A.F.C.] et de L'A.F.C. géntraliste 4 certaines situations con-
cnites (A.F.C. d'un couple de varniables aléatoines (V,,Vz) connaissant un couple

de v.a. (x,,le et La Lol conjointe, prise en compte des incertitudes et des errewws
de meswres présentes dans un corpus de donnde ...). Ceed conduit alors & définin

Le T-codage sun des espaces produits, & &tudien Les problfemes d'indipendance entre
Les codages des différentes variables, Leuns cons@quences sun Les analyses et enfin
a abonden Les questions d'estimation et de convergence des codages, puis des ana-
Lyses,

Abstract : In this paper, the notion of scaling through a transition probability
will be used in onder to adapt the classical patterns of Correspondence Factoriak .
Analysis (C.F.A.) and of Multipfe Comrespondence Analysis to some practical expe-
niences (C.F.A. of a random varicbles pair (¥,,Y,), given the R.V. pair (Xg,X,)

and the joint distribution, after taking into’account the dublousness as well as

the errons of measwrement inherent in any data set ...). This can enable thus to
define on spaces products the sealing through a transition probability study the pro-
blems of independence between the scaling of different R.V., their condequences

on analyses, and finally naise up the questions of the estimation and convergence

of a transition prcbability and 0§ analyses.

Mots clefs : Analyse Factonielle des Comrespondances, Codage, PrebabllitE de
Transition.
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1 - INTRODUCTION

I1 est fréquent, en pratique, d'avoir 3 &tudier un ph&noméne décrit par une
variable aléatoire (v.a.) Y inobservable (ou bien trop coliteuse 3 observer). Pour
pallier 3 cet inconvénient 1'étude de ce phénoméne se fait au travers d'une v.a. X
qui est ~elle- observable et dont on peut estimer la liaisom avec Y (en laboratoire
ou sur un &chantillon~test). Dans le cas ol Y est une variable qualitative multi-
dimensionnelle, une étude descriptive peut conduire 3 1'utilisation de 1'Analyse
Factorielle des Correspondances (A.F.C.) si Y est de la forme (YI'YZ) ol 1'A.F.C.
généralisée lorsque Y est un m-uple (YI’YZ""'Ym)' Pour déterminer cette analyse,
il suffit de connaltre (ou tout du moins d'estimer) la loi de Y. Celle-ci est dé-
terminée (peut étre estim@e) d&s que l'on connait (sait estimer) la loi de X et
la loi conditionnelle de Y 3 X.

Cette approche peut &tre utilisée en particulier dans le probléme concret
(2 l'origine de cet article) exposé par P, BESSE [1] et que l'on peut résumer ain-
si : des témoins observent un ensemble de phénom@nes représentés par une variable
qualitative multidimensionnelle Y dontils font une estimation X (narration des té&-
moins). Le probléme est alors le suivant : comment rendre compte de Y 3 partir de
1'étude faite sur X ?

En utilisant les outils introduits par J,F. MARTIN [8] sous 1l'appellation de
codage '"flou' (ou codage par une probabilité de transition), ce travail s'inscrit
dans un cadre plus large visant 3 intégrer aux analyses factorielles les erreurs
de mesure, de classement, les problémes d'arrondi ou de lissage ... qui peuvent
apparaitre lors de l'observation des variables.

Ainsi, aprd@s avoir &té sommairement rappelée, la notion de codage est &tendue
2 des espaces produits de fagon 3 pouvoir &tre appliquée 3 des couples (ou des m-
uples) de variables. Ceci conduit alors 3 des problémes d'indépendance (indépendan-
ce des erreurs entre elles, indépendance entre l'erreur sur une variable et les
autres variables ...) qui sont discutds, Enfin, les problémes d'estimation et donc

de convergence sont résolus.

Remarque : Ce travail se rapportant 3 1'A,F.C. classique, toutes les tribus con-

sidérées par la suite sont de cardinal fini,



2 ~ T-CODAGE QU CODAGE PAR UNE TRANSITION

En pratique, les analyses factorielles non-linfaires utilisent essentiellement
des fonctions indicatrices de modalit&s (pour des variables qualitatives) ou d'in-
tervalles (pour des variables quantitatives), pour modéliser les situations 3 ana-
lyser ; ceci revenant 2 employer le codage disjonctif complet. La simplicité d'em-—
ploi et de mise en oeuvre de cet outil (qui permet d'exhiber simplement une base
orthonormée) est aussi cause de sa rigidité, de son inadaptabilité 3 certains pro-—
blémes spécifiques. C'est pourquoi certains auteurs ont introduit d'autres formes
de codage faisant appel i des fonctions spline (D. LAFAYE de MICHEAUX [6] ,

J.0. RAMSAY - S. WINSBERG [11] et [12] , J. VAN RIJCKEVORSEL [I37 ) ou bien 2 la
notion de codage flou (J.P. BORDET [2] , J.F. MARTIN [8]) - notions reprises trés
récemment par J.L. MALLET (7] et J.M. GAUTIER , G. SAPORTA [5] ~. On peut encore
citer D.M. TITTERINGTON [14] qui a développé des outils similaires - estimation

de densités de probabilit&s discr@tes par la méthode des noyaux - pour l'étude de
dcnnées catégorielles.

Parmi ces divers mod&les, 1'approche probabiliste due 3 J.F. MARTIN ([8] (codage
par une probabilité de transition) a &té choisie, car elle semble la plus adaptée,
et ce pour différentes raisons :

* elle est synthétique et englobe les autres approches.

* le cadre précis dans lequel elle est développée permet de donner une signifi-
cation au codage, et donc d'interpréter les résultats.

* enfin et surtout, ce n'est que dans ce cadre qu'il est possible de parler

d'indépendance de codages (des différentes variables 3 analyser cf. 4.[.):

2.1 - rappels et notations

On rappelle ici sommairement les notions introduites par J.F. MARTIN [8] , au-
quel on renvoie pour ce qui est des démonstratioms.

Le codage par une (probabilité de) transition permet de tenir compte de cer-
tains probl2mes parasites qui peuvent survenir lors de la saisie des données :
erreurs de mesure, erreurs de classement, "bruit" qu'il faut lisser, erreurs sys-
tématiques d'arrondi ou encore, comme dans le cas qui nous intéresse, l'analyse
d'une variable Y 3 1'aide d'une autre variable X,

Le principe adopté est alors d'associer 3 une observation x = X(w) une proba-

bilité (i.e. un codage)



Px sur un espace (F,%) servant i apprécier l'imprécision de la mesure. S'il n'y
a pas d'imprécision (ou si l'on ne veut pas en tenir compte), il suffit d'employer

le codage disjonctif classique.

Gk s nLEons
Soient (E,£) et (F,¥) deux espaces probabilisables et P une transitionm

sur (E,E) xF , c'est-3~dire une application,

€8) xF — (10,11, % |
(x,B) ——— Px(B)
telle que :
(i) ¥x € E B — Px(B) est une probabilité sur (F,F)

(ii) ¥B e ¥ X — Px(B) est mesurable de (E,é) dans ([0,”:3}0’1])-

Si X est une v.a. définie sur (R, Q) i valeurs dans (E,g), alors l'applica-
tion Px :
@@ xD — ©0,13,8;, |y

(WyB) —— P

X(w) ®

définit une tramsition sur (Q,@) x 5 .

Déginition 1
On appetle T-codage sur (E,E) refatif & 5 (resp. T-codage de X nelatif a % )
une tansition P surn (E, &) x5 (rnesp. une transition Py sun (2,01) <& ).

Déginition 2 :
Un T-codage sun (E, &) relatif & F déginit pour tout B de F une application
meswwuable ¢z définie par :

%+ (E,8) — 100,11,% 1)
X —— ¢B(X) = PX(B)

est appelZe fonction de codage {associée @ B).

Exemples

* Au _codage disjonctif classique est associde la transition

P=§ : (x,B) —r Px(B) = Gx(B) (ol Gx désigne la distribution de

Dirac au point x) et, dans ce cas, les fonctions de codage sont les indicatrices :

tg(x) = IIB(x) .



Le_codage conditionnel : Soit (X,Y) un couple de v.a. définies sur (Q,Q.,u)

3 valeurs dans (E x F, é o ¥ ) ; pour tout B de 5" ,» la fonction ;
: (E 0,13,%
¢B ( ’&) —_— ([ » ]) O,I])
Xax
b ———'¢B(X) Eu (-HB o Y)

(ol Eff.x(_l]:B ° Y) est encore la probabilité conditiomnelle plY € B/x-x]) est une
fonction mesurable.

Si, de plus, il existe unme version régulidre de la probabilité conditionnelle

de Y 3 X, l'application :
(Eoé) X$ — ([oyl]!gbto’l])
(,B) P (B) =00 = EN (I, o D)

est une tramsition sur (E,§) x% et on appelle T-codage conditionnel de Y en X
la transition sur (Q,Q) xF
X
Px : (w,B) —— Px(w)(B) EELI (HB ° 1)1 (w.

de]lB ° Y en X.

Remarque : La fonction de codage g n'est autre que la fonction de régression

T-codage d'une probab.llité
Lorsque (E, £) est muni d'une probabilité v, le T-codage définit une probabi-
lité sur (F,%) par :
@ —— [oll]
B —— E[P.(B)] = JE P (B) dv(x) = I-:v(%).

Elle est appelée probabilité codge de v par P et notée E\)(P) (ceci correspond
3 la notation VP de J. NEVEU [10], image 2 gauche de la probabilité v par P con-
5idéré comme un opérateur sous-markovien).

Avec les notations des paragraphes précédents, si uyg désigne la loi de X,

la probabilité codée de W, Par P est &gale 3 la probabilité codée de u par Px :
X) '

Eu (p) = EU(P

X
Exemples :
* S1 P est la transition associde au codage disjonctif, on a :
E, (B) =E, (§) =u
UX uX X
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Si P est la transition associée au codage conditionnel, on trouve :

~vBeF [, (1B =E, [P (B)]
X X
- IE PX(B) dux(x)

- Lz Po() (B) du(w) = 1 (B).

2.2 - T~codage sur un espace produit

Position du probleme

La variable X 3 laquelle est appliqué le T-~codage peut &tre un couple (xl,xz)
ou méme un m-uple (xl,...,xm) prenant ses valeurs sur un espace produit (El X ..., X
Em’ 81 @ ... ® gm). Comment peut~on construire le codage de X 3 partir de celui
des Xi (i=1,...,m) ?

Soit done (E, £,v) un espace probabilisé et (F,g) un espace probabilisable

E=ElXE2,F=F1>cF2 et gséle€2,$=gﬂo@'2.

On note P une transition sur (E,&) x &

tels que :

T-codage marge
Pour tout x de E, Px est une probabilité sur (F,%) et on peut considérer ses

marges sur chacun des espaces (Fi'?i)i-l 2 soit iPx ces probabilités. On a :
1 s L
Vxe¢E,¥ ¢ &, , P(B)= £ P )
i 1 x 1 2
=1
s, ), 2 :or (st
VBZ € 20 Px(BZ) = k:l Px(Bl x 82)

x(Bl x B

- k 2 . s
ol {Bl}k=l,...,r (resp. {Bz} s) dészg.ne une partition de FI (resp. de Fz)

2=l,...,
engendrant ?l (resp. @2).
P (B) étant une application mesurable pour tout B de? » les applications

*p (Bi) (i=1,2) le sout aussi, comme sommes finies d'applications mesurables.

Ainsi | 1P est une tranmsition sur (E,é) x ?i'

Déginition 3 ; .
On appelle T-codages mange de P, Les transitions “Psun (E,E) x ?i , telles
que poun tout x de E, Les Lois “'Px sun (Fi.’ ?4._) s0dent Les manges de Px'



Proposition 1 ’
La Loi v codle par un T-codage marge “P de P, est La mange de £a probablilité
codée de v pat P, so0it :

< L
LE,(P)] = E (*P).
La démonstration est évidente par interversion des signes de sommation.

Codage produit

si p* désigne un T~-codage sur (Ei’éi) relatif 53;i et si 3’ est le semi-anneau

des ''rectangles" :

- {Bl x B, / B € S:l et B, ¢ ?2} , on définit l'application

P = Pl ® Pz sur (E,E)xg par :
P : (E,g) xf —*([orl]’g)io l])
(x = (x,,%)),B, x B,)) —— P (B, xB,) = P. (B)) xpi (8

).
1 2 2

Proposition 2
P est un T-codage sur (E,E) relatif a 5. 5', ® 92 .
Démonstration :

'%l et @2 étant finies, on peut décomposer tout élément de S}(l ® gz en
une réunion finie d'ensembles minimaux deux 3 deux disjoints et ainsi définir P
sur E x ‘g .

Soit :

n . . n . .
i i i i
Px(B) Px(-u Bl x Bz) = 'Z Px(Bl x Bz)
i=] i=1
n . .
I 1 2 i
= 'Z Px (Bl)'Px (Bz).
i=] l 2

D'autre part, pour tout B de$y , 1l'application : x » Px(B) est mesurable comme

somme finie d'applications mesurables. [J

Si 'P est un T-codage sur E relatif 3 g:i. , on définit :

| 2
¥k eE, VB, x B, ¢ 3 , P(B, x By = 'P_(B) . "B (B,

= ('Pe P, (B xBp).

1 2 ¢ 2)



Pe 2P est de méme un T-codage appelé codage produit de ses marges.

Si Card l:'.l = p , Card EZ = q et si les tribus q;l et @‘2 sont engendrées
par des partitions de cardinaux respectifs r et s, on voit alors que la défini-
tion d'un T-codage sur E relatif 3 § nécessite la connaissance (ou du moins dans
la pratique l'estimation) de p q r s termes.

On aura donc tout intér8t 3 se ramener, si cela est possible, 3 des codages
produits plus simples, puisque :

= pour le produit simple, il suffit de connaitre pr + qs termes.

* pour le produit des marges, 1l suffit de connaltre pq(r+s) termes.

3 - ANALYSES ET T-CODAGES

3.1 - Rappels et notations

L'A.F.C., peut &tre introduite de différentes manidres équivalentes entre

elles. Nous en utiliserons deux au cours de cet exposé :

Analyse canonique [A.C.) d'une probabilité sur un espace prodult
Soit (X‘,XZ) un couple de v.a. défini sur (Q, &,p) et 3 valeurs dans
(El X EZ), ‘8’1 ® % 2). On désigne par Qk (k=1,2) les tribus complétées de

)ﬁ:l(&k) et, respectivement, par{a;}iﬂ,'”,p et{a%}j'l,”" les partitions finies

q
de Q qui les engendrent. On pose :

; q

= ok J = = i
Pj; Tulapnay) , py 551 Py "ulep
P i
P T E) P Tele)

On note My = u(xl’xz) 1'image de p par (xl’XZ) sur (!-:1 x E2, fl e ‘€ 2),

My et Uy ses marges et A le produit My eux
1 2 1 2
Wy admet relativement 3 )\ une densité qu'il suffit d'expliciter sur les pq
] j .
modalités ({xi} x {xz}) de (X],Xz) :
dy,
(X, X))
dA

i ]
u(alnaz) Pij
(ai) (c.j) x
LAl Bl ] Pi.7P.j

()} x G b =



On sait (cf£. J, DAUXOILS et A. POUSSE [4]) que 1'A.F.C, de (xl,xz) peut
alors étre définie comme 1'A.C. de g+ Elle est obtenue par 1'analyse spectra-

le de l'opérateur Exl o Ex2 2 oid 1'on a :
)

X X 4 Ppij
Eliget’(@) —h=E'@ tq:n@) = 5 Aog)
j=1 ?i.

X X P Py;
E2:fet’ (@) —s k=E2(D  tq: k(i) = 5 = £00)
i=1 P.j

ol f(i) (resp. g(j)) désigne la valeur prise sur u? (resp. a;) pour i=1,...,p
(resp. j=1,...,q).

Ces opérateurs ont pour matrices, relativement aux bases (Iui}'=l et
1 i=le.ohp
. 2 2 . -1 -1t
cﬂa%}j-l,...,q de L°( Ell) et L ((Lz), respectivement Dl T et D2 T, o0 T est la
matrice de terme général Pij et Dl (resp. Dz) la matrice dlag(?i.)i=l,...,p

(resp. dlag(P.j)j-l,...,q

L'A.F.C. est alors obtenue par l'analyse spectrale de la matrice :
-1 -1t
Dl T D2 T.

).

A.F.C. en Zant qu'A.C.P.
Si on note encore (on confond les notations par souci de simplification) :
- . - . vias :
X, (Ia}}i=l,...,p et X, {Hug}j=l,...,q les paquets d'indicatrices, une
fagon plus classique d'introduire 1'A.F.C. de (xl,xz) est de la définir (cf.

par exemple CAZES et all. [3]) comme 1'Analyse en Composantes Principales (A.C.P.)

du tableau Z = il obtenu en superposant les deux paquets d'indicatrices. Le
2

schéma de dualité associé s'écrit :

o)
I
+ =
®PTI L Z =X i@, . =r"
M v v p =11
n n n
t
. 2
RP q Z > L (Qv pu)
KTELT VI: 0 t
ol V = [ et M= -1 avec vij =X, D, Xj .
Va1 Uy 0 Va2



Cette A.C,P. est obtenue par 1'analyse spectrale de 1'opérateur W o Dn

représenté par la matrice :

T t. -1
X Vin Xy By * Xy Vo X, D

3.2 - A.F.C. codée

Introduction

J.F. MARTIN [8] a déja décrit quelques applicatioms du T-codage (ou codage
flou) aux analyses factorielles (A.C.P. d'une probabilité codée, A.C. non liné-
aire d'un couple de v.a. codées ...) permettant entre autre d'introduire dans le
modéle des notions d'erreurs de mesure, d'arrondi, ou encore de lissage de va-
riables quantitatives. Un autre type d'application est proposé ici, concernant
cette fois les variables qualitatives et donc l'A.F.C. . Il permet de tenir
compte des erreurs de classement des individus 3 1l'intérieur de chaque modalité
ou encore d'estimer 1’analyse de la v.a. Y "cofiteuse” 3 observer par l'intermé-

diaire d'une variable X plus facilement accessible.

A.C. T-codée d'une probabilité

Définition 4 :

Soit v une probabilite sun (€, x E) € e &) et P, wnT-codage relatif
a Q‘, e F 7 » on appelle analyse canonique T-codée de v, £'A.C. de fa Lo
E,(P) sur L'espace (F; x Fys g:, ® @Z).

A.F.C. codée d'un couple de v.a.
De méme, si X = (xl,xz) est une v.a. définie sur ¢Q,&.,u) a valeurs dans

(El x EZ, Z?i ® Eﬁz) muni de la loi image My de py par X, on a :

Déginition 5 : )

S P est un T-codage sun (E; x E,, g, o € ,) relatif a S, e g On
appelle A.F.C. T-codée de X, £'A.C, de £a L0i E [P) sur 2'espace produit
(Fy < Fpo T e ). #X

Si ]P et zP désignent les T-codages marges de P, cette analyse est obtenue

3 partir de l'explicitation de la densité



dE  (P)

dEu(Px) Px

1 2 1 2
dr Ep(Px) ® su(Px)] d[Eux( P) @ E“x( P)]

3.3 - m-A.F.C. codée

Déjinition

Une généralisation possible de 1'A.F.C. & plus de deux variables qualita-
tives s'@tablit 3 partir de la définition donnée en 3.1.

Considérons m variables ayant chacune P modalités, on est conduit au

schéma de dualité suivant :

L e 2= %
R t.a,w =&
M v W D =1/nl
n n
m
L p.
=Py t
Rx I Z > Rn

= = t - i -1
ol V [Yij]i-l....,m avec Vij xi Dn xi et M d1ag(Vii)

i=1,...,m
j=1,...,m
L'analyse cherch@e est alors obtenue par l'analyse spectrale de l'opé&rateur

cZMZDn ou encore par celle de l'opérateur 4 o V.

Remargue :

Dans ce type de généralisation de 1'A.F.C., seuls interviennent les tahleaux
Vij croisant toutes les variables deux 3 deux ; c'est-3-dire qu'il n'est pas
nécessaire de connaitre la loi de X = (Xl,...,Xm) sur toute la tribu

fl @ ... ® %m , mais seulement ses "marges d'ordre deux'.

m-A.F.C. codée
La notion de T-codage sur un espace produit introduite en 2.2 - se généralise .

sans difficulté a plus de deux espaces ; on obtient encore une tramsition sur

(E=E x...xE, € -C‘G’l ® ... e%m))x (?'l ® ... OS’m)-



D'autre part, compte tenu de la remarque précédente, la m-analyse ne né-
cessite que la connaissance des "marges d'ordre deux" de la loi Eu (P) pour
L. . X
le calcul de la densité, soit :

V(i,i) e (1,...,m}°

, ME, @] = E, *p)
X X
(propriété analogue 3 la proposition 1)
et donc il suffit de connaitre les T-codages marges 1JP sur (E,€) relatifs

ag:ioGj.
4 ~ APPLICATION AU PROBLEME CONCRET

4,1 - Codage conditionnel sur un espace produit

Position du probfeme

On souhaite &tudier une variable Y inobservable, ou trop colteuse 3 obser~
ver, 3 l'aide d'une variable X facilement observable mais entachée d'erreurs
aléatoires (non nécessairement indépendantes ou additives). Il est alors impos-
sible de déterminer une fonction de transfert de X en Y, mais on suppose connue
(i.e., par exemple, estimable sur un &chantillon-test) la loi de probabilité
conditionnelle de Y 3 X qui permet de déterminer, par l'intermédiaire du codage,
la loi de Y connaissant celle de X (Eu (P) = My cf. 2.1). On peut ainsi calcu-

ler 1'A.F.C. de Y = (Yl,YZ) qui ne dépend que de My

Le T-codage conditionnel
Dans le cas qui nous intéresse, les variables qualitatives X et Y sont des

couples et ont un nombre fini de modalités. Soit donc E = El xE, et F=F xF

2 1 2

avec :

El={x%/i51={l,---,P}} > Ez={x%/jEJ-{l’-"7q}}

Fl= %k ek=1{1,...,r)} ,  F,=(x}/2el={l,...,s}}

On définit alors le T-codage conditionnel de Y en X par :

H kD) e DX g x K xL ®ije = P(x%,xi)((”‘;} x (y3h

k £ ..
= wiY,,Y)=(y,,y,) alxt dy]
1772 1?7271 (X, ,X,) (x],x3)



et la fonction de codage se met sous la forme d'ume-matrice :

¢ =10$.. ,]
Lk syerxa
(k,2)eKxL

¢ijk1 exprime encore la probabilité de bon ou de mauvais classement :
c'est la probabilité que Y (w) prenne la modalité (yT,y%) sachant que X(w)

est observée en (x;,x%).

Hypothises de simplification

On a vu en 2.2 ~ que l'on pouvait diminuer le nombre de termes 3 estimer
pour déterminer le T-codage P en l'exprimant sous la forme d'un produit. Afin de
simplifier les notations on pose :

. ;l({ i}) i ;J(( j} Bk = ;1({ k}) ; Bl = ;l(( 2})
op = X (b, 0y = X,(xh) By = [y h) 5 8 = LUy,
et ainsi :
0., = uigS a gt ]
ijkz - HPp 0 R :

a,ne

/i ]
1772
Consid&rons alors les hypoth&ses suivantes (valables pour tout (i,j,k,L)

de I x J xK x1L):

k 2 k 2
(Hl) uEBl n 82/ . ] = u[Bl/ , _] * u[BZ/ . .]

J J
a,nay ajna;

et

L L
u[BZ/ ; ‘J - uEBZ/ .]

ol

j
@) ey 2

Proposition 3
(4) () ==>P=Tpelp

(4i) ;) et (Hy) <> P = Pl o P2



Démonstration :

(i) En explicitant,

L2 i 2
Palpelpce—>vxecE, vBed p (8 = 'p (8) . % (8,

<=> ®(i,j,k,2) e IxIxKxL u[BTnB%,
. i

a

Lk 2
‘] = ULBl/ . R u[SZ/ . 1

nCI-J o, no a"naj
1% 1% 1%

<=> (Hl)

(ii) Supposons (H)) et (H,), alors : ¥(i,j,k,2) € IxJxKxL

.. k 2 k 2 Kk 2
P(xxl.’x%)({yl}x{yz}) a u[BlnBZ/ . uEB” i] . utsz, 1
a]l'naz al G%

1 k 2 2
- P (Uh - (D)

Réciproquement, si P est égal 2 Pl ® P2 on a :

1 2
. (B,) - P_ (B
L 1 X,

en pramant X = (x?,x%) et successivement B = {yT} x Fz et B = Fl x {yf} on

vxeE, vBe3S P (B) =P 2

obtient (Hz),

puis en prenant x = (xi,xi) et B = {yT} x {y%} et en utilisant (H,), on obtient
@py. 0O

Signdfication des hypothises

(Hl) ou [(Hl) et (Hz)] sont des hypothé&ses d'indépendance counditiounnelle
permettant de simplifier l'expression de P.

En &crivant les variables sous la forme :

Yi = wi(xi,ei) pour i=1,2 ,

oll ¢i est une fonction mesurable et € une v.a. "mesurant' l'erreur, on remarque

que les hypothéses signifient :

*(Hl) : X1 et X2 dtant connues, Yl et Y2 sont indépendantes ou encore, les



* (Hl) ec (H,) : Xl et Kz étanc connues ; pour i=1,2 , ‘l.L ne dépend que de Xi~

ou encore, €, est indépendante de la valeur de X -i et £ et g, sounc indépen-

3
dantes entre elles.

4.2 - Détermination pratique de 1l'analyse

Explicitation de fa densité

Comme il est décrit en 3.1 - , le calcul de l'analyse de Y ne nécessite pas
1l'observation de Y, mais la connaissance de la loi de Y et, plus précisément, de
la densité de cectte loi par rapport au produit de ses marges dont 1l'existence
est assurée car E et F sont de dimension finie.

L'expression de cette densité est plus ou moins complexe suivant les hypo-
théses qu'il est possible d'admettre.

Posons :

U (fxl) x {31y = ueqt n ol
Pij ux(Lxl} x {xz}) M@y noaz).

avec pour marges p; et p ; et :
k 2 k 2
Qg = uY((yl} x {yz}) = u(B; n 3)

avec pour marges q et q , -

La densité s'exprime alors :

L $..., P:s
dEy (P) q s, TijkR Fij
— Oyph = o B _ -
dlE  ('P)®E_ ("P) k. .2 xT (F
ux ux zf|(1f1¢]‘]k!’plj) k,l(l’j¢ljk!‘p]‘j)

L &, ,P::
. i,j ijke¥ij
(Z ¢.., ,P:)XCZ .. ,p::)
i, 1jk.271] i, ij.2%1j

oli, par analogie,

r
L ¢
k=1

®iike °F %45 " 1jke

Avec les mémes notations on a la :



Proposition 4

. d, [Pl e g fj %k, ®ij.2 Pif
(<) P = "PepP = 7 Z ({y px{y,}) = <
dlE (" P)eE P}1
Mx ¥y (I ?ij Pi MZJ¢L5 2 4.1)
dE (P} dE_ (P) dE._ (P)
.. 1.2 Hx Hx Hx
(4/(.) P = P epP" => ] 7 2 =
dle | P)@E ( P)] d[E (P JeE [P7)] dE {P)
Hx Hx ”x1ex
2
Démonstration :
(1) Evident
(ii) Si P est de la forme Pl e Pz on peut poser :
I 2
ke = Pk - %e
et remarquant que
r
. 1
V(l,_]) eI xJ , k§l¢ik =1 et 25 ¢ 2 s
il vient alors :
2 1 2
dEux(P) Kk Z' ¢1k jL Py 1j iz. ¢ik ¢j2 P
(Ly“Ix(y ) = 2ok -2l
d(E (lp)oz (ZP)] l ’ (x ¢' P )x(z¢2 p.) L ¢l ¢2 P. xP
My Hy i ik “t. j A | i.j ik i Fi.7N.3

A.F.C. de (V,,VZ)

On cherche donc 1'A.F.C. de Y connaissant X. Pour ce faire il faut calculer

1'A.C. de E
x

les calculs

qu'il se mette sous la forme élémentaire

au produit des codages de Xl

1

:B=P @ PZ

tionnel, si les hypothéses (Hl) et (Hz) sont vérifiées.

On note :

t
¢ = [¢ik]. et
i=l,...,p

k=l,...,r

2

N

J

- [,

L""'I’Z

=1, ..

(P) qui est la loi de Y si P est le T-codage conditionnel. En fait
présentés ci-dessous sont valables pour tout T-codage P pourvu
(le codage de X est é&gal

et Xz) ; c'est-3-dire, dans le cas du codage condi-



= t = ! = )

c=x, D X [pij] et C EK’J
i=l,...,p k=1,...,r
j=l,...,q 2=1,...,s

C étant la table de contingence associée 3 X, C' est celle associée 3 Y et
s'écrit aussi :
t
LI .
C ¢IC ¢2 K
Le schéma de dualité associé 3 1'A.C. de E_ (P) (équivalente 3 1'A.F.C. du
. Mx
couple (YI’YZ)) est le suivant :

% X X ]

Rt: 1 RrP < 1 r" 2 > g 2 > Rs
Nll Y I N2
t t t t
@ X X ¢
R17 1 N RP | >Rn< 2 .Rq P 2 Rs

=1

ou N = diagl® ()Y
My 1

k=l,...,T
: 2 Ly -1
et W, = dxag[(Eux( P) ({y, 1) Jo=l,.nns

L'A.F.C. cherchée est obtenue par l'analyse spectrale d'un opérateur ayant
pour représentation matricielle :

x ¢N¢xotxl“¢-nc'nt

1]
2N % X% ! 2 C-

Nl ¢l Xl Dn

En pratique, et ce quelles que soient les hypothé&ses admises, il suffit donc
de faire exécuter un programme classique d'A.F.C. suyr le tableau C' de terme
général Qg *

Sous les hypothéses (Hl) et (Hz), cette matrice s'exprime simplement par :
¢, C :¢2 . L'analyse obtenue est &quivalente 3 1'A.C.P. du tableau :

¢l 0 Xl

X

0 ¢2 X2

les espaces &tant munis des métriques Nl et NZ.



Dans le cas tr&s particulier ol c[u((x;'})]i et cfu({x%})]jsl

crq

sont respectivement vecteurs propres associés 3 la valeur propre | des matrices

=l,...,p

c¢l et c¢2 » J.F. MARTIN [8] a montré que uy était invariante par P, i.e.

Uy =E (P) =p, .
Y Hy X
Dans ce cas, et dans ce cas seulement, les analyses de X et de Y sont les

mémes, et nous dirons que 1'A.F.C. de X est invariante par P.

On peut appliquer cette méthode aux processus prévisionnels.

Dans 1l'hypothése oi xl et X2 sont des chaines de Markov de matrices de tran-
sition ¢l et ¢2 » le point de vue adopté ici rejoint celui de A. YOUSFATE (13] :
connaissant 1'état initial de (xl,xz), on peut calculer les A.F.C. aux différents

instants.
4.3 - Cas de 1'A.F.C. généralisée

Position du problfime

On se propose de généraliser ce qui précdde 3 la situation suivante : soit
Y = (Yl""’Ym) une v.a. définie sur (Q,@ ,u) 3 valeurs dans (F = Fl X eo. X Fm ,
T - <Fl ... F o) et X = (x[,...,xm) 3 valeurs dans (E = Ef x weo x E_,
g = %l ® ... ® %'m). Soit pour tout i, Card Ei = p; et nous utiliserons la
définition de la m~A.F.C. codée donnée en 3.3 .

Cette analyse ne pose pas de problime théorique spécifique mais rend encore
plus délicate la mise en oeuvre pratique 3 cause de la multiplication des hypo-

théses 3 considérer.

Hypothises de simplification

Comme 1'analyse de Y ne tient pas compte des relations (interactions) inter-
venant entre plus de deux variables, elle ne nécessite pas la comnaissance du
T-codage conditionnel P, mais seulement celle des marges ij? et donc une hypo-
thése du type de (Hl) n'est plus nécessaire.

-

On cherche donc 2 simplifier l'expressiom des m2 transitions

Y. @¢) « (S, o Q’j) _— (0,11, 3[0 7

. i i
(x’Bij) —_— Px(Bij) ulY e B.

1j/x=x]'



5 - ESTIMATION DU CODAGE ET CONVERGENCE

5.1 - Estimation

En pratique, la loi conditionnelle de Y & X est inconnue et il est alors
nécessaire de l'estimer sur un &chantillon~-test. Pour simplifier les notations
nous considérons X et Y au lieu des couples (xl’XZ)’ (Yl,YZ) et nous noterons

¢ = [¢ik] (au lieu de [¢ijk2]) la matrice de codage.

On suppose que l'on observe un échantillon-test (xk’Yk)k=l m de (X,Y),
yeees

puis un &chantillon (X de X, indépendant du précédent.

k')k'=m+l,...,m+n
Si Mik

1'échantillon de taille m et Ni l'effectif de la modalité x; pour 1'&chantillon

désigne l'effectif de la modalité (xi,yk) de la variable (X,Y) pour

de taille m+n, l'estimateur du maximum de vraisemblance de ¢ik (voir J.F. MARTIN

[8]) s'exprime :

m
I o (X ,Y
~ m m h=llkxi}x{yk} ( hr h) ., D
O ™ dik = By, (I D(= = si LIl yoX #0
1 ]1_ o X h=1 1
hel (xi} h
= 0 sinon
c'est-3-dire M.
8. = 1K
®ik T M,
L M, +N,
L'estimateur de p, est alors : p,({x.}) = =%
X S QR m+n

Ces deux estimateurs permettant de construire celui de la loi de Y :

~ P . ~ 1 P Mi.*Ni
HY({Yk}) = iil ®ix Hx({xi}) = - iEl M —EI——— .

5.2 - Convergence de T-codages

Position du probleme

Soit P un T-codage sur (E,§) relatif 1T et (Xn)neN* une suite de v.a.
définies sur (Q,@&,u), 3 valeurs dans (E,'€), indépendantes et de méme loi que X.
Pour tout n de N*, (xl,...,xn) est un n-&chantillon de X auquel on peut associer

le n-uplet de probabilités de tramsitiom (P ) appelé é&chantillon T-codé,

x 70 oPy
I n

0: s'intéresse donc 2 la convergence, en un sens 3 préciser, de la suite

|

(E I Px )néﬂ* des moyennes empiriques des &chantillons T-codés vers la pro-
i=] i

babilité T-codée Eu(PX)'



De plus, comme le T-codage P est lui-~méme estimé, il faut étudier la double

convergence de la suite

1 m
- ( P )-}
[“ i=1 %i'J(m,men’

Convengence vague et convergence facble

Soient P et (Pm)m

o~ 3

* des T-codages sur (E,'&,v) relatifs 1§, on peut définir

comme le fait J.F. MARTIN [8) une 'convergence vague y-presque sire (v-p.s.)".

Déginition 6 :
On dit que fa suite (P"')mdv* converge vaguement y-p.s. verd P aL poun tout
B de & fa suite de v.a. (P’"(B))meN* convenge v-p.s. verns Lav.a. P(B), Li.e.

(1) vB <@  vixeE/lim PI(B) =P (B} = 1.
M+ X

Généralement (1) est moins exigeante que la propriété :

(2) vixeE/WBeST lim P™(B) =P_(B)} = I.
ot X x
Cependant, ici & &tant une tribu finie, 1l est clair que (1) et (2) sont

équivalentes. On utilisera donc (2) et om a la :

Définition # :
(P'")mEN* converge faiblement v-p.s. verns P a4 pour presque tout x de E
La suite de probabilites (P'::)MEN* converge faiblement vers Px (L.e. (2)).

Nous utilisons la notion de convergence faible puisque, < srant finie,

les indicatrices ]IB sont continues.

5.3 - Convergence de 1l'analyse

Convergence du T-codage conditionnel
En reprenant les notations de 5.1 -, le T-codage conditionnel est déterminé
par :

1
Px' ({ yk}) =

— Loy of & s
i ux({xi}) J[I\(=xij [yk}
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. i .
Soit (Hy;) ¢+ "R, (Byo) = plY € B30 %)= g, ]

Ce sont des hypothé&ses du méme type que (H ) permettant de définir la tram-
sition JP seulement sur 1l'espace E x Ej au lxeu de E tout entier. Sommairement
(H ) signifie que l'erreur commise sur la "mesure” de (x. X.) est indépendante
des valeurs prises par les autres variables Xk (k#L et k#J)

Ainsi si pour :ouc couple (i,j), l'hypothése (H ) est vérifiée, le probléme
se raméne alors & m fois la situation précédente de 1'A.F.C. d'un couple de v.a..

Pour chacun des couples (X X ), on peut considérer les hypothéses (HIJ) et
(H J) comme définies en 4.1 - et evaluer alors :

"ij - IE“X(UP) .. ..

(dont la simplicité relative dépend de 1l'admissibilité de (HTJ) et (H;J)).

m-analyse
L'ensemble de ces blocs Vij permet de construire la matrice 3 diagonaliser :

~1

1

vll ) 0

M' o V' = x [v!.] 2
o . oyl MA(i,get
mm

Sous le jeu complet des hypothéses :

¥(i,j) € 12 (Hy ) A @iy A @l

et en se référent au paragraphe 3.3 - , on obtient le schéma de dualité :

m ¢l 0 Zl
Z . = .'- = 5
i=l % *"lo % 151 Pi : z
R ¢ R ¢ m R"
m m
z . t . t
jl b ¢ o B
R > R 5 R°

V' =0V %o .

Ce schéma correspond 3 1'A.C.P. des variables (¢l Xl yesey ¢m Xm) lorsque

l'espace des "individus" est muni de la métrique M'.
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codage que l'on peut estimer sur 1'échantillon-test (xi’Yi)i=l,...¢n par :
m
. .,Y.
@ jill""i}"{yk}O(xJ") - 40
Px'({yk}) = ~ si _lel{x‘} °xj
i j= i
L Il*(x 1°%5
j=1 7 %7
0 sinon-

4 . sy .= m
Les tribus & e: ¥ &tant finies, la suite de probabilités (Px)meN* converge
faiblement vers Px uniformément en x surg et on peut donc appliquer la propo-

sition 6 p. 74 de J.F. MARTIN (8] montrant ainsi que :
o
lim % .Z P: = Eu(Px) faiblement u-p.s.

i g i=1 i
n-++co

Convengence de £'analyse
En utilisant le résultat ci-dessus pour X = (xl,xz) ec Y = (YI'YZ)' on peut

appliquer la proposition 9 p. 291 de J. DAUXOIS et A. POUSSE [4]. On en dé&duit
la convergence uniforme p.s. de la suite des analyses obtenues par é&chantillonna-
ge vers celles de Y et ainsi , la convergence des &léments propres (valeurs pro-

pres et facteurs canoniques de l'analyse) .

6 — CONCLUSION

Les outils dévelqppés permettent donc bien de résoudre théoriquement le pro-
bléme concret posé en [i]. En pratique il faut étre conscient que les difficul-
tés dues 3 l'estimation de la probabilité de transition sont délicates 3 trai-
tées. On a vu que pour simplifier ces questions il fallait pouvoir d&composer
le codage P en un produit de ses marges, ceci ne peut se justifier alors que
par la considération d'hypoth@ses de type probabiliste. Ainsi apparait la né--
cessité d'introduire des outils adéquats (probabilités de tranmsition) pour
modéliser la notion de codage dans le cadre des analyses factorielles non-1li-
néaires.

D'autres types d'application que celle proposée en [1] peuvent &tre suggé-
rées. Il est fréquent de vouloir réactualiser une enquéte ou un sondage sans
pour autant interroger un &chantillon complet. Il suffirait alors de ne réen-
quéter qu'un sous-Echantillon de 1'&chantillon initial permettant d'estimer une

probabilité de transiticn et donc, d'actualiser les représantations factorielles.
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Dans un autre ordre d'idée, on considére les hypothéses proposées par YOUSFATE

15 (chaine de Markov homogéne d'ordre 1) dans le but de prévoir un processus
qualitatif. Alors, connaissant les transitions de 2 ou plusieurs de ces processus
on peut prévoir les représentations factorielles (A.F.C. ou m-A.F.C.) associges

3 ces processus.
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