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Résumé : Nous donnons une interprétation en tenmes de minimisation de L'inertie

et en termes de minimisation de distances entre variables aliatoines de L'analyse

de covariances partielles. La définition ainsi obtenue permet de faire La synthise
de méthode: apparemment font difgérentes. Nous aborndons Les problimes de rephZsen-

tations Lits & ce type d'analyse. Parmi Les differentes utilisations possibles de

cette mithode, nous nous intéressons tout particuliZrement au cas des sénies chro-
nologiques.

Abstract : This paper gives an interpretaticn of partial covariance analysis using
two different minimisations : on one hand random variables distances,on the other
hand inentia. The s0 obtained definition §its up a synthesis of a priorni very dij-
fenent methods. Representation problems in touch with this kind of analysis are de-
velopped. Time sernies are .Apecj.a,ue/ foccused among the different possible uses o3 the
presented method.

Mots clés : analyse des données - analyse en composantes principales - series chro-
nologiques - analyse de covarniances partielles.
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0 - INTRODUCTION

L'analyse en composantes principales d'une variable aléatoire est la recher-
che du sous-espace affine, de dimension donnée, qui minimise l'inertie. Le vecteur
origine du sous-espace affine, qui est le centre de gravité du nuage des individus,
peut &tre considéré comme une premi&re approche de ceux-ci, approche qui est identi-
que pour tous les individus. Afin de prendre en compte une &ventuelle information
supplémentaire concernant les individus, il peut &tre intéressant que cette appro-
che soit fonction des individus. C'est-3-dire que l'origine du sous-espace affine
sur lequel un individu donné est projeté, dans un but de représentation, dépende de
celui-ci. Ainsi, dans le cas particulier oli "1'information supplémentaire” serait
fournie par une variable qualitative, 1l'origine serait fonction de la modalité pri-
se par l'individu. L'objet de cet exposé est l'étude d'une analyse basée sur cette
idée.
Nous la dé&finissons en nous appuyant sur un exemple introductif. pour lequel
une telle analyse s'impose d'une fagon naturelle,afin de tenir compte d'effets de
niveaux. La méthode obtenue permet d'éliminer 1l'influence d'un &ventuel phénoméne
exogdne, ce qui, mathématiquement, se traduit par le fait que la fonction des indi-
vidus "origine du sous-espace affine" doit appartenir 3 un sous-espace de variables
aléatoires donné. Elle apparait comme une analyse des résidus, sa réalisation se ra-
menant 3 une analyse des covariances partielles ce qui permet de donner 3 cette der-
niére une interprétation en termes de minimisation de 1'inertie qui nous parait ori-
ginale.
Tout comme cela peut €tre fait pour l'analyse en composantes principales, l'ana-
lyse proposée peut &tre définie en termes de minimisation de distances entre va-
riables aléatoires.

Nous abordons également les problémes de représentation liés i ce type d'analyse.
Parmi les exemples d'applications considérés, le cas des fonctions aldatoires
est important. Comme cas particulier simple, on retrouve une méthode d'analyse des

séries chronologiques due 3 J. Obadia, B. Prieuret et M. Tenenhaus.

1.1 - Exemple introductif

On se propose d'analyser les résultats électoraux des 8 départements du Sud—
Ouest aux élections présidentielles et législatives de 1981. L'espace de représenta—
tion des individus est R% , muni de la métique usuelle, la premidre (resp. la deuxid-

me ; resp. la troisime, resp. la quatridme) coordonnée correspond au pourcentage de



voix communistes (resp. de la gauche non communiste ; resp. de la droite ; resp.

qui se sont abstenues). Les données ont &té calculées 3 partir des résultats fournis
par le quotidien "Le Monde" du 16 juin 1981l. Ces calculs, par les regroupements
qu'ils ont nécessité@s, peuvent,bien entendu &tre contestés;aussi accorderons-nous
un crédit circonspect aux résultats. Nous pouvons envisager trois analyses en compo-
santes principales (A.C.P.) centrées suivant que 1'onconsidére les résultats des
présidentielles, des législatives ou bien des présidentielles et des législatives.
Pour chacune de ces trois A.C.P.,le poids des individus est proportionnel au nom-
bre d'électeurs du département correspondant.

Le tableau II et les planches I et II résument les deux premiéres étapes de
chacune des trois A.C.P. Le premier facteur de la premi&re analyse et le premier
facteur de la deuxi&me analyse sont voisins et correspondent 3 une contribution 2

la variance tré&s &levée. Ils réalisent une dichotomie "droite-gauche" trés classique
pour cette sorte d'analyse (cf [1] par exemple). Les combinaisons lindaires corres-
pondantes constituent des indices politiquement trés significatifs. De plus, les
représentations des départements obtenues 3 partir des plans principaux sont sem-
blables. Quant aux résultats de la troisime analyse, contrairement i toute attente,
ils sont tr2s différents : la quatridme coordonnée du premier facteur est trés &le-
vée. Cela s'explique par le fait que les taux d'abstentions sensiblement &quivalents
pour un méme type d'élection, sont trds différents d'un type 3 l'autre. Ainsi, la
variable "abstention" a-t-elle une variance faible pour les deux premidres A.C.P.

et beaucoup plus forte pour la troisiéme, ce qui se traduit dans 1'expression du pre-~
mier facteur par un coefficient correspondant plus &levé. Quoiqu'il en soit, cette
troisi&meanalyse présente peu d'intéréts pour le politologue ; de plus, on peut re-
gretter cette dissemblance entre analyse globale et analyses partielles. L'un des
buts de l'analyse que nous &tudions dans ce texte est de tenter de remédier 3 cet
inconvénient. Pour cela, nous commengons par reformuler le probléme précédent,ensui-
te nous l'étudions dans uf cadre plus général.

Si l'on désigne par El(resp.Ez) 1'ensemble des individus " département-
présidentielle"(resp,"département~législative”), lz premidre (resp.la deuxiéme ; resp.
la troisiéme) analyse concerne les résultats de 1'ensemble El (resp. E, ; resp.E=El UEZ).
Notons Vl (resp. V2 3 resp.V) la matrice de variance-covariance associée i la premidre
(resp. la deuxidme ; resp. la troisiéme) A.C.P. et M] (resp. M2 ; resp. M) le centre
de gravité de 1'ensemble correspondant des individus. Nous avons, avec des notations
évidentes, d'aprés une relation bien connue liant la variance totale aux variances

intra et inter, 1'égalité matricielle :



2 .
v+t -;—(M-E-li)" Qo)

Désignons par X l'application de £ dans R4 qui 3 un individu e associe le point
- . . . 4 . ..
représentatif de celui-ci dans R . Nous savons (cf[2]) que les k (k<4) premieres

étapes de 1'A.C.P. centrée de X sont, avec des notations évidentes, la

, : P 4 .
neciencite dun Eément b de R et d'un sous-espace U de dumensicn k azndant

méemal Iop, dZ(X(e), n+)
eck

Un cherche donc un sous-espace affine (h+U) tel que la projection des points repré-
sentatifs des individus sur celui-ci donne une image de ceux-ci la plus "représen-
tative possible" (on sait que h=M). D'aprés ce qui précéde (premier facteur de la
premiére A.C.P. et premier facteur de la seconde voisines, contributions corres-
pondantes a la variance élevées), il est clair que V] et V2 sont peu différentes,
donc l'opposition entre les deux premiéres A.C.P. et la troisiéme, ou bien encore

entre V V, et V provient du terme 'El %(M—Mi)t(M-Mi) c'est-d~dire de la differen-
1=

1?72

ce entre les centres de gravité M] et M, . D'oli 1'idée de projeter les individus
sur des sous-espaces affines d'origines différentes suivant qu'ils appartiennent &
El ou a EZ' C'est cette idée, a priori simple et classique pour le praticien que
nous proposons de développer en essayant d'y donner un fondement th&orique. Dans le

cas particulier ci-dessus, on est ainsi conduit (pour les k premiéres &tapes) a la :
4 4 * . .
recheache de (h,,hz) de R x IRJ et de U sous-espace de dimensdion & nendant

minimat £ p, d'(Xlel, hpru) v £ p dlixlel, kUl
CEE] C:EZ =
Si 1'on note P la mesure de probabilité sur (E,:z(E)) induite par la pondération

des individus, on peut &trire :

2 .
z P, d"(X(e), hi+U) = J dz(x(e), h. +U) dP(e) (pour i=1,2).
eck. .
1 E,
] i
De plus, comme il y a correspondance biunivoque entre 1l'ensemble des couples (hl’hZ)
4 . . .
de R et l'espace vectoriel G des variables aléatoires (v.a) 3 valeurs dans R,
constantes sur chacun des sous—-ensembles El et Ez, la méthode précédente (pour les
k premicres- étapes) est la
recherche d'un élément g de G et d'un sous-espace U de R’ de dimensicn k

monimisant f d?(xle), gle)+uldPle].
E
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Ce dernier probléme, que l'on résoud dans le paragraphe suivant et dont on montre
que 1'analyse qu'il définit répond 3 nos aspirations en ce qui concerne 1'exemple

introductif, se préte 3 diverses généralisations :

- au lieu du sous-espace G, ensemble de v.a. vectorielles dont les composantes sont
des v.a.{¢,El, EZ’ E } -mesurables, on peut considérer un sous-espace de v.a.-
vectorielles dont les composantes appartiennent i un sous-espace S donné de v.a.
réelles (i titre d'exemples, visant des objectifs différents, S peut 8tre le sous-
espace engendré par une famille de v.a. ou bien par une famille d'indicatrices ou
encore l'orthogonal 3 ce dernier).

- 1'espace probabilisé de référence (E,&P(E), P) peut €tre quelconque et, en particu-
lier non nécessairement fini. Généralisation qui n'est pas un simple exercice de
mathématique car la modélisation de ph&noménes physiques fait souvent appel, d'une
fagon naturelle, 3 de tels espaces. Certes, méme dans ce cas, la mise en oeuvre
pratique de 1'analyse nécessite de se cantonmner au cas fini, mais alors cela néces-
site une "approche" de 1'analyse "théorique" et il faut bien que cette derniére
soit définie d'une fagon correcte afin de pouvoir appréhender convenablement le
probléme de convergence sous-jacent 3 l'aporoximagi;n. Notons également que l'espace
probabilisé peut Stre un espace produit, ce qui permet d'envisager le cas des fonc-
tions aléatoires.

- enfin, on peut considérer des v.a. hilbertiennes ce qui englobe le cas particulier
important ol les v.a. sont 3 valeurs dans RP muni d'une métrique euclidienne quel-
conque.

Les objectifs que nous nous sommes fixés et leur diversité mécessitent que nous
nous plagions dans un cadre quelque peu théorique. Nous nous apercevons que l'on
obtient ainsi une formulation commune pour des problémes divers, nous en examine-
rons certains au niveau des applications, nous retrouverons ainsi parfois des ana-
lyses connues mais dont les fondements théoriques n'étaient pas toujours, du moins’

3 notre connaissance, trés clairs.

2 - S~ANALYSE EN COMPOSANTES PRINCIPALES

2.1 - Notations et rappels

Tous les espaces de Hilbert considérés sont réels et séparables. Lorsque U est un
sous-espace fermé quelconque d'un espace de Hilbert, on désigne par PU le projec-

teur orthogonal sur U et par Ut 1e supplémentaire orthogonal de U.
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Dans la suite de ce paragraphe, % désigne un espace de Hilbert, muni de sa tribu
borélienne, et n une mesure bornée définie sur 1'espace mesurable (E,~).

Nous savons que l'espace de Hilbert LZ(E, F,n)e i~ est identifiable 3 1'espace
02(L2(E, F,n),} ) des opérateurs de Hilbert-Schmidt de LZ(E,F,n) dans} ¢ nous
ferons fréquemment par la suite cette identification.

~t

si [ est un &lément quelconque de L (=), l'application ¥ =

3t y —> f y(e)f(e)dn(e)
E

L2(F) —> o

est un opérateur de Hilbert-Schmidt dont 1l'adjoint * est défini par *
(E"m)(e) = < ¥ (e),h > (pour tout (h,e) de # x E).
L2 (F) —0, 2 (2),56)

L'application ] = ( est une isométrie .
. —_ X

Remarquons que, pour toute sous—tribu B de” ,ona: J (Lzze-(,’j )) = cz(Lz(Jﬂ),}‘)
Dans le cas particulier ot (E,* ,?) est un espace probabilis&, 1'A.C.P. non centrée
d'unev.a. hilbertienne ¥ est obtenue (cf[3])par 1'analyse spectrale de 1'un des

opérateurs :f ,i*, fof* ouf* ° f .

2.2. Définition de la S-analvse en composantes principales.

Soient I un element de Lae( *‘) et S un sous—esapce fermé de L (u') On note G
1'image dans LJ' © ") par '3-1 du sous-espace fermé S ® J£ de L (F)eH . Il vient,

avec les conver - -.s de notations définies au § 2.1., la
*

Proposition 1 ¢ S{ § est un &ément de G et U un sous-espace de J de dimension
k, £'application

{ E Rz est F -mesurable et n-intégrable ; de plus, on a
e —> d (¥ (e),§(e)+U)

2'3gakite :

f d? (¥ (o], §le)t)dn(e) = | X -P ¥ |2 Y R X

A 1)

4
2P o (P - 4]
yt G L)

* On peut se procurer la démonstration de cette proposition en s'adressant 3
1'auteur, Il en sera ainsi pour toute proposition qui dams la suite du texte

sera précédée d'une astérisque.



Bien entendu, d( ¥ (e), £(e)+U) est la distance, dans 5 , de & (e) au sous-espace

affine d'origine f(e) et paralléle & U ; quant aux notations || || 2 et
: L30(F)
<, >, elles désignent respectivement la norme de l'espace de Hilbert LZM(.T )

et le produit scalaire sur l'espace de Hilbert des opérateurs de Hilbert-Schmidt.

Ce résultat nous permet de poser la :

Définition : Un appelle S-analyse en composantes principales de ¥ £'analyse dont
Les k premiZres &tapes sont La necherche d'un &2ément § de G et d'un sous-espace U de
dimension k ded8 tels que fa quantit j d? (1 (e}, §(e) +Uldnle) s0it minimate.
E

2 .. . , —— T

Notant I )‘i hiehi la décomposition de Schmidt de 1'opérateur k——PG)E u,{-PGI
iel

et Uk le sous-espace engendré par hl""’hk’ nous savons (cf [1] p.14) que :
", p

——— e _M* < —_——— T —t
<X-PGX OI-PGX ,PU>2-<£-PG)(‘°X -P

G pour tout sous-—

u T2
k
espace U de #€ de dimension k.

f &tant un élément quelconque de G, la proposition 1 permet d'écrire :

J (£ e,£(e) + Wdn(e) = X-pgX |12 - <% -B % e CIB TR >, IR e @ ¥ -0,
E U

U

2 2 T —- P —
Jd (}e.(PGJE)(e)+uk)dn(e) =||X- chn -<X-P X ox-PGx*,P k>2 ,
E

ce qui, compte tenu de 1'inégalité ci-dessus conduit a :
J dz(}{(e),(PG £)(e) +Udn(e) < J d? (K(e)f (e) +U)dn(e), il est donc clair que :
E

{a niakisation des k premizres itapes de fa S-A.C.P. de X st obtenue & partin
des k premities Ztapes de £'A.C.P. {(non centréde) de X -PG'f ; quant & L'éfément
optimal de G c'est Pc X, projection de X sur G,

Le schéma de dualité associé 3 cette A.C.P. est le suivant :

2, X
L
G 2
K L°(F) .
1I l] V=P.Xo P.¥
I A o~ W I .

PR w=;\f*0P Y




L'analyse que l'on propose est une généralisation de 1'A.C.P. centrée : dans le
cas particulier oli S = L2({¢,E}), tout &lément de G est 3 valeurs constantes dans
" et la S-A.C.P. est alors, d'aprés la définition, la recherche d'un sous-espace
affine optimal. Ceci nous permet de voir la différence entre A.C.P. centrée et

S-ACP (lorsque S est quelconque) d'une fagon claire :

- l'origine du sous—espace affine sur lequel on projette les éléments du nuage

est dans le premier cas indépendante de 1'élément considéré,
~ elle en est fonction dans le cas de la S-A.C.P..

Ainsi la S-A.C.P. apparait comme une analyse en composantes principales qui per-

' relative aux individus, in-

mettrait d'exploiter une "information supplémentaire'
formation dont l'expression mathématique serait le sous—espace S. Certes, 1l'analyse
que l'on propose peut-€tre considérée comme une analyse résiduelle ; 1'A.C.P. de la

v.a. P l%, , mais la définition que nous en donnons a le mérite de mettre en va-
G
leur le rdle joué par 1'"information supplémentaire", c'est-3-dire par le sous-—

espace S ; il en est de méme pour la nouvelle approche que nous en donnons au para-

graphe suivant.

2.3 - Une autre approche de la S-A.C.P.

On sait (cf. [1])que les k premiéres &tapes de 1'A.C.P. (non centrée) d'une v.a.

X reviennent 3 chercher 1'opérateur de rang k le plus proche de I dans

oZ(LZ(? ),5¢ ), ou encore -utilisant 1'isométrie entre cet espace et LZF(? )- 3
W

chercher k couples (Zi, Wi) (i=1,2,...,k) de LZ(F')X32 de sorte que t Zi wi soit
i=1
le plus proche possible de X (au sens de la norme de Lﬁe(? )). Nous allons &tablir

une propriété analogue pour la S-A.C.P.. Pour cela, d&signant par Hl et HZ deux
espaces de Hilbert, F un sous-espace fermé de Hl, nous utiliserons les résultats

suivants
*

Proposition 2 : 44 T est un opérateurn de Hilbeat-Schmidt de H, dans H, et
L p.e. ® 5/; La décomposition de Schmidt de T o P L alors, pourn tout V de
F

iel 4
cz(H,,HZ) et teut opérateur L de nang k de H, dans Hz, on a £'infgalité :
k
[T~ (Top, + LEI u; e, @ 5&-)“2 s HT-(WePp+ L]

T * 2 hod [ P
Lemme : Peun tout y de Ly (%), £'image PGy de P

teurn u o Pg-

Gl UZ(LZ(.T.‘,:“‘_) est 'upéta-



Grdce en particulier au lemme, il vient :

S S e S £ op
X—PGI-¥- G —.(-YOPS=1 ° s-'- .
T — .
La décomposition de Schmidt I A, i % ® hi de F - PGZ est donc aussi celle de
iel
XoP L
s k
Pour tout k-uple ((z],w]),...,(zk,wk)) d'éléments de LZ((:) x;%\, X Zio Wi est un

i=1
opérateur de rang k ; en utilisant la proposition 2, on a donc, pour toute v.a.

hilbertienne y de G :

~ - k
; © hi.)“2 < || ¥ -y o Pg+ iEI z; ® wi)ll2 , soit encore

k
“f"(¥°P + L ), X,
S i=1 i
(cf. lemme) :
k
~ o~ ~ p—
lx - (eek+ = A x; @n || < [[X- By
i=] 2 i

II.MW

: z, ® wi)”2 .

Comme J -l(xi ® hi) = xihi et'\]_l(zi ® wi) = Z.1 wi, cette insgalité s'écrit dans
2 -
Los(&) ¢
*x k - k
Y - (2, %+ Iy xihy I| < ||,%-(Pcy+ ): zw) ll=ll¥-qy+ 1 z, W) ||
i=1 i=1 i=]
d'oll la ::

Proposition 3 : Les k premires @tapes de la S-A.C.P. de £a v.a. X peuvent étre
de&«.mu comne £a necheache d'une v.a. y de G et de k éLéments (Z w,),..., (zk_,wk)
de L ("' ) xJE  tels que y + z Z& W, 804t Le plus proche poux.ble de X dans
EAER <=

Cette autre approche, surtout intéressante pour 1'analyse de fonctions aléatoires,
permet de mieux cerner le:rSle joué par le sous-espace G. De plus, elle met en évi-

dence la décomposition obtenue ; en effet, nous avons :

—~

Y =57+ 3 A x; ® h, ; soit encore dans LG(.'»’") :
G iel i *

X=P X+ I \. x; h .
i
iel

Du fait que I A, i % ® h est la décomposition de Schmidt de } o P L les compo-
iel S

santes principales x, sont orthogonales au sous-espace S. Ainsi, lorsque l_ appar-

E
tient 3 S, les composantes principales x; sont centrées et sans corrélation avec

un &lément quelconque de S : elles donnent une description de X "dégagée" de 1'in-



fluence due au phénoméne sous-jacent 3 S, ce qui est bien confirmé par la

remarque ci-~dessous.

Remarque : si S = L2 (H) ot M est une sous-tribu indépendante de ¥ , alors

G = Lge(.?)) (cf. § 2.1.). La projection de ¥ sur G est E‘a.f , espérance condi-
tionnelle de X par rapport & & . Or, /0 &tant indépendante de ¥ , cette derniére
est 8gale 3 E¥ ; ceci est une simple extension au cas desv.a. hilbertiennes d'un
résultat bien connu (cf. [5] p.138) pour les v.a. réelles. Il est alors clair que
1'A.C.P. centrée est identique 3 la S-A.C.P., ce qui para®t naturel car celle-ci,
d'aprés ce qui précéde, analyse ce qui est indépendant du phénom&ne sous-jacent 3
S, donc ici 3 7 , phénoméne dont 1'influence est nulle d'aprés les hypoth&ses

faites.

2.4. Pseudo~composantes principales et représentation des individus

Les notations sont celles du paragraphe précédent, Il parait légitime de représen-
ter 1'individu e par le sous-ensemble {)\i xi(e)}iel de R, mais alors, contrairement
3 ce qui se passe pour 1'A.C.P. classique, les distances ne sont plus respectées
c'est-3~dire que pour un couple (e,e') quelconque d'individus la quantité

'EI O‘i xi(e) - )Li xi(e'))2 peut &tre différente du carré de la distance de X (e) 3
];(e'). C'est pour pallier un tel d&faut que nous introduisons la ::

Définition : nous appelons me pseudo-composante principale €a v.a. réelle

v *
C,(',= sox h.(,+A4_x4‘_.

On montre facilement que, pour tout i de I, Ci est 1'image de hi par ¥*. sans res-
treindre la généralité on peut supposer que {hi}. est une base orthonormée de

g iel
3(" (certains Ai étant &ventuellement nuls) et d&s lors (cf. [1))on a :

1=z (i'*hi)Ohi soit ¥= T C, ® h; , ce qui transposé “dans L2 (F) donne :

iel iel X
¥ =z Ci‘hi ou bien encore X(e) = I Ci(e).hi, pour tout e de E., Il est donc
iel iel

clair que la représentation 3 1'aide des pseudo-composantes principales conserve

les distances en ce sens que, pour tout couple (e,e') d'individus, on a :

(X (e), k(") = T c, (e - ¢, (e’ .

iel



2.5, Le cas de l'exemple introductif

Revenons 3 1'exemple introductif et choisissons pour sous-espace S 1l'ensemble
Lz({¢,El,E2,E}) des v.a. vectorielles constantes sur chacun des Ei' Le sous-espace

G est Li{“({¢’El’E2’E})' La S-A.C.P. de X est bien, d'aprés sa définition, 1'ana-
lyse que nous avions projetée de réaliser au paragraphe 1. Sa réalisation, comme en té-
moignent le tableau II et la planche III, répond bien i nos souhaits. Notons que

la représentation 3 partir des pseudo-composantes principales (cf. planche IV)

donne une idée correcte de 1'évolution des départements d'un type d'élection 2

1'autre : forte poussée abstentiomniste .

3 ~ LES APPLICATIONS

L'objet de ce paragraphe est 1'étude de quelques exemples d'applications de la
$-A.C.P., c'est-3-dire 1'examen des analyses obtenues lorsqu'on effectue tel ou tel
choix pour le sous~espace S. Ces applications peuvent se classer en deux grandes
catégories selon la nature de 1'espace mesuré de référence ; cas des variables

aléatoires ou cas des fonctions al&atoires (espace produit).

3.1. Cas des variables aléatoires

Dans ce paragraphe X est une v.a. définie sur 1'espace probabilisé (Q, &,P) 3 va-

leurs dans un espace de Hilbert H et de norme carrée P-intégrable.

3.1.1. Analyse des covariances pantielles
Nous désirons analyser X aprés l'élimination de 1'influence des "variables exogénes"
Z],...,Zq, qui sont des v.a. réelles dezcarré P-intégrable. Pour cela choisissant
S = vect {zl,...,zq} » sous-espace de L"((a) engendré par Zl,...,Zq , nous propo-
sons d'effectuer la S-A.C.P. de la v.a. X. Notant Z 1'application
{sz — rY

w —> (Zl(w),...,zq(w)) » qui de toute &vidence est une v.a. 3 valeurs dans 1'es-
pace de Hilbert RY (muni de la m&trique usuelle) de norme carrée P-intégrable, il

vient la
*

Proposition 4 : Le sous-espace G, {mage de SeH dans Lf,(&), est L'ensemble des
elements pouvant se mettre sous fa gorme o7 ol § est une application Lindaire
de RY dans H.



Et donc les k premigres Eétapes de la S-A.C.P. sont la

nechenche de 2'application Lintairne ¢ et du sous-espace U de dimension k de H

minimisant j a'zﬁxm),'f((z,(u),...,zq(w));+U)dP(m).
Q

Cette analyse est 1'A.C.P, de la v.a. X-P_X dont 1l'opérateur de covar:.ance, avec

G
les notations que l'on a adoptées au § 2.1. et compte tenu du lemme du § 2. 3.,est :

O — ~ ~ ~ ~ ~ ~,
VeX-P X of-P.X = (X-XoP)o (X ~P oX )=XoP o X',
G G S S SL
L'opérateur P N étant l'opérateur qui effectue la projection de tout élément de
S
L2 (@) sur le sous-espace orthogonal au sous-espace engendré par Zl,...,2q1 il est

9’
~

clair que 1'on obtient 1l'analyse des covariances partielles telle que celle-ci est
définie en [4] page 300, Le fait de considérer cette analyse comme une S-A.C.P.
permet de l'interpréter en termes de minimisation de 1'inertie, ce qui i notre con-
naissance n'a pas &été fait jusqu'a présent. Cela permet également de mieux cerner
le rdle joué par les variables exogénes et &ventuellement d'envisager quelques va-
riantes. Ainsi, dans 1'hypoth&se ol la linéarité& traduit mal 1'effet des variables
exogénes sur X, on peut choisir pour sous—espace S l'espace LZ(.’B) ot P est 1a

sous-tribu engendrée par Z ; G est alors Lﬁ(ﬁ)) et est isométrique & Lizl(]Rq,Zqu,Pz),
) étant la tribu borélienne de RY et P
q Z

R
1'application Lfl(@mq) —_ lel('%) et donc les k premiéres &tapes de la S-A.C.P.
¢ — Pz

la probabilité image de P par Z, par

sont la
nechenche de £'étément ¢ de L { 33 ) et du sous-espace U de dimension k de H
minimisant j & (x(w), ¢ (12, (w;,...,z (w)))* U} dP(w).

Remarque : dans le cas particulier oil Z] = ]B ,...,Zq = lB R {Bl""’Bq} étant
1 q

une partition de @, B, sous-tribu engendrée par Z est &galement la sous-tribu
engendrée par la partition {Bl,...,Bq} . Dés lors, Lz(.b) est le sous-espace en-
gendré par zl,...,zq et donc les deux analyses précédentes sont confondues. On
obtient une analyse qui permet de prendre en compte une partition de la population,
ce qui dans la pratique est parfois une exigence tr&s naturelle. Les composantes
principales fournissent une description des différents lots dans un sous-espace

commun, Si 1l'on désigne, pour tout i de {l,...,q} , par vs 1'opérateur de cova-



riance associé & 1'A.C.P. de X B.® analyse partielle qui prend en considération

uniquement les individus de Bi , {in simple calcul nous fournit les égalités

q q { 1 1 \
V= I V.+ I BB EX-—I XdPJo[Ex-—J xdp] et V= T V. o
e yn 1T PO (B Eap P(B;) J i=1

i i
oll Vc est 1'opérateur de covariance de la v.a. X -EX. Ces relations traduisent les
liens existant entre les facteurs principaux des différentes analyses possibles, la
premidre lie d'une fagon classique la variance totale aux variances entra et inter.

L'exemple introductif est ume application d'une telle $-A.C.P. .

3.1.2. Analyse sous-contraintes.
Soit P une sous-tribu quelconque de (& . En [1] est &tudide unn "analyse en compo-
santes principales sous contrainte de & -mesurabilité&" qui se ram@ne 3 1'A.C.P. de
la v.a. EPX, La 5-A.C.P. permet de retrouver cette analyse lui donnant ainsi une
nouvelle interprétation.
En effet, choisissons pour sous-espace S 1'orthogonal de Lz(ﬁb), on vérifie facile-
ment que la S-A.C.P. de X nécessite 1'A.C.P. de la v.a. Eﬁbx, c'est-3-dire 1'A.C.P.
sous contrainte de ) -mesurabilité de X ; les k premiéres étapes de celle-ci sont
donc la
nechenche de £a v.a. hilbertienne § de nowme carnée P-intégrable, d'espérance
conditionnelle pa/t napport a I nulle, et du sous-espace U de H de dimension k

minimisant j d? (X{w), §{w} +U)dP(w).
Q

3.2. - Cas de fonctions aléatoires.

Soient (T,£,u) et (R,&,P) deux espaces probabilisés et H un espace de Hilbert.

Une fonction aléatoire hilbertienne (f.a.h.) est un &lément quelconque de L (6@5)

Soit X un tel &lément, il nous arrivera dans la suite de cet exposé de de51gner la
ia.h. X par (Kt tET,ou ‘t est l'application partielle X(.,t) (qui appartient 3 '
LH(G)). Une f.a.h. &tant une application mesurable (définie sur (9T, @ ® £, Pay))

peut, du point de vue formel, &tre considérée comme une v.a. hilbertienne. Le but

du § 3.2. est 1'étude de diverses S-A.C.P. que l'on peut ainsi obtenir. Ces diverses
méthodes nous permettrons de résoudre certains problémes 1iés au temps ; en outre

le fait qu'elles soient des S-A.C.P. facilitera leur comparaison.
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3.2.1. La S-analyse en composantes principales pour résoudrne un problime de
centrage.
Pour analyser la f.a.h. X, nous avons proposé en [1] de faire 1'A.C.P. de la

T +H
(w, £)~+ X(w,t)

est souvent intéressant de procéder 3 un centrage préalable des variables, ici nous

"variable aléatoire hilbertienne” X = . En analyse des données, il

avons deux possibilités : ou bien centrer la "variable aléatoire" X, ou bien centrer
chacune des v.a. Xt . Nous allons voir comment la S-A.C.P. apporte un élément de
réponse & ce probléme de choix.

Prenant S = L2({¢,Q} ® £), G est donc lei({cb,ﬂ} ® £) et la projection de X sur G est

. . QXT +H .

' . -A,C.P. 'A.C.P. " le
1'application {(w,t) "EX: Le S-A.C.P. de X est alors 1'A.C.P. de la "variab
aléatoire" [QxT-+H . On obtient ainsi le deuxiZme type de centrage indiqué

(w,t)-rx(m,l:)-l-n'{t
ci-dessus.

D'aprés la définition de la S-A.C.P., les k premiéres étapes de cette analyse sont

la recherche de 1'élément h de G et du sous-espace U, de dimension k, de H minimi-

sant j dz(Xt(w),g(w,t)+U)dP@u(w,t). L'élément h de G étant {¢,R} ® £ —mesurable,

QxT
1'application partielle h(.,t) est {¢,R}-mesurable c'est~3-dire qu'elle prend une

valeur constante que l'on notera f£(t) ; quant i h(w,.) elle est {-mesurable. Par

suite 1l'application f = T>H appartient & LZ(E). Utilisant le théoréme de
t+£f(t) H
Fubini, 1l'expression 3 minimiser peut se mettre sous la forme
X
J { j dz(xt(m),f(t)-ru)dl’(w)] du(t) ou bien encore J If%t)ﬂl du(t), si l'on désigne
Q T X

1'inertie du nuage Xt(Q) par rapport au sous—espace affine f£(t)+U par Ift(:t)+U .
Et donc :

Les kR premienes étapes de 2'analyse de La §.a.h. t,t T phoposie sont La rechet-
che de § appartenant a L (g) et du sous-espace U, de dimension k, de H minimisant

Z
[ 1w wia,
T

Dans le cas oli T, représentant le temps, est une partie de Rsi l'on suppose que

1'injection canonique de T dans R appartient 3 LZ(E)’,le fait qu'une composante

principale quelconque (yt) teT (élément de Lz(ﬁet:)) soit orthogonale a4 S (cf.§ 2.3)
implique qu'il y ait absence de corrélation entre (Eyt)te'l‘ et le temps;c'est-d-dire

que : Jl' (t-i’.’)(Eyt-E-t)du(t) =0 (avec t = J tdu(t) et Wt = | Ey du(t)). I1 semble
T
T T
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donc, dans la mesure ol l'on souhaite que les facteurs soient '"dégagés" de 1'in-
fluence du temps, que le deuxiéme type de centrage est le plus intéressant.

On peut formuler d'une fagon analogue 3 ce qui vient d'@tre fait 1'analyse corres-
pondant ou premier type de centrage : c'est 1'A.C.P. centréede la "variable alda-

toire" X, donc la recherche, pour les k premiéres &tapes, de 1'élément £ de H et

du sous—espace U, de dimension k, de H minimisant J’ dz(x(w,t),2+U)dp ou(w,t),
X . XT
soit encore J I!,:U du(t). La différence entre les deux types de centrage apparalt

T
alors : dans un cas l'origine du sous-espace affine sur lequel on projette les

éléments du nuage X(2x T) dépend du "temps” (si T représente le temps), dans 1l'au-

tre cas elle en est indépendante.

Remarque : dans [1]- est étudié un exemple pratique d'analyse d'une f.a.h.. C'est
le centrage correspondant 4 la S-A.C.P. examiné dans ce paragraphe qui a &té& adopté
avec la représentation associée aux pseudo-composantes principales. De tels choix,

motivés alors par 1l'empirisme, trouvent ici un fondement théorique.

3.2.2. S-analyse en composantes principales et tendance polynomiale.

Nous inspirant des travaux de J. Obadia, B. Prieuret et M. Tenenhaus (cf.[6] et [7]),
que l'on retrouve ici comme cas particulier, on peut souhaiter que la projection P X
de X sur G-terme "ignorg" lors de l'analyse- ait une expression polynomiale.
Moyennant un choix comvenable du sous-espace S, nous allons voir qu'une telle analyse
entre dans le cadre proposé.

Nous supposons que T est une partie de R et que, pour tout j de {0,1,...,n} ,

1'application { T R est un élément de Lz(g), ce qui entraine que
k—>t
QXT —> . ; 5
‘f’j = { @) _]>R ¢ J appartient 2 L2({¢ QR eE).

Soit S le sous—espace de LZ(G@ £) engendré par ‘{’o, 'ﬁ,..., cf'n . I1 vient alors la:

*
Proposition 5 : Le sous-espace G, <image dana Lfl(ﬁ'o E) de SeH, est £'ensemble des

g-a.h. du type { T —> R no
(w,2) —> 5 ta.
jPo

oll @, Byyees,dy, sont des &Léments quelcon-

ques de H.

Les k premigres étapes de la S-A.C.P. de la '"variable aléatoire” X sont donc la



nechenche de n+l éléments Qps@yyees,d, de H et du 60uA espace U, de dimen-

!
sion k, de H minimisant | EiXwr), £ 8 a;+U1dPe ulu,2).
T g0

Elles sont également, d'aprés la deuxiZme approche donnée de la S-A.C.P., la
necherche de n+1 &léments @ ,...,a, de H et de b eLements (gl eens (Ypohp)

de LZ(Gog)xH de sonte que { DTH -, k s04t, au send
@ £ Ha,+ 1 Y lw, 2]k,
=0 i £=1
de £a nonme de L (G e &), Le plus proche possible de X.

Cette dernidre formulation met en relief le rSle joud par la tendance polynomiale

(c'est-3-dire par G). Comme S est un sous—espace de L2({¢XQ} ®E) (les ‘?j apparte-

tenant 3 L2({¢,Q}0€))30Hest un sous—espace deLz({¢ Q}eE)eH et G de LIZ{({¢,$2}O£).

Par suite PGX peut &tre considéré comme la projection sur G de | OxT+H R
(w,t) > I:‘.xt

projection de X sur Lfl((b,ﬂ} ®&). Vu la forme des éléments de G chercher la projec—

-

tion de X sur G revient i chercher n+] éléments 8581500053 de H minimisant

1
n . 2 n 2
I ”EX:-  ta, ||%gr @ulw,t) = [ HEXt- T tla,||® du(t). Ce résultat met
QxT j=0 J . j=0 3

en évidence le rSle de '"résumé en moyenne” de la tendance polynomiale.
3.2.3. Liens avec L'analyse proposée par J. Obadia, B. Prieuret et M. Tenenhaus

Examinons maintenant la méthode d'amalyse multidimendionnelle de séries chronologi-
ques numériques proposée par J. Obadia, B. Prieuret et M. Tenenhaus (cf. [6] et [7]).
Les ensembles 2 et T sont finis, de cardinaux respectifs m et q, et probabilisés
par l'équiprobabilité. X ,...,X désignent p f.a. réelles et X (resp. Y) la f.a. h.-
3 valeurs dans RP (resp. RPH), muni du produit scalaire habituel, définie par :
X(w,t) = (X (w,t),...,x (w,t) resp. Y(w,t) = (X (w, t),..,,xp(w ,t),t)). Dans la suite
de ce paragraphe, siv est un élément quelconque (v],g..,vp) de Rp, nous convenons

de noter (v,v_, . ) 1'élément (vl,...vp, l)c]e rPY ! . Notons Ht 1'ensemble

p+l

{v'= (v,t) ; veRP} ; H est donc le sous-espace engendré par les p premiers vec-

. + .
teurs de la base canonique de rP l, quant 3 Ht c'est encore le sous-espace affine

(0,...,0,t) + Ho.
La méthode d'analyse des p séries chronologiques XJ,..J,XP proposée par J. Obadia
et M. Tenenhaus peut se formuler de la fagon suivante :
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Les k {k<sp] premiZres étapes sont La nrecherche

tj a’

- den+l éLéments ab,...,a;l de Rp” Zeds que pour tout t de T, .

appariienne a Ht ,
- et de k Stoments lyj,uj)...ly,,uw) de L(@xT)xBPT | fut, ... 0} Gtant
un systeme onthonoamé de H o tels que

WS

J

no . k g
b IVl 2) - £t al - Ty lweia||? ) soit minimas.
(w,2) eOxT j=0 I =1 R’
Notant, avec les conventions d'écriture adoptées, a§ = (aj,aj) et ui = (ui’Bi)

(ai et u, appartenant i Rp), nous pouvons écrire l'expression 3 minimiser sous

la forme
l n . n . k k 2
—[|Kw,e),t)-( £ ea,, I tla)-(z vi@u, Iy (w08 (l%,
(o, 0)exT ™ j=0 1 j=0 I e i=]
n .
ou bien, puisque I ¢J ai (resp.ui) appartient 3 Ht (resp.Ho) ,
1 A j b 2
z 1 Xw,e)- = ¢ 3= I y;(w,0)y) .
(w, DeNxT j=0 i=1

I1 est alors clair que les k premiéres &tapes sont la

necherche de (n+1) éLéments @ LS TRRRYL de Rp, de k éLéments y],...,yk. de
Lz(nxT) et d'un systéme onthononmé {”l""’”h } de RP tets que

> RP
{QXT K no n 404t Le plus proche possible de X dans
{w,2) —> £ tla.,+1 Y, lw, thu,
§=0 3 =0 %
L2 (ax7) .-
sz

Un retrouve donc la méthpde d'analyse proposée au § 3.2.2. a 1'orthonormalité prés
des Y condition que 1'on peut de fait omettre puisque les vecteurs optimaux
obtenus vérifient cette condition. La possibilité de considérer 1'analyse de

J. Obadia et M. Tenenhaus comme une S-A.C.P. permet d'en donner une autre inter-
prétation plus simple du fait que 1'introduction de la p*]iéme composante, qui peut
paraitre un peu artificielle, s'avére inutile. Les développements mathématiques

s'en trouvent simplifiés, Par ailleurs, il devient plus facile de faire la comparai-

son avec des méthodes voisines.
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Conclusion

La S-A.C.P. permet de se dégager de l'influence d'un phénoméne exogéne ce que mon-
tre bien la remarque du § 2.3.. Il est clair qu'elle se raméne 3 une analyse des
résidus, pratique connue depuis fort longtemps comme en témoignent certaines des
applications envisagées, mais qui pouvait souvent apparaitre comme un a priori

dont les raisons étaient quelque peu pragmatiques,Cette &tude justifie 1'analyse ces
résidus ; de méme que, dans le cas de 1'A.C.P. classique, c'est la recherche d'un
sous-espace affine qui justifie le centrage, pratique qui sans cela pourrait paraitre
artificielle.

La S-A.C.P. permet d'embrasser des cas apparemment tr&s différents'. On peut de la
sorte donner une définition semblable 3 1'analyse sur matrice de covariances par-
tielles et 3 l'analyse sous contraintes linaires (cf. § 3.2.1.).

Le formalisme adopté permet de resituer ces analyses dans le cadre des travaux
coneernant les analyses factorielles les plus récents. Il parait &tre un outil
indispensable pour aborder les problémes de convergence ou lorsque, dans le cas de
1'analyse des covariances partielles, on souhaite se dégager de la lingarité.

Les applications considérées ne sont pas exhaustives. En particulier en ce qui con-
cerne les séries chronologiques on peut obtenir une analyse "désaisonnalisée” si

1'on choisit un sous-espace S convenable.
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fableau 1 : données initiales en pourcentages de voix
Arigge Aveyron Ht.Garenne Gers Pyr.Atl, Pyr.Ht, Tarn Tarn & Gar.
Pres. [Legis. | Pres.[Legis,| Pres,|Legis.| Pres.|Legis.i Pres.[Legis.| Pres.|Legis.| Pres.'Legis.| Pres.|Legis.
Poids p,027( 0,027| 0,055} 0,055 0,137} 0,137| 0,035 0,035{ 0,102 0,102 0,044| ©0,044| 0,064! 0,064 0,036| 0,036
Voix com. 16,25 [15,4% | 7,38 | 6,01 [12,26 | 8,84 (11,17 | 8,61 | 8,54 | 6,41 [14,87 |12,74 |12,02 | 8,12 [11,21 | B,06
Voix G. non C. 37,31 |33,92 [33,5C 29,81 [38,62 (37,47 |39,43 38,68 133,68 |31,90 (35,20 |25,10 |35,80 [38,07 (36,96 (37,28
Voix de dr. 31,15 |20,68 |44,57 [36,75 (32,83 (21,24 [35,13 |23,47 142,95 |34,16 |33,31 21,17 |38,92 (29,35 |37,90 |28,41
Abst., 15,29 (30 14,10 127,43 116,30 {32,45 (14,27 (29,23 (14,84 (34,16 |16,6]1 |31 13,26 124,46 (13,93 [26,64

Tableau II :

les facteurs principaux

Premiére analyse

(résultats des pres.)

Deuxidme analyse

{résulrats des 1égia.)

Troisiéme analyae

(totalité des

résultats}

S=Analyse en composantea

principales

ler facteur | 2éme facteur ler facteur | 2éme facteur ler facteur | 2éme facteur ler facteur | 2éme facteur
Communiste 0,37 -0,72 0,26 0,18 -0,02 -0,52 0,30 0,25
Gauche non 0,33 0,69 0,32 -0,76 0,05 -0,48 0,32 ~0,76
com,

Droite -0,86 -0,05 -0,86 ~0,02 =-0,72 0,48 -0,87 -0,05
Abgtention 0,13 -0,03 0,29 0,63 0,69 0,51 0,22 0,60
Contribution

i la variance 0,90 0,05 0,82 0,1 ¢,80 0,17 0,85 0,09




Planche I :

premi&re analyse - plan principal Planche IT : deuxiéme analyse - plan principal

Ariége
Gers .

. Aveyron .Pyr. Ht.
=n.m.nmn. wMu.>Z.. ‘ Gers
Aveyron T&G .
Pyr.Atl. Tarn Arigdge Hte. Gar.
Pyr.Ht. - T.4G. :
Tarn

Planche III :

§~A.C.P, (représentation a

partir des cpst. pr.)

Planche IV :

S-A.C.P, (représentation a partir des

- ” : . v vzad . pseudo—cpst.pr.)
S L : legislatives P : présidentielles Ariége L
Aveyron L Pyr.Ad. .
Pyr.Atl. L Ht.Gar L. L
Aveyron P >nwwmm L /(0,-7)
Aveyron L m.v.n.:n..m. mwn.mn. L . L
‘ Pyr.Atl. P . ers
yr Ariége P '
Pyr.Atl. L o T&G L
Tarn P- Ht.Gar. P* ,
T4G P- Ht.Gar. L Pyr.Ht. P Tarn L
T&G L. . ‘Gers L Arigge .m.
Gers P Pyr.Atl. P
Tarn L . :
. Aveyron Tarn P =n.ow~.. P




