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ESTIMATION NON PARAMETRIQUE

DU a-QUANTILE CONDITIONNEL ET SES DERIVEES PARTIELLES

Walter SCHLEE

Institut fiir Statistik und Unternehmensforschung
Arcisstrasse 21

Technische Universitdt - D-8000 Minchen 2

Résumé : En Statistique Appliquée on a souvent besoin du a-quantile conditionnel
qq W Lieu de L'espérance mathématique conditionnelle.Des estimataurs non para-
métriiques pour q, et ses dénivées partielles sont consdidénées Lci.les estimateuns
proposés estiment Les quantités théoriques directement:iLs ne sont pas obtenus
comme sofutions des relations empiriques.les propridtés statistiques,algornithmiques
et numériques des estimateurns sont énoncées et démontries.On donne un exemple en
contrile de qualité de matiéne minerale granulie od de tels estimateurns peuvent
Zthe utilises avec avaniage.

Abstract : In the fdield of practical applications it is often mone advantageous to
use the conditional o-quantile g instead of the conditional expectation.There are
given nonparametric estimatons fon qq and {18 partial derivatives.These axe kernel-
Like estimatons. They are not defined as soflutions of empirnical relations.The
Atatistical ,algornithmic and numerical properties of the estimatons are given.
Fuithenmone an example concerning the quality contrnole of the particle size distri-
bution 0§ a mineral aggregate is described.

Mots clés : quantilogramme £i84&,estimateur d& noyau discret

1 - INTRODUCTION

Dans cet article des estimateurs non paramétriques du G-quantile conditionnel et
de ses dérivées partielles sont proposés et leurs propriétés statistiques,algorith-

miques et numériques sont énoncées.
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Le a~-quantile conditionnel qu(z) est défini par
(1.1) qu(z) = sup {y|P(¥sy|x=z) < o}

relativement au vecteur aleatoire (X,Y) ol X est un vecteur de dimensions p et Y

est de dimension un.

La fonction Ay * RP + R est considérée pour o € ]O,1[ fixé.Ce sujet ne doit

pas 8tre confondu avec le probléme de Csdrg8 et Révész (1978) qui considérent la

fonction a + q(a) = sup {y|P(Ysy) < al.

Si la loi de probabilité conditionnelle de Y est symmétrique,la fonction % 5

est identique & la fonction de régression E(Y|X=z).Toutefois 4.5 existe aussi
dans le cas od E(Y|X=2z) n'existe pas.D&jd Brown et Mood (1951) utilisent la corres-
pondance entreE(Y|X=z) et qO.S(Z) pour construire des tests non paramétriques pour
1l'hypothése linfaire de la régression.Angers(1979),Griffiths et Willecox(1978),
Hogg(1975) ,Turner et Bowden(1977) décrivent des Problémes pratiques od on a besoin
du a-quantile conditionnel,aussi pour a#0.5,au lieu de 1l'espérance mathématique

conditionnelle.Je suis moi-m€me confront® 4 un probléme pratique od il faut estimer

qu(z).

Ce probléme est un probléme de contrdle de qualité de matiére minerale granulée.
La déscription compléte se trouve dans Schlee(1980b).Ici je le décris en bref.le
revétement des routes se compose d'un mélange de cailloux et de goudron.La solidi-
té de cette surface dépend essentiellement de la distribution de la taille des
cailloux.Il faut donc surveiller cette distribution.Ce contrBle est effectué gréce
4 l'experimentation suivante:

m cribles sont utilisés.Le crible numéro m a les plus grands trous.Les cribles en
dessous ont des trous de grosseur diminué.Une masse de cailloux est jeté au-dessus
du crible supérieur,le crible numéro m.Cette masse est alors criblée.La masse qui
est passée 4 travers ce crible est criblée avec le prochain crible.On continue
jusqu'au dernier crible,le crible numéro 1.Soit Mi la masse restante actuellement

sur le crible numéro i.Modénote la masse qui est passée 4 travers le crible numéro
m

1.0n peut normaliser la somme des M.: & M, o= 1. L'influence de la maniére de
i=0

crible et la déviation des trous de crible de leurs valeurs théoriques fait que
les Mi sont des variables aléatoires qui oscillent prés de leurs valeurs moyennes
théoriques Ri.Le probléme est compliqué par la dependence stochastique des

variables aléatoires Mi et en cutre par la condition que la somme de Mi est 1.



Soit Ai la masse qui ne passe pas faussement le crible numéro i.Cette masse Ai
manque le crible ci-dessous.De 14 Ai dépend du cours de cribler et des masses Mm,
Mmr1""’Mi ci-dessus de maniére inconnue.Alors un estimateur non paramétrique
pour le a-quantile conditionnel de A; par rapport a Mj peut &tre utilisé avec
avantage,ce qui estfait avec des données provenant du Prifamt flir Bituminse Bau-
stoffe und Kunststoffe der Technischen Universitit Minchen.Le résultat se trouve
dans Schlee(1980b).L'estimateur doit €tre non paramétrique parce qu'un modéle
raisonnable n'est pas disponible.

Hogg(1975) ,Griffiths et Willcox(1978),Turner et Bowden(1977) regardent seulement
des estimateurs paramétriques.C'est qu'on estime les paramétres dans un mod€le
précongu.Deux estimateurs non paramétriques se trouvent dans Collomb(1978).Un de
ces estimateurs est l'estimateur qui est appelé le quantilogramme ci-dessous.
L'autre estimateur est comme suit:Un estimateur & noyau pour la répartition condi-
tionnelle de Y est défini et l'estimateur pour q, est la solution de (1.1) si on
remplace la probabilité dans (1.1) par la valeur propre de la répartition condi-
tionnelle estimée.Collomb(1978) donne la convergence presque sfire en tous points
de ces deux estimateurs.Mais le calcul d'une solution d'une telle équation peut
8tre trés compliqué.

En conséquence nous cherchons ici & estimer directement la quantité q,-En outre,
d'une maniére naturelle il est aussi possible d'estimer les dérivées partielles

de q (si elles existent).Les dérivées sont importantes pour juger de la forme de
la fonction q,,»par exemple la constance,la lingarité ou la convexité& ou des autres
propriétés définissable par des dérivées.Les estimateurs proposés sont semblables
aux estimateurs & noyau.Ces estimateurs sont appelés ici estimateurs & noyau
discret parce qu'ils comprennent une partition en intervalles du domaine de X.
Cette d&finition est analogue & la définition de l'estimateur de la densité pro-
posé par Schlee(1978).

Nous démontrons la loi asymptotique Gaussienne des estimateurs proprement normali-
sés avec des variances asymptotiques qui ne dépendent pas des quantités inconnues
(corme par exemple,de la densité de probabilit?).Nos estimateurs sont aussi con-
sistants.

Collomb(1981) décrit aussi des autres méthodes d'estimation non paramétrique(pour
la régression),par exemple: la méthode de fonctions orthogonales et de fonctions
splines.La recherche suivante montre que chaqu'un estimateur direct pour la quan-
tité %Y utilise essentiellement le groupement des données.Tel groupement n'insére
pas dans ces méthodes (aussi on essaie d'adapter elles auw probléme de 4y ).A

. 7 . r
présent 1l n'est pas connue comment on peut éviter le groupement des données dans



la définition d'un estimateur direct de Q- De 14 les estimateurs & noyau dis-
cret ont un'importance supplémentaire aux propriétés de paragraphe cing ci-

dessous.

2 - DESCRIPTION DES ESTIMATEURS

Les estimateurs sont construits comme les estimateurs dans Schlee (1978, 1979,
1980a) pour la régression et la densité de la probabilité. Il est défini une
fonction, que j'appelle le quantilogramme, et ce quantilogramme est alors lissé
d'une maniére convenable.

Dans ce qui suit nous considérons des vecteurs aldatoires (X,Y) od X est un
vecteur & p dimensions et Y est de dimension un. Soit un échantillon (Xi’Yi)

i=1,2,...,n de taille n. Soit une partition du RP en intervalles

p
(i) = m 1(i,-1)8, i,8]
=1 T 1

dont la longueur du cdté est B, i = (i1,i ,+..51_) dénote un vecteur d'indices.

2
Par ailleurs, i(Xl) = (11(xl),...,ip(xl)) est le vecteur d'indices de 1l'inter-

valle I(i) od se trouve l'épreuve X,. wn(i) est la fréquence relative de l'inter-

1
2,...,Xn. Ji(z) est la fonction indicatrice de I(i).

Pe(z), z € R, dénote le plus grand nombre entier u qui satisfait u < z.

valle I(i) concernant les x1,x

Soit 1 = Pe(n wn(i)ct). Alors Eu ; est dans 1'ordre numérique le l-~iéme des Yj
2

tels que Xj appartienne & I(i),j = 1,2,...,n.

La quantité suivante est le quantilogramme

~
a

qn,a(z) = f au,i 7, (2).

Une représentation équivalente est

[ o]

a5 93(2)87% w ()

A~ .

al®) =

e B 1

v (i) Ji(z)B_q

[

au moins dans le cas ouU le dénominateur n'est pas &gal 2 zero.
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si e, est une fonction continue ou méme dérivable,il peut &tre utile de disposer
d'un estimateur possedant cette méme propriété.Un tel estimateur est obtenu en

remplagant

- _— A ~ Z- —i~8
gP Ji(z) par h ® K(z,i) , od K(z,i)= K(—J-E——l—)

(= Lo

et la fonction K: R - R est au moins continue.

Alors l'estimateur régulier pour qu(z) est donné par

Qn,a(z)/ fn(z) si fn(z) #0
RORE!

i
(@]

o] si fn(z)

RO K(z,1) w (i)

g (=) =0 T g K(z,1) w(i)
£ i 3

On voit que cet estimateur est analogue & l'estimateur de la fonction de régression
défini par Schlee(1979),si on remplace a;,i par la moyenne arithmétique des Yj
tels que Xj appartienne & l'intervalle I(i),j=1,2,...,n .

Pour définir les estimateurs des dérivées partielles de q, on utilise les notations

suivantes: r = (r1,r2,...,rp) est un vecteur d'indices nonnégatif, T= (1,...51),

P
Irf = Z rj .I1 s'easuit que la r-iéme dérivée partielle d'une fonction w:RP > R
5=1
r
(r) 9 u
est notée u = .
r T
2z, ... 02 P
P

Nous proposons air; comme estimateur de qér) ,si cette dérivée existe.aér; con-~
b 3

tient les quantités

IO TRl I SUCRIAEY

1



aitl (z) = h—P-|VI E aa,i ﬁ(v)(z,i)wn(i), 0<ver.

(v) “(v)

et Q
n,0
Pour obtenir un estimateur de la variance de air; et de 14 des intervalles de
9 A

)(V)'

est un estimateur pour f

fiv) est un estimateur pour (quf

confiance non paramétriques on utilise aussi un estimateur £ “pour la densité

commune de X et Y; notée fXY:

2 D=1 o 2 .. .
f?(zwzp,'q) - h E K(zgzp+1: 1’ 1p+1 )wn(1’1p+1)

A

Cet estimateur est identique & l'estimateur fn: il suffit de tenir compte du
fait que le domaine de (X,Y) a la dimension p+1.
Dans le contexte présent on peut aussi définir un estimateur lissé pour la ré-

Y|x

partition conditionnelle F de Y. Si le vecteur d'indices r = (r1,r2,...,rp)

signifie dens le cas rs < 0 que la fonction considerée est intégrée (-rj)fois

par rapport & la j-iéme variable, l'estimateur pour FYlX est

fXY(o’-1)(z,z

| )/En(z) si §n(z) 40
Y| x
P (zp+1|x=2) = {

pti

On obtient alors un estimateur analogue & celui de Collomb (1978). Il s'ensuit

que nous estimons 9y & partir de 1l'équation

gilx(q;,a(Z)|X=z) = a.

Cet estimateur q; a est aussi un estimateur non paramétrique, le calcul de ses
3
valeurs repose sur une methode numérique, par exemple la methode de Newton pour
la solution d'une &quation. Evidemment cette opération est plus complexe que le
alcul 4 itd g ..
c ul de la gquantité qu,l

Les estimateurs proposés ci-dessus évitent cette difficulté.

3 - LES PROPRIZTES STATISTIQUES DES ESTIMATEURS

Dans le paragraphe 13 nous donnons la liste des nypotn€ses et les résultats pour



l'estimation des dérivées partielles de l'ordre r de 4y s 0<a < 1, en point

z € RP. Ces conditions assurent la consistance statistique et la propriétd de
convergence asymptotiquement normale de ces estimateurs. En effet ces propriétés
sont des justifications pour 1l'usage pratique des estimateurs. Les hypothéses
sont divisées en trois parties: la premifre partie concerne la loi commune de la
probabilitd de X et Y, la deuxiéme partie la fonction du noyau K, la troisiéme

partie les paramétres h, 8 et la taille n de l'Bchantillon.
Les hypothéses sulvantes sont valables pour tous Les ndsultats énoncéds:

(3.1.1) La densité commune ¥ des varisbles aldatoires X et Y existe (f dénote
la densité de X).

Pour tous x dans un voisinage de z on a:

(3.1.2) £(x) >0

(3.1.3) £ a des dérivées continues jusqu'a l'ordre (r+1)

(3.1.%) fo(x, %:(x)) > 0.

Soient B(y!x) = P(Yy|X=2), 3-1(u|x) = sup{y|B(y|x) S ulpour 0 < u < 1.

(3.1.5) B”

(2,r+1) dans on voisinage de (a,z).

a des dérivées continues par rapport £ (u,x) jusqu'd l'ordre

(3.2.1) X: R+R a des derivées continues jusqu'd l'ordre 4 + max rJ. avec
J
d = 2 Pe((p+|r|+3)/2)

(3.2.2) K(t) = 0 pour t € ]-A, A[ ol A est une constante positive.
(3.2.3) [ K(t)at = 1
R

(3.3.1) n(n) >0, B(n) >0

(3.3.2) 1im h(n) = 0 lim B(n) =0 1lim B/h =0
T} N~ =0

(3.3.3) 1im (g/m)¢ n7 17l 2 0
n-+o

(3.3.4) lim an®*! = @, 1im anP*217] < o) 15 aPRIFIRR L g

n->e n+e n~co
24
(3.3.5) lim on® ( %) =0
n-»co

(3.3.6) lim nfP =

(3.3.7) lin ufPh = =
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Le lemme suivant montre que les hypothéses sur h, B, n peuvent &tre satisfaites.

LEMME 1.

Les conditions (3.3.1) - (3.3.7) sont réalisées si on choisit:

B(n) = Cn"® od C est une constante positive
n(a) = g Pe(n®)
si lrl = 0:

e = (p+1)7 , [(p+1)(2a-p)17" < & < [(p+1)(p+2)]”"

silr] > 1:
e = (prir))™' , Iril(p+irl)(p*alr1)]™} < A < (Irl+2)[(ptiriXp+airi+2)]”]

Le lemme est démontré seulement par calculation. Le choix de h et B selon le
lemme 1 est 1ié& & la propriété de calculabilité compléte qui est nécessaire pour

l'application pratique des estimateurs (voir le paragraphe 5).

THEOREME 1.

Soit v un vecteur d'indices 0 £ v £ r.
2 (v) {v) 8¢ —ivi
Ef (z) = £ 7(2z) = o(n) + o((f) n )

~ 3 (v.)
Lin var (an® mIE Y (2)) < ea) 1o S e0)2 e
n-xo j=1

4
£, @) - (g N = o &) w v o)

—_ P (v.)
lim Var (vAR? vy ((g)) = —aliza) + (ay(2))%) £(2) 1 f(K “i(e)2at
oo PYe} (ﬁ j=1

(q (z)12))®
u qu e

Le théoréme 1 est un résultat préliminaire au théoréme 2. Toutefois il énonce

5 () eta, (v)

immédiatement la convergence en probabilité de fn o St l'ordre de cette
b

da
convergence, qui est O(h + (%) h-'lvI + (m.hp)'q/2 h-'v').
Utilisant le lemme 1 cet ordre peut Stre exprimer par une puissance (de valeur

negative) de n.
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THEOREME 2.

Les estimateurs % (v) EXY, Q (v) qn év) 0 £ v S$r, sont consistents au
3

sens suivant:
Pour tout z qui satisfait les comditions (3.1.2) - (3.1.5) on a , pour tout

€ > 0:

lim P(IEn(V)(z) -t s e) =0
n-

1im 201 {(7(2) - (g (2)e(z)) 1 > ) =0
n-oo ’

1im P12 (2,0 (2)) - #¥(z,q (2))1 > ¢) =

nseo

(v)(z)

11m P(lq_n qu(V)(z)I >g) =

Les quatre &noncés du théoréme reflétent les phases de sa démonstration.
En effet e derndiern ndsuliat signale La convergence en probabilité de nos

estimateuns a_né") 0<a<1,0<sve<r.

Le théoréme 2 est une conséquence des résultats du théoréme 1 sur les biais et
-~

les variances et de la définition de q, o comme quotient.
L]

Le théoréme 3 énonce la propriété de convergence asymptotiquement normale.

THEOREME 3.

(3A) La variable alédatoire
U (z) = /an? hlrl(t’;‘_n (r)(z) - qu(r)(z)) est asymptotiquement gaussienne avec
r ,Q
espérance 0 et variance
1 P (r.)
p(z) = o(1-a) mofx 9 ()2 at

£(z) (28 (q (2)1z))? =1
Ju

(3B) Par ailleurs

u_(2) = (£, (=712 7 (g

L 8, 4(2) U (2)

est de méme asymptotiquement gaussierne avec espérance O et variance



41

P (v.)
8(z) =a(t-a) M f(x 9 ()2 a
J=1
(3C) Soient Zysee0s2y des points differents de RP qui satisfont (3.1.2) - (3.1.5)
Alors le vecteur aléatoire (U}(z1),...,ﬁr(zl)) est asymptotiquement gaussien
avec espérance O et une matrice diagonale des covariances avec elements

diagonaux ﬁ(zi).

Les trois parties du théoréme 3 réflétent les trois phases de la démonstration.

La partie(3C) du théoréme 3 permet de d&finir des intervalles asymptotiques de con-
fiance pour le vecteur aléatoire (qév)(z1),..., (V)(zm)),m un nombre entier quel-
conque.Il ne suffit pas & utiliser Ur(z).Cette variable aléatoire n'effectue pas
tels intervalles de confiance non paramétrique parceque la variance de Ur(z) n'est
pas connue.Toutefois la variance de Ur(z) est connue par la partie (3B).De 12 on
peut juger des propriétés de constance,lin@arité et convexitéd de 4y-

Mais testant ces propriétés en le sens plus strictement mathématique il faut utili-

ser un résultat sur la loi limite de la variable aldatoire sup IUr(z)l.
z
Tel résultat pour l'estimateur & noyau discret de la régression se trouve dans

Schlee(1980c).De méme les tests statistiques sur la fonction de régression sont dé-
crites.Les résultats correspondants pour 9 sont reserves & un article prochain.

Pour le cas de la régression des autres références sont mentionnées par Collomb
(1981).

k - UN RESUME DES DEMONSTRATIONS DES THEOREMES

Les lemmes suivants 2 - 5 sont souvent utilisés dans les démonstrations des
théorémes du paragraphe 3.
Les hypothéses de ces lemmes sont (correspondant aux hypothéses (3.1.1)-(3.3.7)):

K: R » R est une fonction telle que
(L.1) K est continue pour tous t€ R et
(4.2) X(t)=0 pour t§ ]-A,A[ ,od A est une constante positive.

u: RP?P > R est une fonction telle que

(L.3) u est continue dans un voisinage d'un certain point 2z€ r? .

Le paramétre B > O est une fonction d'un paramétre h > O tel que
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(b.4) 1imB/A =0
h+0

(4.5) Ei est un point arbitraire de 1l'intervalle I(i).

LEMME 2.

(4.6) 1lim = E(z,i) (8/m)P = (fx(t) dt)P
h+0 i

(b.7) lim £ K(z,i) u(g) B/ = (f&(+) at)® u(z)
b0 i

(4.8) sizg%y

lin T K(z,i) K(y,i) u(g,) (B/m)® = o
b+0 i

La démonstration se trouve dans Schlee(1979).

LEMME 3.

Si en outre de (4.1) - (4.5) K: R + R a des dérivées continues jusqu'd l'ordre

(21) pour tous t€ R et pour un certain 1= 0,il suit

(5.9) £ K(z,i) (B/M)® = (fk(t) at)® + o((8/m)?%)
1

La démonstration repose sur l'utilisation de la formule bien connue

_AIA K(t) & - T(8/n) =

1-1 B B
= r (2 (@) L @y o () 2 oy (B,
=1 (2v)!1 (21)!

ol T(B/h) est la somme trapézoidale de 1'intégrale avec longueur des intervalles
B/h et -A<EC<A et BZv sont les nombres de Bernoulli.
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LEMME 4.
Si en outre de (4.1) - (L4.5) X: R »R a des dérivées continues jusqu'd 1l'ordre
d et u: RP + B a des dérivées continues jusqu'd 1l'ordre (r+1) dans un voi-

sinage de z et 4 2 (max r.+21}), il suit pour v< r

b
(4.10) n""' ;E(V)(z,i)u(si) (8/n)? = u(v)(z) (JK(t) at)? +

1

irl v.! S.-v.
. z WSay wlsvE R T T k) e
s:lsl=lvi+1 i=1 %5°
bJ (v.) _
+ o@m T fk () a1 o+ om! TV L ocem)® w7V

J=1

La démonstration s'effectue en utilisant la formule de Taylor pour la fomction u

ainsi que les lemmes 2 et 3.

LEMME 5.

Soit donnée la partition en intervalles du paragraphe 1.Scit h une fonction de n
et de 14 m@me B.Soit w(i) la probabilité telle que X € I(i).Si la densité f de X

est continue dans un voisinage de I(i),alors
(b.11)  w(i) = 8P £(£,)

Soit z € RP? et £f(x) 26 >0 dans un voisinage de z contenant I{i) et I(1l) pour

n suffisamment grand.Si 1lim nBp = o , il suit pour des nombres entiers non
-

négatifs j1 ,3'2:

j j
(h.12)  Lim EC (w(D)/w (1) (DA (1)2) =

n-—»

La démonstration de (b.11) est &vidente,la démonstration de (4.12) suit de la con-
vergence en probebilit& de la fréquence relative wn(i).

La démonstration du théoréme 3 utilise les deux résultats intermediaires suivants:
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LEMME 6.

Sous les conditioms du paragraphe 3 le vecteur aléatoire
JanP plv! (v) _ (v) 2 (v) _np (V)
nh® h (Qn,a (z) EQ“’a (z) , £, '(z) - Ef, (z) )

est asymptotiquement gaussien avec espérance mathématique O et matrice de

covariance
a(1-a) 2
(22( = ))2 + (qu(z)) qu(z)
duda'2/12 P (v:) 2
£(z) T f(k I (£))° at
j=1
qa(z) 1

LEMME T.
Sous les conditions du paragraphe 3 la variable aléatoire

(r) (r)
, (z) - q, (2) )
a la méme loi asymptotique que la variable aléatoire

VarP nl®l £ ¢ P - m P - g @M @) - s ) )

La démonstration du lemme 6 utilise le lemme 4 de Schlee(1978) et les lemmes pré-
cedentes.La démonstration du lemme T utilise essentiellement des résultats bien
connus (voir par exemple Billingsley(1968)) sur la convergence des variables

aléatoires et les conditions (3.3.1) - (3.3.7) et le lemme L.

5 - PROPRIRTES ALGORITHMIQUES ET NUMERIQUES

L'ensemble des données (xl,yl) 1=1,2,...,n présente l'information compléte.Si la
taille n est trés grande,cette forme de 1'information n'est pas pratique.A cause
de cela on raméne les données & la moyenne arithmétique,la déviaéion quadratique
moyenne,les fréquences relatives ou & un estimateur pour le a-quantile condition-
nel ou 4 un estimateur pour la fonction de régression ou & d'autres quantités.la
valeur essentielle des estimateurs est la caractérisation de 1'information con-

tenue dans les données par des quantités concises.Zn effet il s'agit d'une réduc-
P q
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tion des données de taille n 4 des quantit@s moins nombreuses.On ne peut pas re=-
noncer & cette propriété de réduction dans le cas du a-~quantile conaitionnel et
de la fonction de régression au raison de la pratique.Jjusqu'd présent on n'a pas
fait attention suffisante & ce probléme.Il n'est pas trivial parceque par exemple
les estimateurs & noyau pour la régression et pour la densité de probabilité ne
comprennent pas une telle réduction des donnéss.Cela reste aussi vrai quand on
considére l'estimateur seulement dans un intervalle fini.En outre il n'est pas
possible de choisir une fonction du noyau pour obtenir cette réduction.Il est
seulement possible &4 calculer les valeurs des estimateurs pour tous points utili-
sant chaque fois & nouveau l'ensemble des données (Xl,Yl) 1=1,2,...,n .

Par contre les estimateurs proposés ici comprennent une réduction des données si
on pose deux conditions supplémentaires:

(5.1) K est une fonction polynSme par morceaux

(5.2) n=18 avec 1 entier et 1 > O.

Sous ces conditions les estimateurs ,0€ v Sr ,sont aussi des

Sv) Xy {v)
fnv ’ fn ? Qn,uv

fonctions polyndme par morceaux parceque ces estimateurs ont la forme

(5.3) £, K)(z,1)
1

et K(v)(z,i) est une fonction polynSme par morcesux par (5.1) et (5.2).I‘i est
independant de z et il est un produit de h-1,wn(i),aa ; correspondant & 1'estima-
k]
v
Q( )

n > "n,a
néme par morceaux il suffit de calculer ces estimateurs pour les points de la

“v)  Sxy

teur considéré.Comme les estimateurs £ f sont des fonctions poly-
partition en intervalles.Les valeurs en d'autres points peuvent &tre obtenues
exactement par ces valeurs.

> (r) ~(v)

Comme %Y o est une fonction rationelle des estimateurs fn et § ) il
?

n,o

peut €tre calculé per multiplication,sommation et division.Elles n'exi;tent pas

des erreurs cau sées par une méthode ayant besoin des nombres infinis des démarches
et qui en conséquences doit &tre rompue aprés des nombres finis des démarches.Je
voudrais appeler les deux propriétés de réduction des données et de calculabilité
sauf erreurs numériques d'un estimateur la propriét2 de calculabilit? compléte.Par
rapport 4 la pratigue je pense,que cette propriété est une propridté trés désir-
able.

€i on choisit une propre fonction du noyau les estimateurs & noyau peuvent &tre
aussi calculés pour chague point sauf erreurs numérigues.Mais la réduction des

données peut &tre accomplie seulement par une med:ilcation.Cette modification est
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comme il suit:

L'estimateur 4 noyau est calculé pour des points d'un treillis assez fin. Les
valeurs pour les autres points sont obtenues par interpolation.

Mais on n'a pas recherché les propriétés statistiques de cet estimateur modifi@,
on a recherché seulement les propriétés d'un estimateur théorique, l'estimateur
& noyau qui n'est pas réellement utilisé.

Cette modification par interpolation a les mémes effets que les discretisations
des estimateurs proposés ici. Pourquoi ne pas opérer directement? En outre les
propriétés statistiques des estimateurs § noyau discret sont données dans le
présent article pour le a-quantile conditionnel. Le cas de la régression et de
la densité de probabilit® se trouvent respectivement dans Schlee (1979, 1980a)
et Schlee (1978). Comment doit on choisir K, B et h de maniére 4 satisfaire
(5.1), (5.2) et (3.2.1) - (3.3.7)7 Si on prend h et B8 selon le lemme 1 les
conditions (5.2) et (3.3.1) - (3.3.7) sont réalisées et la quantitd 1 est &gale

i Pe(n®).
Pour la fonction K on a deux possibilités:

(5.3.1) fixer A (de 3.2.2) et augmenter l'ordre des polyndmes
ou

(5.3.2) fixer l'ordre des polynSmes et augmenter la quantité A.

La possibilité (5.3.2) est décrite dans Schlee (1979). La possibilité (5.3.1)
peut Btre décrite comme suit. Si K posséde des dérivées jusqu'd l'ordre 1
(d'aprés (3.2.1)), alors K doit &tre choisi comme fonction du polyndme d'ordre
1+1 par morceaux. Les coefficients des polyndmes sont les solutions des &quations
linéaires données par la condition que K a une dérivée continue d'ordre 1+1.

Nous donnons deux exemples:

un polyndme d'ordre 2

~t2/4 + 172 0<t <

K(t) = (t-1)2/h - (t=1)/2 + 1/b 1€ts2
0 t 2

K(t) = K(-t) t <0
un polyndme d'ordre 3

t3/2 N 2/3 0<t <1
x(t) = { —1/6(t-1)3 + 1/2(t-1)2 - 1/2(t=-1) + 1/6 1€t <2

0 t 22

K(t) = K(-t) t €0
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