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Résume : En StiautUZLquz kpplA.qu.tz on a bouvZYVt bz&o<Ln du a-quanZilz zondLUtLonnzl 
q au tizu dz U QApVuxnzz maXkêjmatiquz zondltLonnzLLz.VçA z&tbnatzu/u non pajm-
m&ùUquoA pouA q zt 4ei dfoUvztA paAZLztZz& àont zon&^idln.zz6 Â.CÂ..LZ& z&tùnatzusià 
pnjopobQA z&timznt Zz& quintette tkzosUquzb dOizztzmznt:4JL& ne 4>ont paA obtznuA 
comme 6olutiont> dz& izùxtLonb (mplnJuquoM.Lz& piophÀÂZte btaXÀAtÀjquzb,atgonÂXkmlquz& 
zt nwn&Uquz& de6 z&timatzu/u 6ont znonczzb zt dhnonttiztA.On donnz un zxmptz zn 
contAôlz de quoJLLtz de maXlùiz mLnvtaJLz gnjiwjJLzz ou dz tsJU Z4>tûnatzuru> pzuvznt 
ztA.z utlLUeM avec avantagz. 

Abstract : In thz f^zM o^ pKaatlzaZ appLlcation* it AA o{tzn mon.z advantagzouA to 
oôe thz concUtionaZ a-qutmtiZz q ïnAtzad o£ thz condUtionat zx.pzotation.T'nzn.z OJXJL 

gjivzn nonpanjcunz&iiz ZAtûmtonA fou q and it& panJbuxZ d2AÂ,va£Lvz& .Thz&z OKZ kvinzt-
tikz ZAtwcLtoHA, Thzy axz not dz^imd <u 4o£uutLovu> o& empÂAlzaZ Kzùitionà.Thz 
A&tJti6££caJLfaZgoKiXJmLz and numztUcaJL pKopzntLoÂ o& thz Z6tànato/u> OAZ g*cven. 
¥uAAhznmoKz an zxamplz conczn.nA.ng thz qua&lty cont/iolz ofa thz paJitidLz 4-cze dÀAtKl-
bution o& a minznxxZ aggKzgatz *J> dçACAÀbzd. 

Mots clés : qv&ntÀXogtvmmz ZL&6Z,ZbtlmatzuA a noyau ducAeA 

1 - INTRODUCTION 

Dans ce t a r t i c l e des e s t i m a t e u r s non paramét r iques du a - q u a n t i l e c o n d i t i o n n e l e t 

de ses dér ivées p a r t i e l l e s sont proposés e t l e u r s p r o p r i é t é s s t a t i s t i q u e s , a l g o r i t h ­

miques e t numériques sont énoncées . 

http://kpplA.qu.tz
http://conczn.nA.ng
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Le a-quantile conditionnel a (z) est défini par 

(1-1) q^(z) = sup {y|P(Y£y|X=z) < a} 

relativement au vecteur aléatoire (X,Y) où X est un vecteur de dimensions p et Y 

est de dimension un. 

La fonction a : B p •+ TR est considérée pour a € ]0,1[ fixé.Ce sujet ne doit 

pas être confondu avec le problème de Csôrgë et Rêvêsz ( 1978) qui considèrent la 

fonction a -*• q(a) = sup {y|P(Y<y) < a}. 

Si la loi de probabilité conditionnelle de Y est symmétrique,la fonction qQ _ 

est identique à la fonction de régression E(Y|X=z) .Toutefois q q existe aussi 
o > 5 

dans le cas où E(Y|X=z) n'existe pas-Déjà Brown et Mood (1950 utilisent la corres­

pondance entreE(Y|X=z) et q^ ,-(2) pour construire des tests non paramétriques pour 

l'hypothèse linéaire de la régression .Angers ( 1979) ,Griffiths et Willcox( 1978), 

Hogg(l975) ,Turner et Bowden(l977) décrivent des problèmes pratiques où on a besoin 

du a-quantile conditionnel,aussi pour 01*0.5»au lieu de l'espérance mathématique 

conditionnelle. Je suis moi-même confronté à un problème pratique où il faut estimer 

Ce problème est un problème de contrôle de qualité de matière minérale granulée. 

La description complète se trouve dans Schlee( 1980b) -Ici je le décris en bref .Le 

revêtement des routes se compose d'un mélange de cailloux et de goudron.La solidi­

té de cette surface dépend essentiellement de la distribution de la taille des 

cailloux.Il faut donc surveiller cette dis tribut ion. Ce contrôle est effectué grâce 

à l'expérimentation suivante: 

m cribles sont utilisés.Le crible numéro m a les plus grands trous.Les cribles en 

dessous ont des trous de grosseur diminué.Une masse de cailloux est jeté au-dessus 

du crible supérieur,le crible numéro m.Cette masse est alors criblée.La masse qui 

est passée à travers ce crible est criblée avec le prochain crible.On continue 

jusqu'au dernier crible,le crible numéro 1 .Soit M. la masse restante actuellement 

sur le crible numéro i.M dénote la masse oui est passée à travers le crible numéro 
o * 

m 
1 .On peut normaliser la somme des M.: Z M. = 1 . L'influence de la manière de 

1 i=0 x 

crible et la déviation des trous de crible de leurs valeurs théoriques fait que 

les M. sont des variables aléatoires qui oscillent près de leurs valeurs moyennes 

théoriques 3. .Le problème est compliqué par la dependence stochastique des 

variables aléatoires M. et en outre par la condition que la somme de M. est 1. 
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Soit A. la masse qui ne passe pas faussement le crible numéro i.Cette masse A. 

manque le crible ci-dessous .De là A. dépend du cours de cribler et des masses M , 

M ,,...,M. ci-dessus de manière inconnue.Alors un estimateur non paramétrique 
m-1 i 

pour le a-quantile conditionnel de A. par rapport à M. peut être utilisé avec 

avantage,ce qui est fait avec des données provenant du Prûfamt fur Bituminôse Bau-

stoffe und Kunststoffe der Technischen Universitàt Mûnchen.Le résultat se trouve 

dans Schlee( 1980b) .L'estimateur doit être non paramétrique parce qu'un modèle 

raisonnable n'est pas disponible. 

Hoggd975)»Griffiths et Willcox( 1978) ,Turner et Bowden(l977) regardent seulement 

des estimateurs paramétrique s. C'est qu'on estime les paramètres dans un modèle 

préconçu.Deux estimateurs non paramétriques se trouvent dans Collomb( 1978) .Un de 

ces estimateurs est l'estimateur qui est appelé le quantilogramme ci-dessous. 

L'autre estimateur est comme suit:Un estimateur à noyau pour la répartition condi­

tionnelle de Y est défini et l'estimateur pour a est la solution de (1.1) si on 

remplace la probabilité dans (1.1) par la valeur propre de la répartition condi­

tionnelle estimêe.Collomb(1978) donne la convergence presque sure en tous points 

de ces deux estimateurs.Mais le calcul d'une solution d'une telle équation peut 

être très compliqué. 

En conséquence nous cherchons ici à estimer directement la quantité <L,-En outre, 

d'une manière naturelle il est aussi possible d'estimer les dérivées partielles 

de c_ (si elles existent ) .Les dérivées sont importantes pour juger de la forme de 

la fonction q ,par exemple la constance,la linéarité ou la convexité ou des autres 

propriétés définissable par des dérivées.Les estimateurs proposés sont semblables 

aux estimateurs à noyau.Ces estimateurs sont appelés ici estimateurs à noyau 

discret parce qu'ils comprennent une partition en intervalles du domaine de X. 

Cette définition est analogue à la définition de l'estimateur de la densité pro­

posé par Schlee(l978). 

Nous démontrons la loi asymptotique Gaussienne des estimateurs proprement normali­

sés avec des variances asymptotique s qui ne dépendent pas des quantités inconnues 

(comme par exemple,de la densité de probabilité).Nos estimateurs sont aussi con­

sistants . 

Collomb(1981 ) décrit aussi des autres méthodes d'estimation non paramétrique(pour 

la régression),par exemple: la méthode de fonctions orthogonales et de fonctions 

splines.La recherche suivante montre que chaqu'un estimateur direct pour la quan­

tité a utilise essentiellement le groupement des données.Tel groupement n'insère 

pas dans ces méthodes (aussi on essaie d'adapter elles an problème de Q ) .À 

présent il n'est pas connue comment on peut éviter le groupement des données dans 
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la définition d'un estimateur direct de a . De là les estimateurs à noyau dis­

cret ont un ' importance supplémentaire aux propriétés de paragraphe cinq ci-

dessous . 

2 - DESCRIPTION DES ESTIMATEURS 

Les estimateurs sont construits comme les estimateurs dans Schlee (1978, 1979, 

1980a) pour la régression et la densité de la probabilité. Il est défini une 

fonction, que j'appelle le quant i lo gr amme, et ce quant ilo gramme est alors lissé 

d'une manière convenable. 

Dans ce qui suit nous considérons des vecteurs aléatoires (X,Y) où X est un 

vecteur à p dimensions et Y est de dimension un. Soit un échantillon (X.,Y.) 

i = 1,2,...,n de taille n. Soit une partition du 3Rp en intervalles 

P 
I(i) = n ](i -1)B, inBl 

1=1 x x 

dont la longueur du côté est S» i - (i, »i_,. .. ,i ) dénote un vecteur d'indices. 
1 2 p 

Par ailleurs, i(X-) = (i-(X.),.,.,i (X_)) est le vecteur d'indices de l'inter­

valle I(i) où se trouve l'épreuve X.. w (i) est la fréquence relative de l'inter­

valle I(i) concernant les X ,Xp,...,X . J.(z) est la fonction indicatrice de l(i). 

Pe(z), z € ]R , dénote le plus grand nombre entier u qui satisfait u < z. 
Soit 1 = Pe(n w (i)a). Alors S . est dans l'ordre numérique le 1-ième des Y. 

n T*,I J 
tels que X. appartienne à l(i), j = 1,2,...,n. 

J 
La quantité suivante est le quant ilo gramme 

V a
( z ) = ? V i J i ( z ) -

1 

Une représentation équivalente est 

W • ; 
S S . J.(z)B q w (i) 
• TX,1 i n 

I w (i) J.(z)6 
i c * 

au moins dans le cas où le dénominateur n'est pas égal à zéro. 
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Si a est une fonction continue ou même dérivable,il peut être utile de disposer 

d'un estimateur possédant cette même propriété.Un tel estimateur est obtenu en 

remplaçant 

B~P J^z) par h"P K(z,i) , où K(z,i)= n K( J h * ) , 

et l a fonction K: 3R -» TR est au moins continue. 

Alors l 'es t imateur régul ier pour q (z) est donné par 

3 ( a ) / f (z) s i f (z) H 0 

{ Ti,ot n n 

s i f (z) = 0 

ou 

f (z) = h"p I K(z, i ) v ( i ) n i n 

*n,a^ - h ' P ? <a,i « « . " "n ( i ) 

On voit que cet estimateur est analogue à l'estimateur de la fonction de régression 

défini par Schlee( 1979) ,si on remplace a, • P ^ 1 & moyenne arithmétique des Y. 

tels que X. appartienne à l'intervalle 1(0,,3 = 1,2,...^ . 

Pour définir les estimateurs des dérivées partielles de a on utilise les notations 

suivantes: r = (r.. ,r-,... ,r ) est un vecteur d'indices nonnêgatif, 1= (1,...,1 ), 

Irl = I r. .Il s'ensuit que la r-iême dérivée partielle d'une fonction u : B p -*• 3R 
j-1 J 

_r 
(r) 3 U 

est notée u -

3zJ 3z p 

1 P 

Nous proposons 3^r' comme estimateur de q^ ,si cette dérivée existe.^ a con­

tient les quantités 

f(v)(z) =h-5- | v | I K(v)(z,i) v (i) n . n 
i 
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Q<V> (z) = h ^ , T l Z L , K(v)(z,i)v(i), 0 < v S r. 
n,ot . TÏ,I n 

f̂  est un estimateur pour f et Q^ est un estimateur pour (a f) 
n n,ct / \ T* 
Pour obtenir un estimateur de la variance de q_ et de là des intervalles de 

confiance non paramétriques on utilise aussi un estimateur f pour la densité 
XY n 

commune de X et Y; notée f : 

Ç(z,z p + 1) - h"?"
1 E K(z,zp+1> i, ip+1)vn(i,ip+1) 

Cet estimateur est identique à l'estimateur f : il suffit de tenir compte du 

fait que le domaine de (X,Y) a la dimension p+1. 

Dans le contexte présent on peut aussi définir un estimateur lissé pour la rê-

partition conditionnelle F ! de Y. Si le vecteur d'indices r = (r ,r?,...,r ) 

signifie dans le cas r. < 0 que la fonction considérée est intégrée (-r.)fois 
0 YIX 

par rapport à la j-ième variable, l'estimateur pour F '' est 

.Ylx . ? ( V l ) ( z ' v A ( z ) s i V z ) * ° 
Fn | X (Vl | X = z ) ={ 

0 si f (z) « 0 
n 

On obtient alors un estimateur analogue à celui de Collomb (1973). Il s'ensuit 

que nous estimons a à partir de l'équation 

^'X<lS «(z)|X-2) = a. n Ti,a ' 

Cet estimateur q* est aussi un estimateur non paramétrique, le calcul de ses 

valeurs repose sur une méthode numérique, par exemple la méthode de Newton pour 

la solution d'une équation. Evidemment cette opération est plus complexe que le 

calcul de la quantité qL •. 

Les estimateurs proposés ci-dessus évitent cette difficulté. 

3 - LES PROPRIÉTÉS STATISTIQUES DES ESTIMATEURS 

Dans le paragraphe là nous donnons la liste des hypotnèses et les résultats pour 
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l'estimation des dérivées partielles de l'ordre r de q^, 0 < a < 1, en point 

z € ]RP. Ces conditions assurent la consistance statistique et la propriété de 

convergence asymptotiquement normale de ces estimateurs. En effet ces propriétés 

sont des justifications pour l'usage pratique des estimateurs. Les hypothèses 

sont divisées en trois parties: la première partie concerne la loi commune de la 

probabilité de X et Y, la deuxième partie la fonction du noyau K, la troisième 

partie les paramètres h, S et la taille n de l'échantillon. 

Lz& kypoth&u AuLvanteA àont va&ablz& pou*, tout* lz& KZ6uttat& znoncêA: 

(3.1.1) La densité commune f des variables aléatoires X et Y existe (f dénote 

la densité de X). 

Pour tous x dans un voisinage de z on a: 

(3.1-2) f(x) > 0 

(3.1.3) f a des dérivées continues jusqu'à 1'ordre (r+1) 

(3.1.U) f ^ U , q^x)) > 0. 

Soient B(y|x) = P(Y<y|X-z), B~1(u|x) = sup{y|B(y|x) < u}pour 0 < u < 1. 

(3.1.5) B a des dérivées continues par rapport à (u,x) jusqu'à l'ordre 

(2,r+l) dans on voisinage de (a,z). 

(3.2.1) K: B +]R a des dérivées continues jusqu'à l ' o r d r e d + max r . avec 
j 3 

d = 2 Pe((p+|r|+3)/2) 

(3.2.2) K(t) = 0 pour t £ ]-A, A[ où A est une constante positive. 

(3.2.3) J K(t)dt = 1 
TR 

(3.3.1) h(n) > 0, 6(n) > 0 

(3.3.2) lim h(n) = 0 lim B(n) = 0 lim 6/h = 0 
n-*°° n-*» n-«" 

(3.3.3) lim (B/h) d h"l r | = 0 

(3.3.M lim ah P + 1 = <-, lim nh p + 2l rl = », l i n a h
p + 2 | r | + 2 = 0 

n-*» n-*°° n-*°° 

n 8 2d 

(3.3.5) lim nhP ( £) = 0 
n-~> h 

(3.3.6) lim n6 p = « 

(3.3.7) lim n6Ph = » 
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Le lemme suivant montre que les hypothèses sur h, 8, n peuvent être satisfaites. 

LEMME 1. 

Les conditions (3*3.1) - (3.3.7) sont réalisées si on choisit: 

B(n) * Cri où C est une constante positive 

h(n) = g Pe(nA) 

Si |r| = 0: 

e - (p+D"1 , [(p+D(2d-p)]"1 < A < [(p+1)(p+2)f1 

Si Irl > 1: 

e = (p+lrl)"1 , Irl[(p+!rl)(p+2|r|)]'1 < A < (lrI+2)[(p+lr|Xp+2|rl+2)]~1 

Le lemme est démontré seulement par calculation. Le choix de h et 8 selon le 

lemme 1 est lié à la propriété de calculabilité complète qui est nécessaire pour 

l'application pratique des estimateurs (voir le paragraphe 5). 

THÉORÈME 1. 

Soit v un vecteur d'indices 0 < v < r. 

E fn
{Y)(z) - f(v)(z) -0(h) +0((f)

dh- | v !) 

lim Var ( / n h ^ h 1 v i f ( v ) ( z ) ) = f(z) n J(K ^ ( t ) ) 2 dt 
n-«o n j = 1 

E Q n 9 a
( v ) ( z ) - ( q a ( z ) f ( z ) ) ( v ) = 0 ( ( f ) V l v l ) + 0 ( h ) 

lim Var ( / ^ h1 v \ Jv) ( z) ) - ( S i ± S i + ( , ( z ) ) 2 ) f ( z ) n / ( K ^ ï t ^ d t 

(— (q (z ) lz ) ) J 

3u 

Le théorème 1 est un résultat préliminaire au théorème 2. Toutefois il énonce 

immédiatement la convergence en probabilité de f et Q et l'ordre de cette 

convergence, qui est 0(h + (£) lT | v | + (nh?)"1/2 h ~ | v | ) . 

Utilisant le lemme 1 cet ordre peut être exprimer par une puissance (de valeur 

négative) de n. 
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THÉORÈME 2 . 

. W . P . S ( v ) e t â (V) 0 < v £ r , 
n n ^ n , a Ti,a 

Les e s t ima teu r s f_ , r , Q_ j ; e t q_ _ 0 < v £ r , son t c o n s i s t e n t s au 

sens s u i v a n t : 

Pour t o u t z qui s a t i s f a i t l e s cond i t i ons ( 3 . 1 . 2 ) - ( 3 . 1 . 5 ) on a , pour t o u t 

e > 0: 

l i m P ( l f n
( v ) ( z ) - f ( v ) ( z ) | > e) = 0 

l im P( |Q y'(z) - (a ( z ) f ( z ) ) V T ' | > e ) = 0 
n , a Tt 

l im P ( l f n
X Y ( z , q a ( z ) ) - f ^ z ^ z ) ) ! > e) = 0 

n-x» 

limPH^ £v)(a) - qJ^U)! > e) = 0 

Les qua t r e énoncés du théorème r e f l è t e n t l e s phases de sa d é m o n s t r a t i o n . 

En zh&zt tz dznnivi tlbuitat àlgvwJLz la zonvztgzncz zn pKobahUUAz dz no* 

Utûnatzuru q^ 0 < a < 1 , 0 < v < r . 

Le théorème 2 e s t une conséquence des r é s u l t a t s du théorème 1 su r l e s b i a i s e t 

l e s va r i ances e t de l a d é f i n i t i o n de a comme q u o t i e n t . 

Le théorème 3 énonce l a p r o p r i é t é de convergence asymptot ique ment normale . 

THÉORÈME 3 . 

(3A) La variable aléatoire 

U (z) = vtih. h (S (z) - a (z)) est asymptotiquement gaussienne avec 

espérance 0 et variance 

PU) = a(^} , n /(Mt))2* 
f U K — (q (z)lz))2 j-l 

(3B) Par ailleurs 

ùr(z) - (fn(z)f
1/2 ? » ( . . ^ ( z ) ) Ur(z) 

est de même asymptotiquement gaussienne avec esnérance 0 et variance 
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P . lV 2 
p(z) = 0(1-0) n J(K J (t))2 dt 

(3C) Soient z ,...,z1 des points différents de B
P qui satisfont (3-1.2) - (3.1.5). 

Alors le vecteur aléatoire (tî (z ),...,0 (z.)) est asymptotiquement gaussien 

avec espérance 0 et une matrice diagonale des covariances avec éléments 

diagonaux p(z.). 

Les trois parties du théorème 3 reflètent les trois phases de la démonstration. 

La partie(3C) du théorème 3 permet de définir des intervalles asymptotiques de con­

fiance pour le vecteur aléatoire (q}v (z-),.. . ,q̂  (z ) ) ,m un nombre entier quel­

conque. Il ne suffit pas à utiliser U (z).Cette variable aléatoire n'effectue pas 

tels intervalles de confiance non paramétrique parceque la variance de U (z) n'est 

pas connue. Toute foi s la variance de O (z) est connue par la partie (3B).De là on 

peut juger des propriétés de cens tance, linéarité et convexité de a . 

Mais testant ces propriétés en le sens plus strictement mathématique il faut utili­

ser un résultat sur la loi limite de la variable aléatoire sup |Ù (z)l. 
z 

Tel résultat pour l'estimateur à noyau discret de la régression se trouve dans 

Schlee( 1980c) .De même les tests statistiques sur la fonction de régression sont dé­

crites.Les résultats correspondants pour q sont réservés à un article prochain. 

Pour le cas de la régression des autres références sont mentionnées par Collomb 

(1981). 

h - UN RESUME DES DEMONSTRATIONS DES THÉORÈMES 

Les lemme s suivants 2 - 5 sont souvent utilisés dans les démonstrations des 

théorèmes du paragraphe 3-

Les hypothèses de ces lemmes sont (correspondant aux hypothèses (3.1.1)-(3.3.7)): 

K: ]R •* 3R est une fonction telle que 

(U.1) K est continue pour tous t€ ]R et 

(U.2) K(t)=0 pour t$ ]-A,A[ ,où A est une constante positive. 

u: 3RP •> ]R est une fonction telle que 

(U.3) u est continue dans un voisinage d'un certain point z€ K p . 

Le paramètre 8 > 0 est une fonction d'un paramètre h > 0 tel que 
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(U.U) lim 8/h = 0 
h-*0 

(U.5) Ç. est un point arbitraire de l'intervalle I(i). 

LEMME 2. 

(U.6) lim Z K(z,i) (8/h) p = (jK(t) d t ) p 

h-K) i 

(U.T) lim E K(z,i) u(Ç.) (6/n) P = (jK(t) d t ) P u(z) 
h-K) i x 

(4.8) Si z + y 

lim I K(z,i) K(y,i) u(£.) (B/h) P = 0 
h-KD i 1 

La démonstration se trouve dans Schlee(1979). 

LEMME 3. 

Si en outre de (4.1) - (U.5) K: TR •* B a des dérivées continues jusqu 'à l ' o rd re 

(21) pour tous t e B et pour un cer ta in 1> 0 , i l su i t 

(U.9) Z K(z,i) (B/h)p = (jK(t) d t ) p + 0((B/h) 2 1 ) . 

La démonstration repose sur l'utilisation de la formule bien connue 

-A 
/A K(t) dt - T(8/h) = 

. ï ( 6 / h )
2 v ^ { K(

2 v-^( A) - K(2v-D(.A) } . ( 6 / h ) 2 l ! 2 1 2 A K(21î ( ç ) t 

v l (2v)! (21)! 

où T(8/h) est la somme trapézoïdale de l'intégrale avec longueur des intervalles 

6/h et -A < Ç < A et 32v sont les nombres de Bernoulli. 
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LEMME U. 

Si en outre de (U.l) - (U.5) K: TR-»B a des dérivées continues jusqu'à l'ordre 

d et u: ]RP -* B a des dérivées continues jusqu'à l'ordre (r+1) dans un voi­

sinage de z et d > (max r.+21), il suit pour v < r 

j J 

(U.10) h" | v | I K(v)(z,i)u(C,) (8/h) P = u ( v )(z) (/K(t) dt) P + 

+ 
Ir1 / ^ i i i i p v. ! s.-v• 

z u(s)(z) h l s M v l [ n -J- /t J JK(t) dt 
S . s:|sl=lv|+1 j=1 *j 

+ 0(S/h) n | K V j ( t ) d t ] + 0 ( h l r M v M ) + 0((8/h) 2 1 h | v i) 

5-1 

La démonstration s'effectue en utilisant la formule de Taylor pour la fonction u 

ainsi que les lemmes 2 et 3-

LEMME 5. 

Soit donnée la partition en intervalles du paragraphe 1 .Soit h une fonction de n 

et de là même 8.Soit w(i) la probabilité telle que X € l(i).5i la densité f de X 

est continue dans un voisinage de I(i),alors 

(U.11) w(i) = B P f(Ci) . 

Soit z € 3RP et f(x) > ô > 0 dans un voisinage de z contenant I(i) et 1(1) pour 

n suffisamment grand.Si lim nBP = °° , il suit pour des nombres entiers non 

négatifs J1>J2
: 

(U.12) lim E( (w(i)/w (i)) 1 (v(l)/v (1)) 2 ) = 1 . 
n-*» n n 

La démonstration de (U. 11 ) est évidente,la démonstration de (U. 12) suit de la con­

vergence en probabilité de la fréquence relative v (i). 
n 

La démonstration du théorème 3 utilise les deux résultats intermédiaires suivants: 



.44. 

LEMME 6. 

Sous l e s condit ions du paragraphe 3 l e vecteur a l é a t o i r e 

/ n h ^ h l v | ( S ( v ) ( z ) - E 3 < v ) ( z ) , f „ ( v ) ( z ) - E f < v ) ( z ) ) 
n ,o ii ,o n u 

es t asymptotiquement gaussien avec espérance mathématique 0 et matrice de 

covariance 

a(l-q) A / „ / „ > N 2 

(gCq^.îl"»2 
( q a ( z ) ) «a**1 ) 

(z ) 1 ; 

P , ( v . ) 2 

f (z ) n /(K J ( t ) r dt 
J-1 

LEMME T . 

Sous les conditions du paragraphe 3 la variable aléatoire 

/nh^ hlrl ( ̂  jr)(z) - q^r)(z) ) 

a la même loi asymptotique que la variable aléatoire 

/nhP"h,rl f"1(z) [ (Q <r)(z) - Btl iTkz)) - q„(2)(f!r)(z) " E^r)(z)) ] . 
n,ct n,cx TX n n 

La démonstration du lemme 6 utilise le lemme k de Schleed9T8) et les lemmes pré­

cédentes.La démonstration du lemme 7 utilise essentiellement des résultats bien 

connus (voir par exemple 3illingsley(1968)) sur la convergence des variables 

aléatoires et les conditions (3.3.1) - (3.3.7) et le lemme U. 

5 - PROPRIÉTÉS ALGORITHMIQUES ET NUMÉRIQUES 

L'ensemble des données (X-,Y ) 1=1,2,...,n présente l'information complète.Si la 

taille n est très grande,cette forme de l'information n'est pas pratique.A cause 

de cela on ramène les données à la moyenne arithmétique,la déviation quadratique 

moyenne,les fréquences relatives ou à un estimateur pour le a-quantile condition­

nel ou à un estimateur pour la fonction de régression ou à d'autres quantités.La 

valeur essentielle des estimateurs est la caractérisation de l'information con­

tenue dans les données par des quantités concises.En effet il s'agit d'une réduc-
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tion des données de taille n à des quantités moins nombreuses .On ne peut pas re­

noncer à cette propriété de réduction dans le cas du a-quantile conditionnel et 

de la fonction de régression au raison de la pratique.Jusqu'à présent on n'a pas 

fait attention suffisante à ce problème.Il n'est pas trivial parceque par exemple 

les estimateurs à noyau pour la régression et pour la densité de probabilité ne 

comprennent pas une telle réduction des données.Cela reste aussi vrai quand on 

considère l'estimateur seulement dans un intervalle fini.En outre il n'est pas 

possible de choisir une fonction du noyau pour obtenir cette réduction.Il est 

seulement; possible à calculer les valeurs des estimateurs pour tous points utili­

sant chaque fois à nouveau l'ensemble des données (X jY^) 1=1,2,...,n . 

Par contre les estimateurs proposés ici comprennent une réduction des données si 

on pose deux conditions supplémentaires : 

(5.1) K est une fonction polynôme par morceaux 

(5-2) h=18 avec 1 entier et 1 > 0. 

Sous ces conditions les estimateurs f^v' , f , 3 ^ ,0£ v <r ,sont aussi des 
n ' n ' ̂ n,a ' * 

fonctions polynôme par morceaux parceque ces estimateurs ont la forme 
(5.3) Z ri K

(v)(z,i) 
i 

et K (z,i) est une fonction polynôme par morceaux par (5-1) et (5.2).F. est 

-1 — ^~ 

indépendant de z et il est un produit de h ,w (i),a . correspondant à l'estima­

teur considéré.Comme les estimateurs f , f " , S sont des fonctions poly-
n ' n ' n,a * J 

nome par morceaux il suffit de calculer ces estimateurs pour les points de la 

partition en intervalles.Les valeurs en d'autres points peuvent être obtenues 

exactement par ces valeurs. 
Comme Q * est une fonction rationelle des estimateurs f et S, ^vJ il Ti9a n n,a 
peut être calculé par multiplication,sommation et division.Elles n'existent pas 

des erreurs causées par une méthode ayant besoin des nombres infinis des démarches 

et qui en conséquences doit être rompue après des nombres finis des démarches.Je 

voudrais appeler les deux propriétés de réduction des données et de calculabilitê 

sauf erreurs numériques d'un estimateur la propriété de calculabilitê complète.Par 

rapport à la pratique je pense,que cette propriété est une propriété très désir­

able. 

Si on choisit une propre fonction du noyau les estimateurs à noyau peuvent être 

aussi calculés pour chaque point sauf erreurs numériques.Mais la réduction des 

données peut être accomplie seulement par une mcdificaticn.Cetxe modification est 
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comme il suit: 

L'estimateur à noyau est calculé pour des points d'un treillis assez fin. Les 

valeurs pour les autres points sont obtenues par interpolation. 

Mais on n'a pas recherché les propriétés statistiques de cet estimateur modifié, 

on a recherché seulement les propriétés d'un estimateur théorique, l'estimateur 

à noyau qui n'est pas réellement utilisé. 

Cette modification par interpolation a les mêmes effets que les discrétisations 

des estimateurs proposés ici. Pourquoi ne pas opérer directement? En outre les 

propriétés statistiques des estimateurs à noyau discret sont données dans le 

présent article pour le a-quantile conditionnel. Le cas de la régression et de 

la densité de probabilité se trouvent respectivement dans Schlee (1979, 19ÔOa) 

et Schlee (1978). Comment doit on choisir K, 6 et h de manière à satisfaire 

(5.1), (5.2) et (3.2.1) - (3.3.7)? Si on prend h et 6 selon le lemme 1 les 

conditions (5.2) et (3.3.1) - (3.3-7) sont réalisées et la quantité 1 est égale 

à Pe(nA). 

Pour l a fonction K on a deux p o s s i b i l i t é s : 

(5.3-1) fixer A (de 3.2.2) et augmenter l ' o rd re des polynômes 

ou 

(5-3.2) fixer l'ordre des polynômes et augmenter la quantité A. 

La possibilité (5.3.2) est décrite dans Schlee (1979). La possibilité (5-3.0 

peut être décrite comme suit. Si K possède des dérivées jusqu'à l'ordre 1 

(d'après (3.2.0), alors K doit être choisi comme fonction du polynôme d'ordre 

1+1 par morceaux. Les coefficients des polynômes sont les solutions des équations 

linéaires données par la condition que K a une dérivée continue d'ordre 1+1. 

Nous donnons deux exemples: 

un polynôme d'ordre 2 

-t2/U +1/2 0 < t < 1 

K(t) = | (t-02/U - (t-0/2 + 1A 1 * t < 2 

0 t > 2 

K(t) = K(-t) t 5 0 

un polynôme d'ordre 3 

t3/2 - t2 + 2/3 0 < t < 1 

K(t) = | -1/6(t-l)3 + l/2(t-02 - l/2(t-l) + 1/6 1 < t < 2 

0 t > 2 

K(t) = K(-t) t < 0 
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