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1E PROCESSUS D'APPROXIMATION STOCHASTIQUE
DE ROEBINS-MONRO : RESULTATS THEQRIQUES ;
ESTIMATION SEQUENTIELLE D'UNE
ESPERANCE CONDITIONKELLE

J.M. MONNEZ
Laboratoire de Statistique - Universgité de Nancy I

IUT Informatique - Université de Nancy II

Nous domnonsg dans la premiZre partie de cet article unme gé@néralisation d'un théoréme de
Blum [2] sur la convergence presque sfire du processus de Robbins-Monro dans Rk ; le résultac
obtenu a pour corollaire le théoréme classique de Gladyshev [7] ; il est en fait appliguable
i une généralisation du processus de Robbins-Monro [3]. La démonstration reposze sur l'utilisa-
tion du lemme de Robbins et Siegmund [17], qui fait intervenir la théorie des martingales ;
c'est donc une démongtration classique, par rappert aux techniques introduites récemment d'une
part par Kushner [11], [12], d'autre part par Ljung [13], [14], pour des processus stochasti-
ques récuraifs généraux ; nous indiquons dans la suite la différence eutre les hypothéses de ces
auteurs et celles faites ici.

Nous donnons &galement un théoréme de vapiditd de convergence, qui a pour cas particuliers
les résultats énoncés dans [(5] pour le processus de Robbins-Monro.

Dans la deuxifme partie de l'article, nous faisons une présentation générale de l'astima-
tion séquentielle d'une espérance conditionmelle par utilisation d'un processus d'approximation
stochastique faisant intervenir plusieurs observations 3 chaque Etape. Des applications de cette
technique ont été &tudiées par différents auteurs, qui ne font intervenir, & notre connaissance,
qu'une observation & chaque &tape du processus. Nous dounous un résultat de convergence presque
siire par application du résultat de la premidre partie, et un résultat de normalité asymptoti-
que, obtenu i partir d'un théoréme &tabli par Fabian [5] pour un processus gdnéral d'approxima-—

tion stochastique.

PARTIE A : RESULTATS THEORIQUES

A.l. INTRODUCTION

A.l1.1. Pré@sentation du processus de Robhins-Monro

Soit {Y{x), x € R} une famille de variables al&atoires ré&elles observables pour toute va-

leur du paramétre réel x ; Y(x)} a pour moyenne M(x), inconnue. On cherche 3 estimer la solu-
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tion 0O, supposde unique, de 1l'équation M(x) = O.

Pour cela, Robbins et Monro [16] ont construit le processus stochastique (Xn) défini par
Xn+l = Xn-anYn, ol Yn est pour n fixé une variable aléatoire réelle dont la loi de probabi-~
lité conditionnelle lorsque xl = x,,...,xn = X, est la loi de Y(xn) (en pratique, la réalisa-
tion de Yn est une observation de Y(xn)), et (an) une suite de nombres réels positifs telle

© [+
que L a =, I a: < ©, Sous certaines hypothé&ses portant sur la famille {Y¥(x), x € R}, le
1 1

processus (Xn) converge presque sirement vers 0.
Le probléme a &té@ &tendu au cas oi x € Rk, et oi Y(x) est i valeurs dans Rk, puis au

cas oi x € H, espace de Hilbert réel séparable, et o Y(x) est i valeurs dans H.

A.1.2. Théoréme de Blum

Dans cet article, (»,+) désigne le produit scalaire euclidien usuel dans RY, et I 1a

norme associée.

Nous rappelons le théoré&me de convergence du processus de Robbins-Monro dans Rk, établi

par Blum dans [2].

Théoname 1.- Soit § une fonction rielle non négative définie dans RP, continiment différen-
tiable jusqu'a £'ondre 2. Soit D Le gradient, A fa matrice des dénivées partielles d'ordre 2
de §.

On a, d'apres La formule de Taylorn : va € R, VX € Rk,

§lx-a ¥(x)) = §(x)-alDlx),¥(x)) + & (Vix),Alx-uay (x})Y(x)],
avee 0 < u< 1.
Soit V,(x) = 3 ELIY(x),Alx-yua¥ (x))V(x)) 1.

On suppose Les fonctions M et Ve mesurables.
On fait Les hypothises :

1.1 ve > 0, Lﬂﬁ"x_e”>€l6(x)"6(e)| >0 H

1.2 3V < = : va,vx, Va(x} sV ;

1.2¢ 38§ > 0; W-< = : va, 5up”x_e“<sva(x) <V

1.3 ve > 0, »(:néux_e">€(v(x.),M(X.)) >0 ;

1.3 IAN>0: ve >0, va, Lnéux_e">e((D(x),M(x))-AV;(x)) >0 ;
4 T T a2

1. an>0;1an-eo;§an<eo;

1.4' w > 1, a, < 2).

Sous Les hypotheses 1.1, 1.2, 1.3, 1.4, X, étant une variable aliatoine telle que
E[§(X;)] < =, La suite de variables aliatoires (X)) converge presque sirement vens g.

Sous Les hypothéses 1.1, 1.2', 1.3, 1.4, 1.4, X; @etant une variable aliatoire telle
que E[ﬁ(x,)] < o, fa suite de varniables aliatoines (Xn) convenge presque sirement vers 8.

A.1.3. Théoréme de Daubéze

Daubéze a généralisé dans [4] le théoréme de Blum sous les hypoth&ses 1.1, 1.2', 1.3', 1.4,
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1.4', en introduisant & la place de la fonction £ une suite de fonctioms (fn) ; pour n

fixé, la fometion fn atteint son minimum en un point Bn’ et la suite (Bn) converge vers 8,
Sous certaineg hypoth@ses concernant la suite de fonctioms (fn) et la famille de variables
alédatoires {Y(x), x EIRk}, Daubéze démontre la convergence presque siire du processus de Robbins-

Monro vers 6.

A.1.4, Prégsentation du processus de Burkholder

Soit une famille de variables al&atoires réelles observables (Yn(x), n €8, x €8}, et
B[Yn(x)] = Hn(x). On suppose maintenant qu'il existe un nombre réel 8 tel que :

ve > 0, :(e) : Vo > N(g), ([x~B]| > g) -»((x—B)Hn(x) > D).

Pour estimer &, Burkholder [3] propose le processus (xn) défini par xn+1 = xn-anYn' X,
dtant pour n fix& une variable al2atoire réelle dont la loi de probabilité conditionnelle Ilors-

que X = X|» X2 = xz,...,xn = X, est la loi de Yn(xn), et (an) une suite de nombres réels

1
pogsitifs. Ce processus a pour cas particuliers celui de Robbins-Monro et le processus d'optimisa-

tion stochastique de Kiefer-Wolfowitz [10]. Burkholder énonce le résultat suivant :

Thiorlme 2.- Soit Uu{x} = UM[V“le 1. On suppose Les fonciions Mn et Un meawrables .
On fait Les hypothZses :

z.) W<w: mwx, Vixl gV,

2.2 Rocw: oW, [M(x)] ¢ AlT+[x]} ;

2.3 Y0 < 8y <8y <, ? a, £n551<,x_9|<52|M"[x}| *m;
. 2 ¢ o

2.4 a, > d; % a, < .

Sous fes hypothlaes 2.1, 2.2, 2.3, 2.4, XI Etant une variabfe afiatodine rielfe, La sudiie de
varniables aldatoines néelles [xn] converge presque sdtement vers 8.

A.1.5. Présentation des résultats démontrés

Nous nous plagons dans le cas oi x appartient 3 mk et od Yn(x) ast i valeurs dans Rk.
Dans cette présentation, nous gsupposons que chaque fonction Mn a un zéro unique en {en fait,
nous verrons que 1'hypothése demandée, 3.3.i, est moins forte) et que la suite (Gn) converge
vers un &lément @ de R-.

Nous donnons pour le processus (xn) umne généralisagion du théoréme de Blum scous les hypo-
théses 1.1, 1.2, 1.3, 1.4, en introduisant 3 la place de la fonction £ une suite de fonctions
(fn), corme dans [4].

Nous donnons un corollaire de ce théor&me, pour un cheix particulier de la suite de fonc-
tions (fn), puis un deuxiéme corollaire dans le cas particulier du processus de Robbinsa-Monro,
qui est le théordme &tabli par Gladyshev [7].

Sous le mdme type d'hypoth&ses, nous doonons un théoréme de rapidit@ de convergence, qui a

pour cas particuliers les théorémes de rapidité de convergence du processus de Robbins-Mourc &non-

cés dans [15].



14

On peut &crire pour le processus étudié ici la relation de récurrence sous la forme

xn+1 = Xn-an(Mn(Xn)+Zn), avec Zn = Yn—Mn(Xn) : il entre dans le cadre des processus récursifs
généraux (Xn) étudiés par Kushner [11], [12] et Ljung [13], [14], soit

Xn+| = xn_anQn(XngQ’ ol a  est un nombre positif, Qn(Xn,En) une fonction de Xn et de £n, bruit
aléatoire pouvant dépendre de Xn (ici, En = Zn ; on a E[Zn] = 0). Cependant, ces auteurs font
1'hypothé&se que E[Qn(x,gn)] converge vers f(x), et &tudient la convergence en probabilité et
presque siire du processus (Xn) vers l'ensemble des zéros de £, sous certaines hypothéses (en
particulier sur f). Dans cet article, si 1'on reste dans toute la généralité du probléme, on ne
suppose pas que Mn(x) converge vers une fonction dont 6 serait le zéro ; on fait seulement

1'hypothése que Mn a pour zéro en, et que la suite (en) converge vers 6.

A.2. THEOREMES

A.2.1. Théoréme de convergence

Théonéme 3.- Soit (5n) une suite de fonctions néelles non-négatives définies dans Rk, conti-
niment diff§érentiables jusqu'a L'ondre 2. Soit An La matrice des dénivies partielles d'ordre 2

de f§,.
On a, d'apres La gormule de Taylor, wn, vX,
5n(x-anvn(x)) = 6n(x)-an(gnad dn(x),Vn(x))+ g? (Vn(x),An(x-unanvn(x))yn(x)), avee 0<u, <.

Soit D, (x) = grad §,(x), V,(x) = 3 ELUY,(x),A (x-u,@ ¥, ()Y, ()],
On suppose Les fonctions M et V, meswwables .
Soit (8,) une suite d'élements de R?

On §ait Les hypotheses :

qui converge vens 9.

3.1 4 e >0, vx, anle,x) > 0 : (|x-y|| <nle,x)) = (va > 1,]§ (x)-§,(y)| <€) ;

3.1 L wn

A\

1| 6pap (X =6, (%)] € 8,6, (x)+y,, avee &, > 0,y, > 0, I8, < @Iy, <= ;

3.1 Ll Ve >0, 3vle) >0 :vnxI, an!x_en“>sl6n(x)-6n(6n)| > vie) ;
3.2 3d >0 : w1, vx, V (x] < dlT+§ (x)) ;

3.3 4 wnx 1, (D (x),M(x)) >0 ;

3.3 il wol<e<l, ? B8 gsec (14, (0, <hp PaltloMal0) ==
3.4 a >0; % a; < o,

Sous Les hypotheses 3.1, 3.2, 3.3, 3.4, X, étant une variable aliatoine telle que
E[é,(X,)] < =, La suite de variables aliatoines (Xn) converge presque sdrement vers 9.
La suite de fonctions (f ), telle que £.(x) = “x—GJIZ, satisfait 3 1'hypothése 3.1, &

-]
condition que I uen—e < @ (voir [4]).

I
n=1 n+1

oo
Remarque : Les hypothéses 3.2 et I a2 < ® pe sont pas strictement nécessaires. Il suffit que
Remarque YP 1 %n P que,

o0
P 2 <
pour tout n, Vn(xn) soit intégrable et que % an(l+6n)Vn(Xn) © p.s.
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A.2.2. Corollaires

En faisant Yn(x) = Y(x), fn = f, pour tout n, on se trouve dans les conditions du théoré-

me de Blum, dont les hypothéses 1.2 et 1.3 sont alors affaiblies.
oo
En prenant fn(x) = "x—enﬂz, 3 condition que z uen-e

convergence presque sire du processus de Burkholdern:l

n+l" < ®©, on a le théordme suivant de

Conoflainre 1.- On suppose Les fonctions M, (x) et ElY, (x)I?] mesurables.
Soit (en) une suite d'éléments de IRk quid converge vers 8.
On fait Les hypothises :

c1.1 3d >0 : v, vx, E[|Y, (x)[|2] < d(1+]x-6,]%) ;

Cl.2 4 w31, (x-en,Mn(x)) >0 ;

T Ld »
Cl.2 AL V0 < € < 1, %an Ln6€<"x_en“<l (x."en,Mn(x.)) = ® 3
© €
c1.3 2116, 8ppqll <=
n=1 °
Cl.4 a, >0 ; % ar < o«

Sous Les hypothises C1.1, C1.2, C1.3, C1.4, X, tant une variable aliatoinre telle que
EQIX;12) < =, La suite de variables aliatoires (X ) converge presque sirement vers 6.

En faisant Yn(x) = Y(x), fn(x) = f(x) = "x—9||2 pour tout n, on obtient le théoréme clas-—

sique de convergence presque siire du processus de Robbins-Monro, &tabli par Gladyshev [7]

Conollaire 2.- On suppose Les fonctions M(x) et E[|YIx}[|2] mesurables.
On fait Les hypothdses :

cz.1 3d > 0 : vx,E[||YIx)||2] < d(1+|x-8]2) ;

ce.2 v0 <e <1, in5€<"x_e“<l(x-e,M(x)) >0 ;
© w €

C2.3 a, > 0;LZa =w; L aé < oo,

1 n 1
Sous Les hypotheses C2.1, C2.2, C2.3, X; @tant une variable aliatoire telle que
E[[IX, %] < = £a suite de variables alZatoinres (Xn) converge presque satement verns 6.

A.2.3. Théoréme de rapidité de convergence

Théonéme 4.- On reprend £'introduction et Les notations du théonime 3. On fait £'hypothese
3.148 ; cecd enthaine R'existence d'une fonction § telle que, Vx, f£(x) = &im B, (%)
n-)oa

a
. 1
Soit 1 - 2L oy
a, n’
2 %
S e 148l 4 (148, 1§10, (0] = e T = 1 =

On failt Les hypothdses :

4.1 W, vx, §, (x) > §(6) ;
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4.2 K >0 : v, vx, (D (x],M (x]) > ZKlﬁn(x)-én(en)l;
4.3 E[é,(X,)] < o ;

4.4 an>0;§an=w;;:;a2<w,

4.5 s04it 2Kn a, = U, ;

4.5 L €,°V, © yan+o(an), avee 2K-y > 0 ; €V = o(an) ;

4.5 id un+u>0;w30<psl,3a>0:vn,cn<n1‘:—p;

u;-
4.5 AL u.n~>u.+ ou ?l—-’j—ul<w

Sous Les hypothdses 3.144, 3.2, 4.1, 4.2, 4.3, 4.4, 4.5{, on a
e an
£4mn4w E; E[én(Xn)-é(ell < o,
Sous Les hypothises 3.144, 3.2, 4.1, 4.2, 4.3, 4.4, 4.5i(, pour u > p, on a
e p - o
Z&mn*w n E[én(Xn) $(6)] < = .

Sous Les hypotheses 3.14&, 3.2, 4.1, 4.2, 4.3, 4.4, 4.5{(, 4.54ii, poun u =p, on a

— P
Lim , —"— El§,(X )-§(68)] < =, et poun u<p
Log n

— u
Lam, o ELE, (X )-4(8)] < =.

En faisant Yn(x) = Y(x), fn(x) = f(x) = Hx-euz, pour tout n, ce théoré@me a pour cas parti-
culiers les théorémes de rapidité de convergence du processus de Robbins-Monro é&noncés dans [15] :

on obtient alors le comportement asymptotique de E["Xn-eﬂzl.
A.3. DEMONSTRATIONS
A.3.1. Lemmes

Lemme 1.- Soit (Q,a,P) un espace probabilisé, (Fn) une suite croissante de sous-trnibus de Q.
Sodit poun tout n, 2,5 B En et Zn des varniables aléatoines néelles Fn - mesuwrables, Linté-
ghables, non-négatives, telles que E[anIFn] < Znihsn)"'an;cn {nous appellerons Le processus
(zn) une pseudo-sur-marntingale) ; on Auppose que %sn <w, If, <, p.s.. Alons, La suite de
variables akiatoires (z) converge presque slrnement vers une variable aléatoire z presque
slrement finie, et L'on a §cn < o p.A.

Ce résultat a &té établi par Robbins et Siegmund damns [17].

Lemme 2.- Sous L'hypothese 3.14{, 3§ : vx, Umn_wén(x) = §{x). SL 2'on fait en outre £'hypothise
3.14, atons, (6, ~8) = (§ (8,)) » §(6])).
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Ce lemme est démontré dans [4].

A.3.2. Démonstration du théoréme 3 de convergence

1) Soit Tn = fn(Xn). Nous allons appliquer le lemme 1 3 la suite (Tn)'

D'aprés 3.1ii, T =f  (X.)) g (I+6n)f

n+l n+l "“n+l (xn+l)+Yn =

n
2

= (l+6n)fn(xn-anYn)+Yn = (l+6n)(fn(xn)-an(vn(xn)’Yn)* ;? (Yn’An(xn-unanYn)Yn))+Yn'
Donc, E[Tn+l|X1,X2,...,Xn] < (1+6n)('rn-an(nn(xn),Mn(xn))‘

+ a;Vn(xn) )‘yn < (l+6n)(Tn—an(Dn(Xn),Mn(Xn))‘

+ da;(wrn))wn (d'aprés 3.2) = Tn(l+6n+da;+d6na;)-

- an(1+<sn)(nn(xn),un(xn) )oyn+da§+da;5n p.s. .

D'aprés 3.1ii, 3.3i, 3.4, les hypoth&ses du lemme 1 sont vérifi&es. Donc, 3T < = p.s. :

Tn—-E-'—s—'iT, et
? an(l+6n)(Dn(Xn),Mn(Xn)) < ®p.s. .

Remarque : On a E[Tn+llxl’X2""’xn] < (I+6n)Tn+a;(l+6n)Vn(Xn)+Yn-an(l+6n)(Dn(Xn),Mn(Xn)).

On constate que, pour obg?nir la conclusion Tn —PB-S- T, il suffit qui pour tout n, Vn(xn)
soit intégrable et que % a;(l+6n)Vn(Xn) < © p,s. ; les hypothéses 3.2 et ? a; < ®» ne sont pas
strictement nécessaires ; ceci rejoint une préoccupation de L.Ljung [13], [14], qui affaiblit

«©
1'hypothése ? a; < o,

2) Nous allons montrer que T = £(8) p.s.
Soit €= {w: T (w) T} ; soit

c, = {w: f an(1+6n)(nn(xn(w)),Mn(xn(w))) < o} ;3 P(C N cp =1
Soit w€E€ECNIN CI ; supposons T(w) # £(8).

Tn(w) + T(w) ; d'aprés le lemme 2, fn(en) + £(06).
Donc , ITn(“’)'fn(en)l + |T(w)-£(8)] >0 ; 3¢, >0,

|
W(w,e)) & Vo > Nw,ep)hey < [T @-£,06)] <o .
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On a, avec N = N(w.el).

T 3,018 (0, ) 4, (X, @) ) > 2 (Pa K@), @) ) = =, a'aprs 3.3,

Or, w € Cl ; i1 y a donc contradiction ; Yw € C N CI’ T(w) = £(9).

3) Nous allons montrer que xn—en 2-3:5 0.
Soit w€CN C] ; supposons que Xn(w)-en —F 0.
Alors, 3g, >0, 3ny) : W2, Hxnl(m)-enlu > €.

D'aprés 3.1iii, Ve, |Tn2(w)-fn2(9n2)| > v(ey) > 0.

Comme f_ (9
2

n ) > £(8), 36 >0, 3L : VL > L, lrng(w)-f(e)l > §,

g

Or, T“l(w) + £(8) ; i1 y a contradiction.
Donc, Yw € C N Cp, X (w)-6 + 0 ; conme @~ 0, on en déduit que X -6 25 0.

A.3.3. Démonstration du théoréme 4 de rapidité de convergence

Nous citons simplement ici les étapes de la démonstration, qui est paralléle 3 celles don-
nées dans [15].
Soit Tn = fn(Xn). En utilisant 3.1ii, 3.2, 4.2, on montre que
- - - - 2
E[Tn+l £(8)] < E[Tn £(0) J(1-2K a -2K an6n+dan(l+6n))+
- 2

*§ EIT I+ 2K a_(1+8 ) |£ (8 )-£(8) [+d(1+£(8)) (1+8 Da’+y .
En utilisant 3.1ii, 3.2, 4.3, 4.4, on montre que :

3A : Vn,E[Tn] < A. On en déduit que : 3F > O :

E[T ,,~£(®)] < E[T _-£(8) ](1-2K an)+F(6n+Yn+a;(l+6n)+an(l+6n)Ifn(en)-f(e)[).

Pour obtenir les conclusions du théor&me, on utilise les lemmes III-2 et III-3 de [15], dus

-

respectivement 3 Schmetterer [18] et Venter [19].

PARTIE B : ESTIMATION SEQUENTIELLE D'UNE
ESPERANCE CONDITIONNELLE

B.1. INTRODUCTION

B.1.1. Présentation de la méthode

Soit une variable aléatoire réelle observable Y. Soit une variable aldatoire observable X,

~ m
a valeurs dans R .



Soit m‘,w@,...,q? p fonctions réelles de m variables réelles, mesurables, connues.

On pose le probléme suivant : trouver une combinaison linéaire des variables aléatoires
réelles @ (X),@?(X),...,@P (X),0 Q! (X)+02@? (X)+...+0P¢P (X), qui approche E[Y/X] au sens des
moindres carrés.

Soit 6 et ¢ deux matrices-colomnes, avec 6' = (8),02,...,8P), ¢ = (¥',@?,...,&). On
cherche 6 qui rende minimal E[(E[Y/X]-8'@(X))2?], ou de fagon &quivalente E[(Y-8'w@(X))?].
Comme grade E[(Y-0'@(X))2] = -2E[(Y-8'@(X))p(X) ], on est conduit 3 introduire la famille de va-
riables aléatoires Z(8) = (Y-8'@(X))@p(X). Le probléme posé revient 3 résoudre 1l'équation
E[z(8)] = 0, dont on suppose la solution eo unique.

Pour estimer 90, on construit le processus de Burkholder (On),

1 oy
C) =0 -a -— z (D(an)(w' (xnj)@ -Y ')’

n+l nn m . n
n j=1 nJ

ol les (X .,Y .), na=1,2,...,j = l,2,...,mn, constituent un échantillon de (X,Y) obtenu 3

nj’ nj
1'aide d'expériences indépendantes ; i l'étape n, on fait donc m observations indépendantes

de la variable aléatoire (X,Y).

B.1.2. Présentation des résultats démontrés

Nous donnons un théoréme de convergence presque siire de ce processus, et un théoréme de nor-
malité asymptotique ; dans ce dernier résultat, si l'on prend a, du type % » 11 apparait que
la matrice de covariances asymptotique est en L ; dans le cas ol m,  ne dépend pas de n,
elle dépend donc du nombre total d'individus observés au cours des n é&tapes, et non pas du
nombre n d'étapes ; ceci justifie que l'on fasse plusieurs observations de la variable (X,Y)

a chaque étape.

B.1.3. Quelques applications

1) Régression linéaire

Y est la variable expliquée ; les m variables al&atoires réelles explicatives
XI,XZ,...,Xm constituent la variable X. On peut approcher l'espérance conditionnelle
E(Y/x',Xx2,...,x%] par une combinaison linéaire des p variables ot (X, x2,...,xD,

i=1,2,...,p, en utilisant cette méthode séquentielle.

2) Détermination d'une fonction discriminante bayesienne

On dispose de r classes d'individus cl’CZ""’Cr ; pour classer un nouvel individu, on
mesure m variables X!,XZ,...,X .

Soit, pour i = |,2,...,r, Zi la variable indicatrice de la classe Ci‘ Soit P(Ci/x) la
probabilité a posteriori de la classe Ci lorsque l'on observe X = (Xl,Xz,...,Xm) ; on a
P(CiIX) = E[Zi/X]- Pour approcher P(Ci/x)’ pour i =1,2,...,r, et obtenir ainsi des estima-
tions des fonctions discriminantes bayesiennes, on peut utiliser cette méthode séquentielle,

avec Y = Zi et X = (XI,XZ,...,Xm).
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3) Estimation d'une fonction

Soit h une fonction réelle de m variables réelles. Soit une variable aléatoire X 3
valeurs dans R ; on suppose que l'on peut observer la variable al@atoire h(X).
On peut approcher h(X) par une combinaison linéaire des @ (X), i =1,2,...,p, et estimer

ainsi la fonction h, en utilisant cette méthode séquentielle avec Y = h(X).

4) Estimation d'une fonction h(x) = E[Z(x)]

Soit une famille de variables aldatoires réelles {Z(x), x € R"} ; soit E[Z(x)] = h(x).
Soit une variable aldatoire X 3 valeurs dans R© ; on suppose que l'on peut observer la varia-
ble aléatoire Z(X). Pour estimer la fonction h, on procéde comme en 3, en premant Y = Z(X).

Ceci peut s'appliquer en particulier 3 1'estimation de la fonction de répartition d'une va-

riable aléatoire 3 valeurs dans Rm, en prenant pour Z(x) la fonction de répartition empirique.

Le probléme |, dans le cas d'une variable explicative, est &tudi& dans [7] ; le probléme 2,
dans le cas de deux classes, les problémes 3 et 4, ainsi que d'autres applications, sont étudiés
dans [9] et [1] ; les auteurs y ont utilisé& un processus de Robbins-Monro avec une observation
a4 chaque &tape. Nous faisons ici une présentation de ces applications dans le cadre général de
1'estimation d'une espérance conditionnelle, en utilisant un processus faisant intervenir plu-

sieurs observations 3 chaque étape.
B.2. THEOREMES

B.2.1. Théoréme de convergence

Théondme 5.- On fait Les hypothéses :

5.1 LL n'existe pas de nelation LinZaire entrne o! (X),wz(X),...,wp(X) ;
5.2 Les moments d'ondre 4 de La variable aliatoire (@'(X),@%(X),...,dP(X),Y) exis-
tent ;
G r g sy a? <o
5.3. a.n>0,>?an co,illan<.

Sous Les hypothdses 5.1, 5.2, 5.3, 9, étant une variable aliatoine telle que
Elflo,1%1< =, La suite de variables aléatoires (0,) converge presque sdrement verns 6.

B.2.2. Théoréme de normalité asymptotique

On considére dans ce théoréme des suites (an) particulidres, qui vérifient 1'hypothése
5.3.

Théordme 6.- Soit Z(6) = @(X) (o' (X)e-Y),M(e) = E[Z(6)].
Soit Ele(Xle'(X)] = B ; s0it A La néduite diagonale de B, P {La matrice orthogonale de
passage : A = P'BP ; s0it X La plus petite valeun propre de B.



On fait Les hypotheses :

6.1 il existe n > 0 zel que 2a variable aliatoire (@!(X),@2(X),...,(X),Y) admet-
te des moments d'orndre 4+n ;

6.2 I : zime»e Ef(Z(e)-Mle))(Z(e)-M(B))"]) = = ;
0

6.3 3 : Zimn*wmn =m;

6.4 3 % <Bgl, 3¢>0: nBan +C;

pour B =1, ¢ > %T .

(P'nP)i-
On déginit La matrice M = c? -————————aL—; R
CAa*CAjj'Y

I pour B=1
avec Yy =

0 pour B % 1.
Sous Les hypothises 5.1, 6.1, 6.2, 6.3, 6.4, on a :

8
il (6,0, —Zs S0, PP

B.3. DEMONSTRATIONS

B.3.1. Lemmes

Lemme 3.- Soit a » 1. Soét X;,X,,...,X, n variables allatoires dans RP, déginies sur un mé-
me espace probabilisé, telles que E["XLHGJ existe, pour L =1,2,...,n. Alonrs,

o T (vt s,

Lemme 4.- On considene Le processus de Burkholder dans RP. On neprend Les notations définies
en A.1.4. et A 1.5..80it Vn(x)-Mn(x) = Zn(x), Vn'Mn(Xn) = Z,. On suppose Les gonctions M, (x]
et E[Y,(x)|?] mesurables. Soit (8,) une suite d'éléments de RP qui converge vers 6.

On fait Les hypothises :

Iz, (x)]|2dP = 0 ;

L4.1 ZimR#aﬁime#obupnéup”x_e"<s
{1z, (x)f >R}
L4.2 sup,sup E[]Z, (x)][?] < .

Sous Les hypotheses L4.1, L4.2, C1.1, C1.2, C1.3, C1.4, on a :

Limy,  sup, / 12,012dP = 0.
) >

Ce lemme est une extension au cas du processus de Burkholder du lemme II.2 de [15] pour le

processus de Robbins-Monro ; nous n'en reprendrons pas la démonstration.
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Lemme 5.- Soit une famille de variabfes aléatoires dans RP, {Z (x), n €N, x e RP}. On fait
2’ hypothese :

2+v
L5.1 3, 3, >0, ¥>0: Aupnéup"x_e“<€0 EQNZ, (x]" 77 < =
Sous L'hypothise L5.1, on a :

Limg, fim_qsup, supy o1 oo { 12, ()| 2dP =
Uz, x| > R}

lLa démonstration de ce lemme ne présente pas de difficulté.

B.3.2. Théoréme de Fabian

Soit (R,d,P) un espace probabilisé ; toutes les variables aléatoires intervenant dans la
suite sont définies sur (,Q,P). Soit (V ) et (T ) deux suites de variables aléatoires dans
RP, (Fn) et (¢n) deux suites de varlables aleat01res dans RP™P. Soit B et Yy deux nombres

réels. Fabian définit dans [5] le processus (Un) dans RP par :
v, =(1-=2 OV + ——r T .
n+| aB (B+Y)/2 oo B+y/2 'n

Théondme 7.- Sodit (Tn) une suite non-décroissante de sous-tribus de Q. On fait Les hypoth2-
425 ¢

7.1 wm > 2, Fn’ %

n-1’ v

aq dont F,-mesurables ;

7.2 ar définie positive € RPP . 1 L2571 ; s0it A fa réduite diagonate de T,
P 2a matrice onthogonale de passage : A = P'TP ; soit ) La plus petite des
valeurns propres de T ;

7.3 30 € RPP 9, N LINY.
A
7.4 aT eRP - T L2 T ou E[T,T1>0;
7.5 vn,E[vlT]=o-
7.6 3 e RPP ¢ v v | Foa-z) B2 0
7.7 3C >0 : wn, "E[Vn nl 7rh]-2" < Cp.s. ;
7.8 m > 0, Lim, V| 2dP =
i >0, Lim vl
Uvi? > 2%
1 n
= ; kN 2 = .
ou g=1,v>0, Lim - 51/ v dP = 0 ;
Uvil® » st
7.9 0<ggl;
7.10 y20;

soit ¥ =y pour B =1, Y =0 poun gs1; Yo



Sous Les hypotheses 7.1 a 7.10, on a :

+ (P'oze’P)
AT N J”((r- ', PMP’), avee M = (———’:{- :
Aoithigmy

B.3.3. Démonstration du théoréme de convergence

1) Soit, pour tout n, (X .,Ynj), j= l,2,...,mn) un échantillon formé de variables indépen-

nj
dantes de la variable aléatoire (X,Y). On définit la famille de variables aldatoires
- . - ; M
T — \ -
Z,0), 1 €8, 8 €&}, celle que Z,(0) = - jfl“’(xni)("’ (%,:)8 Ynj)'

On a E[Zn(e)]'= M(6) = E[@(X)¢@' (X) 10-E[@(X)Y]. D'aprés 5.1, la matrice E[@(X)@'(X)] est
définie positive ; 1l'&quation M(8) = 0 admet pour solution unique
0, = (Elomo 0 1) B Lo, et on & H(O) = Efa(D’ (0 1(6-0,).

Pour montrer la convergence presque siire du processus (@n) vers 60, nous allons véri-
fier les hypothéses du corollaire 1. On a ici : wm,8 =6, ; 1'hypothése Cl1.3 est vérifide ;

d'aprés 5.3, l'hypothdse Cl.4 est vérifiée .

2) Montrons que : 3d > 0 : wvn, V8, E[”zn(e)uz] < d(l+"e-e°"2).

D'aprés le lemme 3, on a
EL)Z_(8)]2] < E[o(X) (o' (X)6-D)[?] = 8"E[(@(X)¢' (X)) 2]6-
—2E[Y@' (X)(X) @' (X) ]6+E [@' (X)@(X)¥?] ;
d'aprés 5.2, les matrices introduites existent. Donec,
EfZ,(8)]%] < |E[(0X)e' (X))2]] [o]> +
*2|E(Yo' (Do(X)e' () ] o} + [Elo" Xe)¥Y2]| ;
on en déduit la proposition. L'hypoth&se Cl.1 est vérifiée.

3) Montrons que : vg > 0, inf 1 (6-8,,M(8)) > 0.

eqle-0,]l <
Soit A 1la plus petite valeur propre de la matrice définie positive E[@(X)®'(X)].

On a (89 ,M(8)) = (8-6 ,E[0(X)0' (X)1(6-8,)) > A|e-6 ]2 .
On en déduit. la proposition.
o«
L'hypothése C1.2i est vérifide ; comme % a ==, 1'hypoth&se C1.2ii est &galement véri-

fiée.
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B.3.4. Démonstration du théoréme de normalité asymptotique

1) Le processus s'écrit : @ = Qn-anzn, avec

n+l
- ¢ ™
T o0, (o' 0, )
On a : E[anen] = M(0,) = B(Q_ -6 ).
Soit W(8) = Z(8)-M(8) = w(x)(w' (x>e-v)—m(e>,

W3 ® = o, (o xe-r, Juco),

| My
(a) = ;n- JEI w (e), wnj = wnj(en)’

Wn = Wn(Gn) = Zn-M(Gn).

On peut &crire le processus sous la forme :
G)n+l-eo = (I-anB)(en-eo)-anwn'

Nous allons vérifier pour ce processus les hypothé&ses du th&oréme de Fabian, en posant

+v) /2 -
en—eo = Un, nBanB = Fn’ Y =8, -n(B n/ anI = ¢n’ Wn = Vn’ Tn = 0, et en prenant pour 7:1 la

tribu engendrée par 01,92,...,On.
2) Les hypothéses 7.1 3 7.5 sont vérifiées, avec T = cB, ¢ = =cI (d'aprés 6.4), T = O.

3) Montrons que : 35 € RP*P : ||E[W IT -z 2= o.

1

E(W i, 1 Ty = oL EW W ]F] BV | Fols
1]

(m_)? ni nj (mn) ni ni
car pour i # j, les variables wni(e) et (6) sont indépendantes et E[W .(e)] = 0.
Sous les hypothéses 5.1, 6.1 et 6.4, en ——24539 6, ; d'aprés 6.2, E[Wnlwal|77n] - LLLI
D'aprés 6.3, amo Pm < o 3 donc,
J—t nzin (E[w W F )-m)| < ! z ||E[W | F 1= LR
(mn)2 i=1 ni'nil TN S n =1 ni n1 ?

EI: )
N

ot
comme m -+ m, E[wnwnlﬂr ] 5y

L'hypothése 7.6 est vérifiée avec I =

gla

4) Nous supposons provisoirement (voir la fin de la démonstration) que supe“E[w(e)W'(e)]—n" < ®
(1). En faisant des majorations, on en dé&duit facilement que 3C > 0 : Vn,"E[ﬁnﬁ;|77n]-~% | <c.
L'hypothése 7.7 est vérifiée.



5) Pour vérifier que, ¥r > 0, 1imj*m "ﬁjnzdP =0,
4w 12 > « 3%

on utilise le lemme 4. D'aprés 5.1, 6.1, 6.4, les hypothéses Cl.1, Cl.2, Ci1.3, Cl.4 sont véri-
fiées.

Vérifions l'hypothése L4.2. Supposons provisoirement (voir la fin de la démonstration) que
supeE["W(e)“z]< o (2). Alors, d'aprés le lemme 3, Vn, V8, E["ﬁn(e)ﬂzls E[[w(e)] 2] ¢
g supeE["W(e)“z] < o,

Vérifions 1'hypothése L4.l. Pour cela, nous appliquons le lemme 5 et vérifions que :
Seo >0, 3v>0:

supsup|g_g [<c ELITL®]7V] <=,
o o
D'aprés le lemme 3, on a
= 2+v 2+v
E[W 0] *V1 < eflwer] V1.
On a (o) = w(x)(w' (X)G-Y)-B(e-eo) ; donc, pour [[6-8 | < e,

=@ 121 < £ (oo’ ol e fee ol ale, J*° | < =

pour un v > 0 d'aprés 6.1.

Toutes les hypothéses du lemme 4 sont vérifiées. On a donc

. T 24p =
lz.mR 40oSUP, / I Wn" dP = 0. Comme
{

I wnll > R}.

/ IIﬁJll 24P ¢ sup / "ﬁn" 24P,

w? > r 3 {wli®>r;
on en déduit la proposition cherchée.
6) Vérifions que, pour B =1, Vr > 0,

: - =l 2ap =
lim = .E "Wj" dP = 0.

j=1

{Il!TIJ-ll2 > r j}
D'aprés le résultat de 5,

. oy €
ve >0, 3n_ : Vi > n, / ||wj||2dp <3 .

Qid? > « 5
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D'autre part, supnsupeE[”ﬁn(e)"z] < o , d'aprés l'hypothése (2), supeE[nW(e)"zl < w, et

d'aprés le lemme 3 ; donc, suij[”ﬁjﬂz] < = ; par conséquent,

A
. = €
an] T vn > n, o jE-l ||wj"2dP < 7
Qw2 >« 3y
1 2 -
Donc, Vn > sup(n_,n;), — % "WjuzdP <g

j=1

U712 > = 5)

la proposition est vérifiée.

7) Nous allons montrer dans cette partie que l'on peut supprimer les hypothéses (1) et (2) :
() : supe"E[W(B)W'(e)]-n" < ®
(2) : supeE["W(e)"z] < o,

Pour cela, nous allons appliquer la méthode de tromcature introduite par Hodges et
Lehmann [8].

On déduit les hypothéses 5.1, 6.1 et 6.2 qu'il existe un voisinage de eo, défini par
ﬂe-eoﬂ < A, dans lequel (1) et (2) sont vérifides ; si elles ne le sont pas pour tout 6, défi-
nissons la famille de variables aléatoires {2'(8), 6 € RP}, telle que 2'(8) = z(8) pour
"9-90" < A et telle que Z'(8) soit une variable aléatoire de loi clo(B(e-eo),I) pour
"e—eoﬂ > A ; (1) et (2) sont vérifiées quel que soit O pour cette famille.

Le processus (On) converge presque siirement vers 8, Donc, V0 < € < 1, 3N(e) :

P( a {Hen-eoﬂ < A}) > 1-¢(3). Définissons alors le processus (@;), dépendant de €, par
n>N(g)

1 = 1 =l = 71
e1 eN(s)+l’ en+l On aN(e)+nZ N(g)+n’

construit 3 partir de la famille {zZ!(8)} comme G 1l'est 3 partir de la famille {Z(6)}.
En reprenant la démonstration, on constate que toutes les hypothéses du théoréme de Fabian sont
vérifiées pour ce processus (nous aurions pu l'introduire au début de la démomstration ; nous
ne 1'avons pas fait pour ne pas alourdir les notatioms). On conclut donc, d'aprés Fabian, que
vm nB/z(O;—Go) ——32—9 u*a(O,PMP'), M étant défini dans 1'é&noncé du présent théoréme.

Pour [6-6 ] < A, 2'(8) = Z(8) ; donc d'aprés (3), on a

P(Vn > 1, Gn = ON(E)+“> > I-e.

Notons Fx(t) = P(X < t) la fonction de répartition d'une variable al8atoire X ; on a



¥, v,

E (g)-F,,(8)
o+ Oa

P(@N(e)+n < e)—P(&}:l < e)|
£ |PQBN(£)+n < e|Vn 3 b, Gé - eN(£J+n)-

1
P(Vl:l » 1, Gn = eN(g)+n)+

- 1 =
P(en < elvn 21, 0} GN(€)+n)
+P(3n : e; % aN(g)+n) <0+ g,

Done, VO <e <l M v Ve fy (@ Fu®] < e

N(g)+n n

¥

d'autre part, W0 < ¢ < 1, Jﬁ'nz(eé-eo) —Y 3 A (0,PMP') ; on en déduit que

£ o

e (0,~8,) ——> A0, PMP").

Comme m -+ m, on peut aussi écrire

2 &

2 _ '
,/En n (en 30) — VP(O,PMP ).
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