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Statistique et Analyse des Données 

2 - 1978 

NOTE SUR LA METRIQUE DE L'ANALYSE DES CORRESPONDANCES 

FICHET Bernard 

Laboratoire de Physique. Faculté de Médecine 

Université de Marseille II 

Nous montrons que la métrique de l'analyse des correspondances est, à une constante 

positive multiplicative près, la seule métrique de la forme 

d (a-,a/,) = E f [p ( * » j )3 [ / • \ — ) • i \ ] (°û f e s t u n e fonction numérique 
I L . p ̂ 1, .J pIL x • J 

strictement positive), satisfaisant au principe d'équivalence distributionnelle, lorsque 

l'une des trois conditions suivantes est vérifiée : 

- les p(i»j) sont tous rationnels 

- f est continue 

- f est monotone non croissante 

1 -INTRODUCTION 

Rappelons les données de l'analyse des correspondances. Deux ensembles finis As{a.,.*,a } 

et Ba,{b.,..,b } (n ^ 2, p ̂  2) sont mis en association - on dit en correspondance - par 

une matrice réelle C d'ordre (n,p), de terme général p(i,j),i*l,.. ,n ; j3l,..,p, que nous 

appellerons matrice des correspondances, et qui vérifie les relations : 

Vi - 1,..,n Vj « l,..,p p(i,j) > 0 
P 

Vi = 1 ,. . ,n Z p(i,j) > 0 

J-I 
n 

Vj = l,..,p £ P(i.j) > 0 
i-1 

n p 
l l P(i.j) ' 1 
i-l j-l 
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A titre d'exemples,une telle matrice \eut être, soit donnée par une probabilité sur 

(A x B, ? ( A x B)) - correspondance probabïliste -,soit déduite d'un tableau de contin­

gence - correspondance statiïtique -

Rappelons maintenant quelques notations classiques. 

f P n 
! Vi = l,..,n p(i,.) * Z P(i,j) > 0 ; Vj - 1,..,P p(.,j) a Z p(i,j) > 0 

j -1 i* 1 (1) 

[Vi -i,..,n. Vj - l,..,p PA(i|j) « ^ 4 } x PB(j|i) » £ £ i | 

Pour une partition donnée {b' b' } (d'éléments non vides), de B, notons encore 
j , . . , m 

(2) i 

V i " l , . . , n Vr=l , . . . ,m p ' ( i , r ) = Z p(i>j) 

b.Jcb-r 

V r - l , . . . , m p ' ( . , r ) - E ç'(i,r) * Z P ( . , j ) 
i=l j 

b j £ b ' r 

V i - 1 . . . . » Vr - 1 . . . . . p . A ( i | r ) = £ ^ k £ f , p . B ( r | i ) = £ l 4 k l l 

Considérons alors une famille d'écarts sur A, soi t {d-} , définis par : 

(3) Vi, Vi' = l , . . , ï i dj ( a . , a . t ) - Z f [>( . , j ) ] [pB(j | i) - p B C j | i f ) ] 2 

où f appartient à une classe de fonctions numériques strictement posit ives . 

La propriété connue sous le nom d'équivalence distributionnelle " p ] » tome 1, p.24, 

tome 2, p.152 ; [2] p.229 - peut alors être présentée comme sui t . 

Similairement on introduit une famille d'écarts {6A sur B. De façon classique, soit ^ 

la relation d'équivalence sur B définie par : 

bj ^ bj f <=^<5f (bj ,bj ? ) - 0 <t=̂  Vi = 1 , . . , n p A ( i | j ) » P A ( i | j l ) , et soit 

B » B/'V - {b.'j.-jb1 } l'ensemble des classes d'équivalence. Alors, avec les notations 
i m 

de (2), on peut introduire une nouvelle famille d'écarts sur A, soit {d*}, par : 

.. 2 ,-m* (4) Vi, Vi' = 1,...,11 d'f' (a.,aif ) - Z f [p' (. ,r)] [p- (r| i) - p'B(r|i')] 

r=l 

Alors pour n et p donnés, on dit que d- satisfait à la propriété d'équivalence distribu-

tionnelle, si df = d' , quelle que soit la matrice des correspondances appartenant à 

une classe donnée. 

Il est clair que s'il en est ainsi pour d~, il en est encore ainsi pour d f, où a est une 
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constante p o s i t i v e ; e t i l e s t c l a s s i q u e - v o i r [ l ] , [2] - que la métrique de l ' a n a l y s e 

des correspondances ( t e l l e que f (x ) » 1/x) s a t i s f a i t au pr inc ipe d 'équiva lence d i s t r i b u -

t i o n n e l l e . 

Nous nous in téres sons par c e t t e note i la c o n d i t i o n n é c e s s a i r e , envisageant deux cas : 

c e l u i où l e s éléments de la matrice des correspondances sont r a t i o n n e l s , comme dans l e 

cas d'une correspondance s t a t i s t i q u e ; c e l u i , plus g é n é r a l , où c e s éléments sont r é e l s , 

comme dans l e cas d'une correspondance p r o b a b i l i s t e . Dans ce but, nous notons : 

- pour n e t p f i x é s , ^ (resp . <^Q) l 'ensemble des matr ices des correspondances d'ordre 

(n,p) à éléments r é e l s ( re sp . r a t i o n n e l s ) . 

- T (resp. IL) l 'ensemble des fonct ions numériques s tr i c tement p o s i t i v e s , d é f i n i e s sur 

] 0 , 1 [ ( resp . ]0 ,1 [ f l0 ) • 

I l peut ê t r e souhaitable également d'imposer à f c e r t a i n e s c o n d i t i o n s de r é g u l a r i t é , 

comme d 'ê tre continue ou monotone non c r o i s s a n t e . Cet te dern ière c o n d i t i o n - d i s c u t é e 

dans [ 2 ] , p.228 - permet, en général , de l i m i t e r , au niveau de la métrique, l ' i n f l u e n c e 

d'un événement de for te fréquence d 'appar i t ion . Nous notons encore : 

- r (resp. T) l 'ensemble des fonct ions numériques p o s i t i v e s cont inues ( re sp . monotones 

non cro i s sante s ) d é f i n i e s sur ]]0J [ 

Remarquons enf in que s i f e F (resp . TQ, T, T) s d f e s t toujours d é f i n i e , a l o r s que 

ce n ' e s t pas l e cas pour d' s ' i l n 'ex i s te qu'une s eu l e c l a s s e d 'équiva lence dans B ; mais 

comme dans ce cas ( ^ ¾ - p f f i ' , ' . ^ ^ * ° H ) 2 " ° ' ¥ i ' ¥ i ' " ' • • • • * • P o u r é v i t e r 
de déf in ir f au point 1 , nous poserons a l o r s d ' f - 0. 

2 - RESULTATS 

Proposi t ion 1 

Pour n >, 2, p > 2 fixés, si f z FQ est telle que df = d'3 ¥ C z *6U, alors nécessairement 

il existe a z m tel que : 

¥x € ] 0 , 2 [ f i e , f(x) = a/x 

Proposit ion 2 

Pour n >, 2, p > 2 fixés* si f z E^ (resp.f z F^J est telle que df - dr
f f C e % alors 

nécessairement il existeo. zm tel que : 

¥ x z ] { ? , ! [ , f(x) = a/x 

3 - DEMONSTRATION DES RESULTATS 

A toute fonct ion numérique f d é f i n i e sur un sous-ensemble d e ] 0,1 £, nous a s s o c i o n s la 
2 

fonction g f t e l l e que gr(x) » x f ( x ) , pour tout x appartenant au domaine de d é f i n i t i o n 

de f. La démonstration des propos i t ions repose a l o r s sur l e : 
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Lemme 

Pour n >,, 2, p > 2 fixés, pour que f z FQ (resp. f z F)soit telle que df - d' 

¥ C z *i$Q (resp. ¥ C z ^), il est nécessaire et suffisant que : 

¥x, ¥y z ] 0,1 [ fl S tels que x + y < 1 

(resp. ¥x, ¥y z ] 0 j 2 [ tels que x + y < 1) : 

gjx -h y) = gf(x) + g (y) 

Démonstration ; 

S i b . , . . , b . sont des éléments de B, on a : 

(5) b. -Mb. % . . . * b . < = > Vi - l , . . , n p A ( i | j . ) 
1 n 

<=> Vi - 1 , , . ,11 
P ( i » j , ) 

P ( . , j j ) 

^ P A ( i | j j ) 

P ( i » j z ) p ( i . J 3 ) + . . + P ( i 9 j z ) 

* P( .»J Z ) * p ( . , J ] ) + . . + P ( . , j ^ ) 

Donc,pour que des é léments de B s o i e n t à un écar t n u l , i l faut e t i l s u f f i t que l e s 

v e c t e u r s colonne correspondants de l a matr ice des correspondances, so i ent proport ionne l s . 

Prouvons a l o r s la c o n d i t i o n n é c e s s a i r e . 

S o i t donc f z FQ ( r e s p . f e F) t e l l e que d f * d ' f , V C e «g* (resp . V C 8 ¾ ) . e t 

s o i e n t x e t y appartenant à ] o , l [ | | Q ( r e s p . appartenant à ] 0 , l [ ) t e l s que : x + y < 1. 

So i e n t j j et j 2 (j j 4 j 2 ) deux i n d i c e s compris entre 1 et p. Construisons C e c § f 

( r e s p . C z *{? ) t e l l e que (b . , b. ) s o i t l e seul couple d'éléments de B, d i s t i n c t s et 
J l J 2 

s i t u é s à un écart nu l , e t t e l l e que ; p ( . , j j ) - r , p ( . , J 2 ) 3 y- H s u f f i t de cons idérer 
C t e l l e que : 

(6) 

Vi = l , . . . , n p ( i , j ] ) * \> p d , j 2 ) * \ 

*j • U - - - . P j * j j» j * J 2 p ( l » j ) - a 

Vj " 1> •• ->P J ? i J ] » J ^ J 2 P(2*J) t o u s d i s t i n c t s et d i f f é r e n t s de a. 

( s i n > 2) Vj » l , . . . , p , j * j j , j i j 2 , Vi > 2 , p ( i , j ) = 0 

avec : a e Q* ( r e s p . a e (R*) t e l que : x + y + (p-2) a < 1 

p ( 2 , j ) z Q+ ( r e s p . e R+) pour j + ]]9 j f j 2 

(nous préc i serons c e s nombres p lus l o i n ) . 

Notant b* la c l a s s e d 'équiva lence de b. (ou b. ) : 
r J l J 2 

(5) donne : Vi 
P < i . j , > P<ifJ2> o ' ( i r ) 

l , . . , n —,—7-y » - - ; — — • * , * * ' » a . ( n o t é ) . 

Alors- l ' é g a l i t é d- - d 1
f entra îne 
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Vi, Vi' = 1 , . . ,n : f [p ' ( . , r ) ] [ p ' ( r | i ) - p'_ ( r | i ' ) ] 2 

B x * ' ~ ' * B^ 

i ! i * VI 2 + f r« ( \ \\ T„ ( ; \<\ - ~ n i ; » \1 2 f CPC- . J I>3 C P B ^ I I 1 ) - P B O I U ' ) ] + f 0 ( - . j 2 > ] ( > B a 2 | i ) - p B a 2 | i T ) ] 2 , 

soit : Vi, Vi 2 r - i <V , 2 • - ! . . . . - : £ [P ' ( . ,D] p'( . ,r)Z [ ^ - jrf-^] 

- * [pci,)] P C . J / [ ^ - ^ ^ 2 • f [P(.,J2)] p(.ij2,2 [ _ T Î L T . _ ^ _ T ] 

Or, i l est aisé de préciser C de t e l l e sorte qu'i l existe i et i1 vérifiant : 

a i , a i ' 
P(i>.) * P ( i ' , . ) * 

Sur notre exemple a] = a2 - 3/n. Si nous choisissons a e Q* (resp. z R*) tel que : 

(p-2)a < [l - (x+y)]/2 (par exemple a - [l - (x+y)] /[3(p-2)] ), on peut choisir 

P(2,j), j 4 j]X j 4 j2, tous distincts, appartenant à Q+ (resp. à (R ) et supérieurs à a 

(par exemple égaux à : a+b,..., a+(p-2)b avec (P'^^P'^b m j _ (n+y) _ 2 (p_2)a 

e Q+ (resp. e R*)) ; 

et alors p(l,.) < p(2,.) 

D'où : f [p'(.,r)] p'(.,r)2 - f[p(.,jj)] p(.,J3)
2 + f [P(.,J2)J p(.,J2)

2, 

soit gf [p'(.,r)] » gf [pC-.jj)] + gf [p(.,j2)] 

et donc : gf(x+y) =* gf(x) + g (y) 

Pour démontrer la condition suffisante, soit donc f e FQ (resp. f e F) telle que gf 

vérifie la condition donnée dans le lemme. Un raisonnement par récurrence montre que 

gf vérifie : 

Vxj, ..x^ e ]0,1 [ f] Q (resp.] 0,1 [), tels que x +. ..+ x- < 1, 

,2 

gf(Xj +..+ xz) » gf(x])+..+ g f (x^) 

Pour C £ ̂  (resp. C 6¾) soient ^....b' les classes d'équivalence de B. 

Si m = 1, tous les vecteurs colonne de B sont proportionnels deux à deux, et alors une 
2 

SLmple vërLficatLon montre que : Vi, Vi' = l,..,n d* (a., a.,) = 0. D'où df * d'f = 0. 

(résultat vrai Vf z F (resp. f e F)). 

Si m > 1, soit r un indice compris entre 1 et m et soit b1 - {b. ,.., b. } 
r Jl Jr 
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P ( i » j j ) P ( i » j r ) p ' U . r ) 
Alors par (5) : Vi * ! , . . , n J^-J-y = . . . « _ _ = _ _ 

Et donc : Vi, Vi' = l , . . , n Z f [ p ( . , j ) ] Q>B(j l i ) - P B C J l i ' ) ] 2 

Vb'r 

- r fTor n i r ElSîill P C ' > J ) P f ( i T >r) p ( .> i ) i 2 

J f[p(-j)] L^ ( . > r ) TÔTO P^.,r) ta7T:y 
b . c b ' r 

L — [ p f
B ( r | i > " p 'gOHi')] 2 gf [P(.,J)1 

p ' ( . . r ) j 
b . eb ' 

J r 

« f [ p ' C . r ) ] [ p ' g f r l i ) - p f
B ( r | i ' ) ] 2 puisque Z p ( . , j ) < 1. 

b . e b ' r 

D'où d f - d ' f . 

Démonstration des p r o p o s i t i o n s 

So i t f e F ( r e s p . f e FC ou f e FD) t e l l e que d f « d ' f VC E ^ Q (resp . VC e *€ ) . 

U t i l i s a n t l e lemme, i l e s t c l a s s i q u e que g f v é r i f i e a l o r s : 

Vr e Q* , V x e ] 0 , l [ ( 1 Q ( r e s p . Vx e ] 0 , 1 [) t e l s que r x < 1, 

(7) gf (rx) « rg-(x). 
g (x ) 

Dès lors pour la proposition 1, il suffit de choisir xne30f! [ilQ
 et de poser a =* >0 

u x0 
pour prouver le résultat. 

r 
Pour la proposition 2, si f e F , utilisant (7) et la continuité de g, on a : 

(8) VXe R*, V x r ]0,1 [ tels que Xx < 1, gf(Xx) - Xgf(x) 

Et l e r é s u l t a t en décou le , comme dans la propos i t i on 1 . 

Enfin, s i f z r , on montre que f v é r i f i e : 

(9) VX z JR* , Vx e ] 0 , l [ t e l s que Xx < 1, f(Xx) = f ( x ) / X , 

Z-\ e f f e t , Ve>0, c h o i s i s s a n t deux r a t i o n n e l s p o s i t i f s r. et r„ t e l s que : 

(10) x < l / r 2 ^ 1/X <c l / r 1 e t l / r ] - l / r 2 « e / f ( x ) 

On a, puisque f e s t non c r o i s s a n t e : f ( r 2 x) <£ f(Xx) ^ f ( r . x ) , 

et donc par (7) : f ( x ) / r 2 < f(Xx) ^ f ( x ) / r j 

D'où avec (10) - ^ ^ - - z 4 f (Xx)^ ^"X"*e e t (9) en découle . 

Dès l o r s i l s u f f i t de c h o i s i r x 0 e ] 0 , l £ et de poser a = xQ f (x Q ) > 0 pour avo ir l e r é s u l t a t 

annoncé. 
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REMARQUES 

Remarque 1 

Si f £ F e t s i V C e ^ , d f "d'r» i-1 e s t faux que f s o i t nécessairement de la forme 

f (x) • ot/x, Vx z J o , l Q a e R . Pour un contre-exemple , i l s u f f i t de cons idérer une 

fonct ion numérique p o s i t i v e g d é f i n i e s u r [ ] 0 , l [ [ , s a t i s f a i s a n t à la c o n d i t i o n du lemme, 

et n 'é tant pas de la forme g(x) = ax , xc ] 0 , î [, a z R+ . 

Or la r e s t r i c t i o n à ] 0 , l [ , d'une forme l i n é a i r e h, d é f i n i e sur R, espace v e c t o r i e l de 

dimension i n f i n i e sur l e corps Q, t e l l e que h(x) ne s o i t pas de la forme h(x) « a x , 

Vx z ] 0 , l [ , a e R+ , e s t une t e l l e fonc t ion . Et l ' e x i s t e n c e de h e s t a s surée par l 'ax iome 

du choix ( s i e, et e„ sont deux éléments d'une base a lgébr ique de l ' e s p a c e c o n s i d é r é , 

que l ' o n peut toujours supposer appartenir à 3 0 , 1 [] - q u i t t e à l e s changer de s igne 

et à l e s d i v i s e r par un rat ionne l qui leur e s t supérieur en module - , i l s u f f i t de 

dé f in i r h, par h ( e , ) • e . , h(e«) 4 e« - h n u l l e , par exemple, sur l e s autres v e c t e u r s 

de base - ; notons que ce la rev ient à c o n s t r u i r e une forme l i n é a i r e non cont inue sur 

1'espace c i t é ) . 

Remarque 2 

Pour p • 2, on a : Vf e F ( re sp . f z F) , VC z ^ - ( r e s p . VC e S5 ) , d f - d ' f . 

En e f f e t , nous avons c o n s t a t é , dans la démonstration de la réc iproque du lemme, que 

t e l é t a i t l e cas , s ' i l n ' e x i s t a i t dans B qu'une s e u l e c l a s s e d ' é q u i v a l e n c e . 

A ins i , pour p =* 2, i l e x i s t e une i n f i n i t é de façons de c h o i s i r f, même s i on l u i impose 

d ' ê t re continue et monotone non c r o i s s a n t e ; l ' i n t é r ê t de l a métrique d f s ' en trouve 

donc r e s t r e i n t . Certes , sur l e plan concret , pour p«s2, c ' e s t l ' a n a l y s e des correspondances 

elle-même qui présente peu d ' i n t é r ê t s ; ce n ' e s t t o u t e f o i s pas l e cas s i on cons idère l e . 

problème plus général d'une correspondance entre un ensemble A e t p l u s i e u r s ensembles, 

chacun de c a r d i n a l i t é 2 - réponses OUI-NON dans ces ensembles - e t que l ' o n munit 

A de la métrique dont l e carré e s t la somme des carrés des métriques des correspondances 

entre A et chacun de ces ensembles - ce qui r e v i e n t numériquement, à une homothétie 

près dans l e s r é s u l t a t s , à juxtaposer l e s tableaux de cont ingence - . 
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