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Statistique et Analyse des Données
2 - 1978

METHODES COMBINATOIRES ET STATISTIQUES DANS LE TRAITEMENT DES

DONNEES DU COMPORTEMENT

par I.C.LERMAN

Laboratoire de Statistique - I.R.I.S.A. ~ Université de Rennes -

1-INTRODUCTION

Cet article résulte de 1la mise en forme actualisée et complétée d'un exposé de synthése
aux premi&res journées nationales sur la Classification (VANNES, Mai 1977). Nous tenterons de
donner un apergu sur l'ensemble des méthodes et réalisations que nous avons pu, au bout de lon-
gues années, &laboré avec 1'aide et la collaboration de nombreux chercheurs en Statistique et
Informatique Appliquées.

Ces travaux ont un triple caractére
. Combinatoire et Statistique pour 1'élaboration des méthodes.

. Informatique pour leur mise en oeuvre.
. Participation 3 la recherche dans diverses disciplines des Sciences Humaines, Economiques et
de la Nature, pour la validité des méthodes, leur progré&s et leur promotiom.

La plupart des méthodes couramment utilisées en Analyse des Données se référent 3 une
représentation euclidienne. Nos méthodes qui permettent le traitement rapide des grands tableaux,
se référent 3 une représentation mathématique finie. S'il s'agit de situer ces wéthodes par
rapport 3 celles de J.P. BENZECRI ; on peut signaler rapidement que ces derniéres utilisent une
représentation géométrique et analysent métriquement la dépendance mesurée par le x2. Par contre,
nos méthodes utilisent ume représentation algébrique et combinatoire et procZdent d'une notion
trés générale de la corrélation entre structures. Cela permet de s'adapter avec souplesse 3
n'importe quel type de tableau de données et de rester ainsi.plus prés du langage posé par
1'utilisateur.

La clarté de la conception statistique et mathématique de l'outil repose sur quelques
idées fondamentales qu'on cherchera bridvement 3 exprimer ci-~dessous et qui n'autorisent que le
'minimum d'arbitraire possible" dans la construction des méthodes. Mais la qualité de 1l'outil ne
se trouve finalement établie que par la richesse et la cohérence dans les nuances des résultats

concrets obtenus.
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La premiére idée concerne un codage fidéle des données obtenu au moyen d'une représen-
tation mathématique finie ayant un caractére combinatoire et algébrique. En effet les variables
descriptives, telles qu'elles se manifestent dans les Sciences de 1'Homme et la Nature, sont
rarement numériques et il importe que la mS8thode de synthése de 1'information respecte une
représentation fid&le des données. Ainsi, par exemple, une variable "dualiCatLVe ordinale'" qui
définit un préordre total sur l'ensemble E des objets, sera représentée par la partie suivante

de E x E

b Ei x Ej (somme ensembliste) 1)

ol on a noté Ei » i=1l,...,k; la i-&me classe du préordre. Dualement, un objet décrit par une
suite de telles variables (uw; ,wg,...,wm), sera représenté par un point du produit direct de m
ordres totaux dont le j-éme est défini sur 1l'ensemble des modalités de la j-&me variable ou
question.

La deuxiéme idée est relative i la structure de condensation la plus adaptée pour le
probléme posé par l'utilisateur. Cette structure a le plus souvent un caractére fini ; partitiom,
chalne de partitions, ordre,... et il s'agit de chercher 3 la découvrir directement et non
espérer la retrouver plongée dans une structure plus riche tel par exemple, un plan euclidien.
Pour cela, le critére de synth&se doit tenir compte dé la représentation fid&le des donndes et du
type ‘'de structure recherché tout en ayant dn fondemént statistique clair.

L'idée la plus importante qui est 3 la base de la richesse et de 1'intdrét des résultats
concrets que nous avons pu obtenir réside dans lz manidre de définir le critére de synthése. Il
s'agit d'une notion trés générale de corrélation entre structures finies de méme type 3 partir
de laquelle on introduit une notion de "vraisemblance' dans celle de "ressemblance' entre struc-
tures de méme type. La démarche que nous allons illustrer dans le cas de la comparaison d'un

couple de partitions (l[},lI3) sur E, peut €tre schématisée comme suit

(@,8) € A xB + (R(a),R(B))€Q x Q

¥
s = card (R(a) /' R(B))

¥
Pr{S = card (R(a')’ R(B')) < s}

Dans l'ensemble cité (a,8) = (M;,M,), A (resp. B) est l'ensemble des partitions sur E
de méme type que M} (resp. [lp), Q = PZ(E) est l'ensemble des paires d'objets distincts de E,R(MT;)
(resp. R(M2)) est l'ensemble des paires réunies par N; (resp. My) et NI'; (resp. N'y) est un
€lément aléatoire de A (resp. B) muni d'une probabilité uniformément répartie.

Cette notion intervient 3 toutes les &tapes de la recherche d'ume classification ou
d'une suite de classifications (ordonnée ou non, par finesse décroissante) :

. Indice de proximité entre variables ou bien entre objets '
. Indice de proximité entre classes d'éléments de l'ensemble 3 classifier
. Détermination des noeuds ou bien des niveaux "significatifs"

. Contrdle de 1'interprétation des résultats.



4 partir de 13, deux types d'algorithmes ont &té développés pour la formatiom des

=

classes. Le premier opére par agrégations successives et conduit 3 un arbre des classifications
qu'on condensera 3 partir de la reconnaissance statistique des noeuds significatifs. La seconde
stratégie opére par séparations. On établit une suite de classifications, la premidre en deux
classes, la deuxidme en trois classes, ..., la k-8me en (k+l) classes définie par aglutination
autour d'un systéme de (k+1) "pOles d'attractions'. Ces pdles d'attraction qu'on sait devoir
entrainer des classes de bonne coh&sion, sont déterminés par une analyse simultanée de la va=-
Tiance et de la moyenne des proximités (ou distances) de chacun des éléments 3 la suite des
autres de 1l'ensemble i organiser (cf.[23] et chapitre 7 de [21]). Dans cette deuxiéme classe de
méthodes nous utilisons davantage pour la formation et la signification des classes des critéres
d'inspiration géométrique ; par exemple, le moment d'inertie défini relativement 3 ume métrique
conforme 3 la classe de nos indices de proximité. Certaines représentations euclidiennes sont
d'ailleurs proposées ; lesquelles permettent de dégager des "sériations” ou des "&chelles
d'attitude".

Si la classification des variables permet la découverte des principales tendances de
comportement ou des principaux profils d'attitude de la population étudiée ; celle des objets ou
individus permet la mise en évidence de groupements d'é&léments proches ; une méme classe d'objets
s'"expliquant" par la dominance chez ses éléments de certains profils d'attitude.

La premidre &tape cousiste en la construction d'une table carrée des valeurs des pro-

ximités entre éléments de 1l'ensemble 3 classifier. Il peut s'agir de l'ensemble V des Vvariables

descriptives ou bien de l'ensemble E des objets.

ITI-TYPOLOGIE DES VARIABLES ; LEUR REPRESENTATION

Nous représentons une variable descriptive par une partie d'un ensemble ou une pondé-
ration sur ce dernier. Nous commengons par distinguer deux principaux types d'ume variable ;
celui pouvant étre représenté par une partie de l'ensemble E des objets ou une pondératiom sur E ;
et celui, dont la représentation est une partie de E x E ou une pondération sur E x E. .

Dans la premiére catégorie on peut classer l'attribut de description et la variable
numérique. En effet, un attribut descriptif a peut &tre représenté par la partie Ea de E, formée
des objets qui le possddent. D'autre part, une variable numérique définit une pondération sur E
en attachant 3 chaque objet x, le nombre v(x), valeur de la mesure de la variable v sur l'objet x.

Dans la deuxiéme catégorie on peut classer

~ La variable "rang" qui définit un ordre total o sur E que nous représentons par son
graphe R{(o) C E x E :

R(0)= {(x,y) €E x E/x < ¥ pour o} , (1).

~ Le caractére descriptif 3 l'ensemble totalement ordonné des modalités qui définit un
préordre total w sur E que nous représentons par la partie R(w) de E x E définie par

R(w)={(x,y) ¢E xE/x <y etnony < x pour w} ; (2)
on a en fait

R(w)=EL Ei x E, (somme ensembliste) (3)
<] :

ol Ei est la {-8me classe du préordre formée des objets possédant la i-&me modalité du caractére.
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- Le caractére descriptif 3 1'ensemble sans structure des modalités qui définit une
partition v sur E que nous représentons dans l'ensemble plus réduit F = P,(E) des parties 3 deux

€léments de E. On a 3 priori les deux représentations

R(M={ {x,y} €F/Jj,1ei<k,x CE, et y €EL (@

ensemble des paires réunies par la partition "'(EI’EZ”"’Ek}
et s(m)={ {x,y} & F/Bi#j,x E—Ei et y (—EJ} :
ensemble des paires séparées par la partitiom =.
Ces deux représentations sont &quivalentes pour notre indice de proximité.
- La variable "pondération" sur EXE peut €tre représentée par une matrice
carrée (uxy/(x,y) ¢E x E} indexée par E x E ol uxy est la pondération affectée ,au couple (x,y).
Ce type de variable est plus rare que ceux qui précédent ; il se présente par exemple dans la

définition d'une relation de communication, d'une relation de dominance, d'une relation "floue",...

III-TYPE D'UN TABLEAU DES DONNEES ; REPRESENTATION DES INDIVIDUS

On définit le type d'un tableau de données Variables X Individus comme &tant celui,
supposé commun, des différentes variables descriptives.

Nous allons 3 présent préciser la représentation des individus par rapport 3 l'ensemble

des variables descriptives pour chaque type de tableau de données.

1- Cas ol les variables sont des attributs descriptifs

Le tableau des données est un tableau d'incidence de zéros et de uns. Il y a analogie
formelle entre d'une part le rdle joué par l'ensemble des attributs par rapport 3 celui des indi-
vidus et d'autre part, le rdle joué par l'ensemble des individus par rapport 3 celui des attributs.

On représentera un individu x par l'ensemble Ax des attributs qu'il posséde.

5+

- Cas ol les variables sont des caractéres ou l'ensemble des modalités est sans structure

En attachant 3 chaque modalité un attribut de description ; on se raméne conceptuelle~
ment 3 la situation précédente, mais avec une structure particuliére de la représentation ; la

-

particularitd &tant dle 3 ce que les modalités d'un méme caractére sont mutuellement exclusives.

3- Cas ol les variables sont des caractéres descriptifs ol 1'ensemble des modalités est

totalement ordonné.

Nous avons déj3d signalé dans 1l'introduction quel doit &tre dans ce cas la représenta-
tion d'un méme individu. Si m est le nombre de variables, il s'agit d'un point du produit direct
de m ordres totaux dont le j~8me est défini sur l'ensemble des modalités de la j-éme variable ou
question. Ce point a pour coordonnées la suite des codes des modalités de réponse de 1'individu
aux différentes questions. L'ensemble des individus sera ainsi représenté@ par un "nuage" de points
dans le treillis distributif produit direct de m ordres totaux ; un méme sommet de ce treillis

sera pondéré par la fréquence des sujets qu'il représente.
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4~ Cas ol les variables descriptives sont des variables ''rang'.

Ce cas ol chaque variable définit un ordre strict et total sur l'ensemble des individus,
est formellement équivalent au précédent mais, plus particulier. Par rapport 3 ci-dessus, tout se
passe comme si chaque variable avait n modalités de réponse (n = card (E)), Egalement réparties.

La pondération affectée 3 un méme sommet du treillis est dans ce cas &gale 3 O ou 1.

5- Cas ol les variables descriptives sont numériques.

Dans ce cas, le plus classique, on associe 3 chaque variable une forme linéaire coor-
donnée de R® (m= card (V)) et on représente un individu par le point de Rm dont la suite des
coordonnées est la suite des valeurs des différentes variables sur 1'individu. L'ensemble E se

. - - m
trouve ainsi représent& par un "nuage” de points dans R .

6- Cas d'un tableau de contingence.

Arrivés 3 ce point de notre analyse, on comprendra pourquoi nous considérons un tableau
de données représentant le croisement Variables x Individus comme fondamentalement dissymétrique.
‘féme dans le cas ol V est formé d'attributs de description ol pourtant la représentation de E par
rapport 3 l'ensemble A des attributs peut &tre regardée comme formellement analogue 3 celle de A
par rapport 3 E (en effet, de la méme fagon que A est représent@ par un échantillon de points dans
l'ensemble P(E) des parties de E, E peut &tre représenté par un &échantillon de points dans P(A) ;
on obtient des résultats plus significatifs pour la comparaison des éléments de E, en construisant
une hypoth&se d'absence de lien qui tient compte de la fréquence relative des différents attributs
(c£.§1 et §5 ci-desseus).

I1 y a pourtant le cas d'un tableau de données parfaitement symétrique ; il s'agit du
tableau de contingence

[kij/(i,j) €I x J} » (1)
représentant les cardinaux des classes du croisement de deux partitions ; la premidre 3 n = card(I)
classes et la deuxiéme 3 m = card(J) classes. Les kij sont donc des nombres entiers positifs ou
nuls.

La repré@sentation de l'ensemble I des lignes du tableau & travers l'ensemble J des
colonnes du tableau est fournie dans le cadre de l'Analyse des Correspondances.

En notant, pour tout (i,j) I x J,

kL=Zwﬁ/jeJ} ,pj= z{ku/iez},

koo = ¢ {kij/(i,j) €I x J}

fij= kij/k" » Py, = ki./k" s P

g TRk (@)

i

i=
fJ (fj

/j €1J) ou f; = fij/pi :"profil de i 3 travers J" ; (3)

on associe 3 I le nuage~N?I) dans R” muni de la métrique diagonale (c;J.j*l/p.j / 3] €J) ¢

N = {(fi,pi.)/i €1}, (&)

ol p, est la masse affectée au point f} pour tout i & 1I.
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IV-INDICE DE PROXIMITE ENTRE VARIABLES DESCRIPTIVES

l1-Expression générale de l'indice dans le cas "discret'.

Nous allons reprendre ici, de fagon un peu plus détaillée, le shéma de définition de
la proximité. ’

Si (o,B) est un couple de variables d'un méme type (i.e. définissant le méme type de
structure sur E), représenté par un couple de parties (R(a),R(B)) de E, s'il s'agit d'attributs
descriptifs et de E x E s'il s'agit de variables de la deuxidme catégorie ; omn introduit 1'indice
"brut" de proximité

s = card (R(a)py R(B)) s (1)

Nous associons 3 a (resp. B) l'ensemble A (resp. B) des structures sur E de méme type
et ayant les mémes caractéristiques cardinales que a (resp.B ). Ainsi par exemple si a est un
préordre total sur E de composition u=(n1,n2,...,nk) (n=n1+n2+--.+nk) ; A peut 8tre défini comme
1'ensemble de tous les préordres totaux sur E de méme composition u.

A s nous associons les deux variables aléatoires duales

SQ= card ER(Q){) R(B')J et SB= card [R(a')(\ R(B )] ol a'(resp.8') est un élément
aléatoire dans 1l'ensemble A (resp. B) muni d'une probabilité uniformément répartie. Nous démon-
trons de fagon synthétique, pour les différents cas ci~dessus envisagés (cf. § II), que la dis-
tribution de la v.a. S est la méme que celle, SB’ On précise l'expression des moments d'une telle
distribution et son caractére asympgotiquement normal sous certaines conditions, assez générales.

En désignant par g et 0.4 la moyenne et la variance de la v.a. Sa (resp. SB) H
1'indice "centré ré&duit" que nous adoptons se met sous la forme

Qa,8) = (s u g)/o g @

N désignant 1'hypoth&se d'absence de lien ci-dessus exprimée, l'indice définitif que
nous considérons et qui se référe 3 unme échelle de probabilité s'écrit
P(a,8) = Pr’ (5 <s} 3)

o S est l'une des deux v.a. de méme loi Sc et S.. En d'autres termes, les deux variables des-

criptives a et B ont un degré de ressemblance d':utant plus grand que la valeur de s est
invraisemblablement grande, par rapport i N.

Le passage de la formule (2) & celle, (3) se fait, avec une bonne approximation, au
moyen de la relation

P(a,8) = P [Qa,8)] (4)
od § est la fonction de répartition de la loi N(0,1).

Les résultats obtenus dans ce cadre sont les suivants

- Dans le cas od (a,8) est un couple (a,b) d'attributs descriptifs, Q(a,b) n'est
autre que le coefficient d'association de K. Pearson

- Dans le cas od (a,B) est un couple (0,0') de variables "rang" (i.e. totalement et
strictement ordinales), Q(o0,0') n'est autre que l'indice t de M.G. Kendall ; mais oli on aurait
remplacé le dénominateur (qui n'est, dans cet indice, que le maximum de la valeur absolue du

numérateur), par l'écart-type 90!



- Dans le cas de la comparaison d'un couple (w,w') de préordres totaux, on obtient
un indice tout 3 fait nouveau et on démontre que celui, proposé dans ce cas par M.G. Kendall,
est "biaisé" dans le sens suivant : 1'espérance mathématique de la variable aldatoire associde
dans 1'hypoth&se N d'absence de lien, est différente de zéro. En effet, pour définir som indice,
M.G. Kendall, n'a fait que retenir l'algorithme de calcul de T en affectant, non sans arbitraire,
la valeur d'une fonction ordinale aux différents objets d'une méme classe du préordre, (traitement
des ex quos ("tiés")),

- De fagon tout 3@ fait paralléle 3 ce qui vient de précéder, on obtient un indice
tout 3 fait nouveau dans le cas de la comparaison d'un couple (m,7') de partitions sur E, défini
par un couple de caractdres descriptifs. L'indice obtenu est essentiellement différent de celui
du‘X3 attaché au tableau de contingence de croisement des deux partitions. Des travaux 3 caractére
expérimental de comparaison des deux statistiques sont d&8ji entrepris du point de vue de la

simulation.

2- Généralisation de la comparaison d'un couple d'attributs 3 celle de la comparaison d'un
couple de pondérations sur E.

Ayant codé E par l'ensemble des indices I={1,2,...,i,...,n}, on peut voir aisément que
d'une part, l'indice brut de proximité entre deux attributs descriptifs a et b se met sous la

forme s= L ay 8. ol a (resp. 8) est la fonction indicatrice de la partie Ea (resp. Eb) et que
d'autre i part, les deux v.a. Sa et Sb sont é€quivalentes 3 celles
I o, B et I «a 8 ol 0 est un é€lément al8atoire dans l'ensemble, muni

d'une probabilité uniformément répartie, de toutes les permutations sur I.
Par conséquent, la comparaison d'un couple de pondérations sur E qui généralise celle
d'un couple d'attributs conduit 3 prendre comme indice brut s = I a_, B, ol cette fois-ci

i1
el premiére (resp. seconde)

-

ey (resp. Bi) est le nombre affectéd 3 l'objet codé i par la
variable. Les deux v.a. associées sont I °13o(1) et z uU(i)Bi ol ¢ est un élément aléa-

1 .
i€ de toutes les permutations

toire dans l'ensemble, muni d'une probééillté uniforme,
sur 1. On sait que l'étude du comportement asymptotique d'une telle distribution est l'objet du

c8lébre théordme de Wald, Wolfowitz et Noether.

3- Généralisation 3 la comparaison d'un couple de pondérations sur ExE,

De la méme fagon, il s'agit d'étendre la notion de proximité entre deux variables
discrétes de méme type, que nous avons représent€es par un couple de parties de E x E, telles
que celles définissant des ordres totaux, préordres totaux ou partitions sur E, i la comparaison

d'un couple de pondérations sur E x E, de la forme

g /() €1} er (v /(1L ¢ 112y

3

- . 2 + +
avec 1[2]= (IxI-A), oG 4 est la diagonale et ol pour tout (i,j) de I( ),uijG-R (resp.vij €R ).
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Il est naturel de considérer comme indice brut

s= Z Avk ., s (5)
(i,j)ertdr it

et d'associer les deux v.a. duales qu'on démontre &tre de méme loi

S= T g, V. ., et T = £ u v,. .
) E_IEZJ ij 3(i) o(3) (1) € I(Z) o(iYe(3) "ij, (6) ;

ol 0 est un élément aldatoire dans 1l'ensemble, muni d'une probabilité uniforme, de
toutes les permutations sur I.

En effet, nous &tablissons que les différents cas de comparaison d'un couple de varia-
bles discrétes, ci~dessus envisagé, peuvent formellement apparaltre comme particuliers de la
situation considérée ici.

S'inspirant d'un vieux papier de H.E.DANIELS, G. LECALVE a eu 1'idée de cette extension
qui a conduit 3 un nouvel indice. Nous avons toutefols repris cette approche de fagon plus précise
relativement notamment au calcul des moments ce qui permet une meilleure justification de la ten-
dance vers la loi normale de la distribution de S (resp. T) (cf. [151 et [Zﬂ ).

4= Sur les différents codages des données.

Nous. avons fait transparaitre au paragraphe II précédent le souci que nous avions d'une
représentation mathématique d'une variable qui soit simple, traduisible dans le langage naturel

et qui respecte exactement la "pauvreté"

de l'&chelle descriptive de la variable. Toutefois, une
méme variable peut admettre plus d'une représentation ""fiddle" ainsi un attribut de description
a peut &tre regardé comme définissant une partition dont la seule classe qui contient plus d'un
seul élément est E, ¢ ensemble des objets possédant l'attribut. a peut &galement &tre considéré
comme un préordre total 3 deux classes Ez (comp lémentaire de Ea) et Ea oud E: < Ea pour 1l'ordre
quotient. Il en résulte dans ces conditions pour a une représentation par une partie de E x E
(cf.§ II). Cependant, nous avons montré d'un point de vue théorique et vérifié expérimentalement
que la valeur de la proximité sous la forme d'un indice de vraisemblance (cf. formule (3) § IV)
est, dans la plupart des cas, invariante quel que soit l'un des trois codages ci-dessus mentiommés
pour un attribut de description. La vérification expérimentale s'est faite au niveau des résultats
globaux de la classification des attributs 3 partir de 1'"Algorithme de la Vraisemblance du Lien"
dont il sera quéstibh‘au paragraphe VI. Ces résultats montrent l'uniformité de la démarche.
L'invariance des résultats de la classification apr@s "appauvrissement' des &chelles
des différentes variables oli les &chelles respectives retenues sont choisies statistiquement les
plus "significatives', est une préoccupation trés actuelle de notre recherche. Elle est au centre
des travaux de J.Y. LAFAYE (cf. (14)) qui, relativement 3 des données m8dicales, a analysé l'effet
du remplacement de variables numériques définies en 1'occurrence par des dosages cliniques, au
moyen de variables préordinales. Ces dernilres sont obtenues 3 partir d'un algorithme de découpa-
ge de l'intervalle de variation d'un méme paramdtre en sous intervalles ; chacun définissant une

-

modalité du caractére descriptif associé au paramétre. Relativement & l'algorithme en question
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qui assure le caractdre statistiquement "significatif" de la subdivision ; on a pu observer une
quasi-invariance des résultats de la classification des variables aussi bien que celle des sujets
pour un indice de proximité entre individus dont le principe sera exprimé au paragraphe suivant.
L'algorithme de formation des classes est celui du paragraphe VI ci-dessous.

Une autre pr@occupation de la recherche concerme la caractérisation du type de résul-

-

tats qu'on obtient 3 partir de la prise en compte d'une structure donnée de 1'information. Ainsi,
relativement 4 différentes &tudes et notamment 3 une importante enquéte psycho-pédagogique
4 000 sujets décrits au moyen d'une centaine d'échelles d'attitude ; on a pu se rendre compte de
la différence de nature dans la classification des variables lorsqu'on remplace chacune des

&chelles par un ensemble d'attributs descriptifs dont chacun est associé 3 une position de
1'échelle (travaux de I.COHEN, cf. (5)).

V-INDICE DE PROXIMITE ENTRE INDIVIDUS ; CAS D'UN TABLEAU DE CONTINGENCE

Il y a lieu de commencer par considérer le cas symétrique d'un tableau de contingence
od, pour se fixer les idées, on se pose le probléme de la définition d'un indice de proximité
entre &léments de J (cf.§ IIL.6 ci-dessus). Pour une description de I & travers J codée au moyen
du nuage N(I) (cf. (4) § III.6), un tel indice correspondra a celui entre variables. Il doit
toutefois remplir deux conditions :

=~

(1) 8tre conforme 3 la classe de nos autres indices de proximité entre variables ;
c'est-3~dire, correspondre 3 une notion de corrélation avant référence 3 un indice de probabilité.

(1i) dériver de la métrique du X2.

Cet indice a ét& mis au point par B.TALLUR (cf. (34)) qui l'a généralisé au cas de la
juxtaposition selon un seul cdté de tableaux de contingence et 1'a appliqué avec des résultats
pleins d'intérét 34 1'étude de la structure de l'agriculture régionale Frangaise (cf. (34)).

Considérons 3 présent le probléme de la dé&finition d'un indice de proximité entre
individus dans le cas d'un tableau de données Variables x Individus, qui a donc un caractére
fondamentalement dissymétrique. Le principe de la constitution d'un tel indice dans le cas discret
(i.e. variables représentées chacune par une partie de E ou de E x E) est le suivant :

A la suite des valeurs (xl,xz,...,xm) des différentes variables descriptives de méme
type sur un sujet x ; l'hypoth&se d'absence de lien associe une suite (XI’XZ""'Xm) de v.a.
indépendantes ; la loi de Xj étant définie par la distribution observée de la j-éme variable
descriptive.

A un couple d'objets (x,y) dont le couple des vecteurs des valeurs des différentes
variables descriptives est ((xl,xz,...,xm),(yl,yz,...,ym)), on associe le couple de vecteurs

aldatoires indépendantes ((Xl,Xz,...,Xm), (YI’YZ""’Ym)) et de méme loi. A 1'indice "brut'

s = X.¥. 09
lejem 33 ’
on associe la v.a.
S = L XY , (2)

dont la loi peut &tre approchée par la loi normale pourvu que m ne soit pas "trop petit”.
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D'od 1'indice "centré réduit”

~

G- Delre @

qui permet d'accéder 3 celui qui se référe 3 une &chelle de probabilité.

Cet indice a donné les ré&sultats les plus raffinés dans le cas ol les variables descrip-
tives sont d'un type discret. Mais dans le cas oll les variables sont numériques et ol les données
sont hétérogénes (ordre de grandeur de l'intervalle de variation ou de la variance d'un méme
paramétre, trés variable d'un paramétre & 1'autre), l'effet de "taille" des objets devient
envahissant avec un tel indice. Cependant les meilleurs résultats ont été obtenus en applicuant
le shéma précédent de la formation d'un indice (cf. formules (1),(2) et (3) ci-dessus) non pas
3 partir des mesures brutes (v(x)/v € Vv ) sur 1l'objet x, ma{s 3 partir de mesures transformées
(w(x)=(P [v(x)]/v € V) assurant au niveau de 1l'indice "brut" s certaines conditions d'invariamce

géométrique. Ainsi, on peut prendre pour w(x)

vx) = [vex)-meo] M T, @
vev

m(x) = v(x) H

1z
m vev
le coefficient s est alors celui de corrélation entre objets. On peut &galement prendre pour
w(x)

w(x) = v(x)//L [V(X)Jz » (5)
vey

1'indice "'brut" s entre les deux objets x et y représente le cosinus de 1'angle des deux vecteurs
d'origine commune l'origine et d'extrémités respectives les points (xl,xz,...,xm) et (yl,yz,..,ym)
représentent les deux objets x et y dans R™.

VI-INDICE DE PROXIMITE ENTRE CLASSES ; "ALGORITHME DE LA VRAISEMBLANCE DU LIEN".

Quel que soit le type du tableau de données, nous sommes parvenus 3 1'dtablissement d'un
indice de proximit& entre variables descriptives ou bien entre objets décrits, qui se référe i une

-~

échelle [O,ﬂ de probabilité, ol on introduit la notion de vraisemblance dans celle de "ressem-

=

blance"”. Désignons par L l'ensemble 3 classifier ; il peut s'agir de 1'ensemble V des variables

descriptives ou bien, de celui E des objets décrits et soit
{Qe,£)/{e,£} €& P,y(L)} » (1

les valeurs de 1'indice '"centr@ réduit" sur 1'ensemble des paires d'éldments distincts de L.

C'est théoriquement la formule
P(e,f) = { (aCe,)) e)

ol b est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite, qui permet de passer 3

1'indice se référant 3 une échelle de probabilit&. Toutefois la variance des données dans les



Sciences Humaines est telle, que pratiquement nous nous rapprochons des conditions de 1'hypothése
d'absence de lien, au niveau global des proximités en remplagant les indices Q(e,f) par ceux

Q'(e,f) qui s’en déduisent au moyen des formules

(Vie, £} €2,(1)),Q' (e, 0= [a(e, )Y /aq . 3)

ot 6 et og sont la moyenne et la variance de la distribution de Q sur PZ(L)‘

Cette transformation a permis d'organiser de fagon plus nuancée et plus cohérente les
liens "faibles" entre classes formées 3 un niveau &levé de 1'arbre des classifications (cf.[@])

Cet arbre des classifications est construit de fagon ascendante en démarrant de la
partition la plus fine et en rédunissant d chaque pas la paire ou les paires de classes les plus
proches. Pour obtenir un tel arbre, il y a donc lieu d'étendre la notion de proximité entre deux
éléments de L 3 celle entre deux parties disjointes C et D de L.

On part de 1'indice de base

p(C,D) = max {P(e,d)/(c,d) ¢C x D} , (&)

ol, rappelons-~le,
P(c,d) = P [Q'(c,d)} pour tout (c,d) ¢C x D.

L'indice final qu'on retiendra résulte de la distribution de la v.a. p(C',D') associée
i (4), ol C' et D' sont respectivement associés 3 C et D dans le cadre d'ume hypoth&se d'absence
de lien tenant compte des cardinaux de C et de D. L'indice auquel on aboutit prend la forme

suivante
p(c,0) = [pec,0)] ™ . (5

ol 1 = card(C) et m = card(D).

L'algorithme qui construit la représentation polomaise de l'arbre des classifications 3
partir de 1'indice (S) a &té appelé "Algorithme de la Vraisemblance du Lien" (A.V.L.). La premidre
analyse de cet algorithme des points de vue informatique et comportement statistique, a &té réa-
lisée par Mme NICOLAU (cf.(29]).

Le passage de 1'indice (4) 3 celui (5) a constitué un progrds décisif pour 1l'apparition
des classes de faible cohésion qui n'en ont pas moins une certaine cohSrence interne. Les &léments
de telles classes se trouvaient avec 1'indice (4), &parpillés en raison de l'attraction de quel-
ques noyaux de forte cohésion. En effet, dans le cas de 1'indice (5), une valeur donnée de la
proximité p(C,D) (cf. formule (4)) "comptera™ bien davantage dans (5) si elle concerme deux
clasgses C et D de faible densité que si elle concerne deux clagses C et D de forte densité.

"VII-CONDENSATION DE L'ARBRE A SES NOEUDS SIGNIFICATIFS.

Une &tape décisive de la méthode consiste 3 condenser 1'arbre aux niveaux ol se produit
un noeud “significatif" détecté 3 partir du comportement d'une statistique de proximité entre une
certaine forme de 1'information quant aux ressemblances de 1'ensemble L 3 classifier et 1'asso-

ciation entre deux classes correspondante au noeud.
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On se raméne 3 la comparaison de deux structures de méme type en ne retenant que
1'indice de proximité P sur L que le préordre total associd sur 1'ensemble F = PZ(L) des paires
d'éléments distincts de L, appel@e préordonnance sur L et notée w(L):

(7 (e,a) €F xF) 5 p <q (pour w(L))#B(p) < P(a) , ().

w(L) sera représenté par la partie gr(m(L)] de F x F définie par

gr [w(L)}s{(p,q) ¢ F x F/p <q et non q< p, pour w(L)} , (2)

Une méme partition m, éventuellement produite 3 un niveau de 1'arbre des classificationms,
est regardée comme définissant un préordre total sur F 3 deux classes S(m) et R(n)eg(ﬂ) est
1l'ensemble des paires séparées et ol R(m) est celui des paires réunies par la partitiom w.

S(m) < R(ir) pour l'ordre quotient : les composantes d'une paire séparée (resp. réunie) sont
considérées éloignées (resp. proches) du point de vue de la partition.

L'indice "brut'" entre la préordonnance w(L) et la partition n sera dans ces conditioms

o(m,w) = card[gr(w) A (8(m) x R(ﬁ))J s (3)

J.P. BENZECRI a introduit ce cardinal sous la forme encore trop métrique du "nombre

d'inégalités entre les distances spécifides par la partitiomn".
' Soit w un ordre t®tal sur F. w est choisi compatible avec la préordonnance w(L) qui
d'ailleurs se réduit souvent, quasiment 3 une ordonnance (ordre total sur F) compte tenu de la
"finesse" de l'indice P choisi pour 1'établir. Nous démontrons que la distribution de o(rn',w),
o 7' est un élément aléatoire dans 1'ensemble muni d'une probabilité uniformément répartie des
partitions d'un méme type, est dans des conditions assez générales, asymptotiquement normale, de
moyenne r.s/2 et de variance, sensiblement r.s(f+1)/12, ol r = card !R(W'U et s = card rs(w )]
sont des invariants l1iés au type de la partztion et oi f = card(F) = r+s.

La statistique I obtenue en centrant et en réduisant (3) définit la "mesure" d'adéqua-
tion globale de la partition. La distribution des valeurs de I sur la suite des niveaux de
1l'arbre des classifications permet une interprétation dynamique de ce dernier et sa condensation
aux niveaux ol se produit un noeud "significatif“. En attachant 3 chaque niveau i, le taux
d'accroissement ei=(2i-2(i_l)) ; un tel noeud, qui correspond 3 1l'achévement 3 un certain degré
d'une classe, apparait comme un maximum local de la distribution de6 sur la suite des niveaux.

Ainsi I joue le rdle d'un critére de jugement permettant 1'interprétation dynamique de
l'arbre des classifications lequel est formé 3 partir du critére local d'agrégation P(C,D)

(cf. (5) § VI). Ne peut-on pas inverser les rdles ?

A notre avis non ! -En effet, le critdre de formation des classes doit avoir un caractére local
qui tienne intimement compte de la nature des données ; alors que le critére d'appréciation doit
avoir un caractére global faisant intervenir toute 1'information concernant les ressemblances.
3ien que L ait d'intéressantes propriétés d'invariance résultant du degré de généralité ol se
situe sa définition, on aurait pu envisager un autre critdre global que I ; par exemple l'inertie
expliquée. D'ailleurs, dans la méthode des "pdles d'attraction” (cf. [23}) Jque nous esquisseroms
bientdt, on a mis en oeuvre deux critéreg de jugement ; le premier s'apparente 3 I et le second
est celui de l'inertie expliquée. Mais ce dernier n'est pas toujours facile i@ concevoir et &
mettre en oeuvre ; il suffit par exemple de songer un instant au cas de la classification d'une

famille d'échelles discrétes.
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Pour ce dernier cas, nous avons une méthode combinatoire et métrique (cf. [zﬂ Chap.8)
qui permet de dégager derriére une méme classe'd"chelies ayant une cohésion suffisante pour
justifier 1l'existence d'une méme variable unidimensionnelle sous jacente, 1'"&chelle hi&rarchique
optimale" ordonnant totalement 1'ensemble des modalités n'occupant pas la position initiale des
différents items de la classe (cf.[lﬁ] et Chap.8 de [2}]).

VIII-DEGRE DE NEUTRALITE D'UN ELEMENT, SERIATION, CLASSIFICATION PAR LA METHODE DES POLES
D'ATTRACTION.

Le point départ de cette partie de la recherche a &té 1'élaboration d'un indice sta-
tistique permettant avant toute classification de nettoyer les données des &léments trop
"neutres" ou "mal typés" ; sinon, de "comprendre' une fois la classification obtenue, pourquoi

tel €lément peut mal cadrer dans la classe od il se retrouve. L'idée de base a &té d'associer

fwr

chaque &l&ment e de l'ensemble & classifier L'la’distribution deé proximités ou des distances
e ; soit {Q(e,x)/x ¢ L - {e}} ou{D(e,x)/x ¢ L - {e}} , (1) ; ol la distance D correspond 3 la

métrique définie par Q.

(]

- = -

L'analyse du phénoméne 3 détecter nous conduit 3 proposer comme indice de neutralité
d'un méme élément e la variance des proximités ou bien des distances des différents objets de

L 3de ; soit

“1/@ -_1 (ate,m-a(e)] 2

(p~1) xGL—{e}

o p = card (L) et ol Q(e) = 1 z Q(e,x) est la moyenne des proximités 23 e.
(p~1) x¢ L-{e} »

Une formule analogue peut &tre pr&posée en femplagant les proximités Q par les
distances D.
L'expérience a permis d'étaﬁlir que plus qu;) est grand plus e intervient intimement
dans la formation de la classe ol il appafait (cf. [2;] Chap.3).

D'ol 1'idée de chercher par une analyse de la variance des proximités ou des distances
(de chacun des points de L 3 ses autres point§), une suite de sommets de L ayant chacun un fort
"pouvoir attractif" et relativement indépendants (resp. &loignés) lés uns des autres. Cette suite
de sommets est la suite (pl,pz,---,pk,..) des "pdles d'attraction" qui est déterminée de proche
en proche-de fagon récurrente (cf. [21} Chap. 7 et [23] ).

La premidre stratdgie qui nous est apparue pour déterminer cette suite de pSles d'at-
traction est la suivante :

Py maximise la quantité critére (2).

Py doit &tre choisi relativement 1ndependanc de p1 (Q(pl,pz) faible) et ayant un fort
degré dans la discrimination de ses proximités aux différents autres points de L ( MVQpZ) fort).
p, est déterminé de fagon 3 rendre maximum la quantité éous le signe [ }, de méme dimension
que (2)

max [ T/Qe)/Q(e,pl)]z ‘ » (3)

e f {pl}



Le (k+1) éme pSle est obtenu 3 partir des k premiers par la régle max min :

asxinin (Vo 12, Yo 12 s Vo L .
Q(e,p,) Q(e,p,) Q(e,p, )

La détermination d'un couple de pdles d'attraction permet une représentation euclidienne
dont les axes se trouvent respectivement entrainés par les deux pdles. Cette représentation que
nous considéroms le plus souvent seulement autour de (pl,pz), a surtout un intérét local. L étant
un ensemble A d'attributs de description ; dans le cas de l'existence d'une &chelle d'attitude
(probléme de Psychologie) ou d'une "s8riation" (probléme d'Archéologie) ; cette dernidre repré-
sentation (autour de (pl,pz) permet d'extraire la structure ordinale sous jaceante. Dans la me-
sure ol une telle structure est "statistiquement nette" nous démontrons qu'elle peut &tre
dégagée par la seule détermination du premier pdle d'attraction (cf. [22] Chap.7).

La détermination d'une suite de pdles d'attraction au niveau de 1'ensemble 3 classifier
conduit 3 une riche famille d'algorithmes de classification (thése de 3&me cycle de H.Leredde en
cours de rédaction) qui est obtenue

(1) en variant le critére tel que (4) et ceci, en travaillant avec les distances au lieu
de travailler avec les proximités et avec les moments absolus d'ordre 2 au lieu des variances.
L'expression du critére dépend de la nature de l'ensemble 3 classifier.

(ii) en variant le critére d'affectation d'un méme &lément 3 1'une des classes en cours
de formation autour des différents pdles d'attractionm.

(iii) en attachant 3 une méme classification en k classes (autour de k pdles), la valeur
d'une statistique de signification qui peut &tre de méme nature que celle du paragraphe VII ou
bien, bas@e sur 1l'inertie expliquée. L'évolution de chacun de ces crit@res pour k variant permet
de définir un test d'arr@t sinon, de retenir les quelques meilleures classificatioms.

Pour terminer, signalons que par rapport 3 une méthode de re-allocation telle que celle
des "nudes dynamiques" ; en partant d'un systéme de "noyaux" qui soit formé de pdles d'attrac-
tion, l'algorithme converge en une seule &tape (résultat expérimental toujours constaté) ; de
sorte que les notions de forme "forte" et de forme "faible" attachées i cette méthode semblent

davantage li8es au caract@re aléatoire du systéme initial de noyaux.

IX-AUTRES ASPECTS

Nous nous sommes &galement int@ressés i des aspects statistiques fondamentaux tel que
celui de la stabilité des résultats de la classification des variables (il s'agissait en
1'occurrence d'attributs descriptifs) par rapport 3 1'accroissement de 1l'&chantillon aléatoire
des individus. Cette &tude a été effectuée d'un point de vue expérimental dans le cadre d'un
stage de D.E.A. i la faveur de l'analyse d'un important fichier de bilams de santé de 1la
S écurité Sociale. 11 nous est apparu que la rapidité de convergence vers une stabilité@ parfaite
des résultats de la classification dépend de deux facteurs : le premier est la fréquence des

différents attributs et le second est l'aptitude 3 tre classifié conformément aux proximités

de l'ensemble des attributs.
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Cette aptitude 3 &tre classifid d'un ensemble couformément aux ressemblances entre ses
€léments est dans notre méthode caractérisée par une distribution et "mesurée" par un indice
qui Evalue la distorsion de la structure de la préordonnance associe aux ressemblances par
rapport 3 un &état ultramétrique de cette derni&re (ef. [2{] Chap. 3 et [20])- I1 faut souligner
que la notion de "Classificabilitd" est relativement indépendante de celle de cohésion des classes
formées par un bon algorithme de classificatiom.

X-PROGRAMMATION ET DONSEES REELLES.

les différents aspects méthodologiques que nous avons évoqué ci-dessus sont sous tendus
Par un ensemble important de programmes auxquels ont travaillé de nombreux chercheurs. De jour en
jour ces programmes se développent avec l'apparition de situatioms nouvelles et s'organisent de
maniére de plus en plus cohérente. Relativement 3 la classification on distingue actuellement

a) une chaine de programmes correspondante 3 la méthode de classification hiérarchique

b) un ensemble de trois programmes correspondants aux différentes stratégies de la

méthode des "pdles d'attraction".

La chaine de programmes (a) comprend sous forme modulaire quatre &tapes qui sont
enchainées :

(1) PROX dont le rdle est d'établir le tableau des proximit@s entre caractdres descriptifs
ol l'ensemble des modalités d'un méme caractére est totalement ordonné.

(2) ORDON dont le rdle est

(a) d'établir le tableau des proximit&s lorsque V est formé de variables de 1la
premiére catégorie (cf. § II ci-dessus) (i.e. attributs descriptifs ou bien variables numériques)

(8) d'établir et d'dditer le tableau des valeurs croissantes de 1'indice de neutralité
de chacun des &léments de 1'ensemble 3 classifier (cf. formule (2) § VII).

(y) d'établir l'ordonnance assocife 3 1l'indice de proximité (c'est sa fonction la
plus importante).

(3) POLON dont le rdle est

(a) d'établir la représentation polonaise de l'arbre pour différents critdres de
formation ascendante des classes dont celui de "A.V.L." (cf. § VI) et celui plus classique de
1'inertie expliquée en comprenant le cas du traitement des lignes (resp. colomnes) d'un tableau
de contingence.

(8) de calculer pour chacun des niveaux les valeurs des statistiques globale et
locale des niveaux (cf. § VII) et d'8tablir la représentation polonaise de l'arbre condensé des
classifications.

(4) ARBRE dont le rdle est d'éditer directement 1'arbre condensé. Mais sur cette repré-
sentation on retrouve toute 1'information puisque chacun des noeuds de 1'arbre détaillé se trouve
représenté 3 la position adéquate de 1'arbre réduit, accompagné du numéro du niveau de 1'arbre

total od il s'est formé ; d'autre part et c'est important, le noeud se trouve affecté du signe(3)

s'il est significatif.
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Les chercheurs qui ont travaillé 3 des degrés d'ailleurs trds divers 3 cette chalne de
programmes sont : P.Achard (1968), I.C.Lerman (1970), N.Nicolati(1971), Mme M.H.Nicolad (1971),
I.Cohen (1974), M.Morel (1976), C.Chauré (1977) et T.Chantrel (1978).

Pour une situation non encore inté&grée 3 la chalne, l'établissement du tableau des in-
dices réduits doit se faire 3 partir d'un programme séparé et on entrera dans la chalne 3 travers
une option de 1'étape ORDON. Nous prévoyons un important programme "TAUX" ol on cherchera i
prévoir la quasi totalité des situations possibles quant 3 la structure du tableau des domnées
pour &tablir la table des valeurs de l'indice de proximité entre variables descriptives ou bien,
entre objets. Un tel programme modifierait la structure de la chalne.

H.Leredde est 1'auteur exclusif de l'ensemble des trois programmes relatifs 3 la méthode
des "pSles d'attraction" i laquelle il a contribué et dont il a analysé le comportement au
niveau de nombreux et gros fichiers de données. L'ensemble de ces programmes s'adresse 3 des
tableaux de données ol les variables descriptives sont de la premidre catégorie (attributs ou
bien variables numériques).

Nous avons exprimé au paragraphe VIII le type de critére utilisé pour extraire les pdles
d'attraction dans le premier programme qui est davantage orienté vers la classification des
paramétres descriptifs et vers la construction de représentations euclidiennes, généralement
autour des deux premiers pdles pour, notamment, dégager des "sériations". L'affectation d'un
&lément 3 1'une des classes en cours de formation se fait ici selon le critére de la plus grande
proximité entre un point extérieur 3 la réunion des classes déji constitu@es et l'une des classes
en cours de formation.

Le deuxiéme algorithme permet de dé&terminer la classification classe aprés classe ; une
méme étape de l'algorithme est définie par la constitution d'une classe qu'on entralne autour
d'un péle d'attraction par l'affectation 3 ce dernier de tous les &l&ments dont la distance est
inférieure 3 un certain seuil S qu'on d&termine par un algotithme statistique simple. Ici nous
travaillons avec la distance associée & la métrique que suppose notre indice de proximité et
nous adoptons comme quantité critére le moment absolu d'ordre 2.

L'algorithme sous jacent au troisiSme programme est le plus consistant. Qu'il s'agisse
de la classification des variables ou bien des objets ; on a ici un traitement unique, moyennant
le remplacement des mesures brutes par celles "centrées réduites" par rapport i la distribution
des différentes variables descriptives. La quantité critére utilisée pour la détermination des
pdles d'attraction ainsi d'ailleurs que pour la répartition autour de ces derniers des différents
&éléments de l'ensemble L 3 classifier, est bas@e sur le moment d'inertie. Ici on tente de choisir
les différents pdles d'attraction aussi "&8loign&s" que possible les uns des autres.

Comme nous le signalions ci-dessus (§ VII et VIII) on associe 3 la suite des classifi-
cations (premier et troisidme programmes) la suite des valeurs de deux statistiques de signifi-
cation, ponctuée par l'édition de deux histogrammes. L'examen de ces deux distributions permet
de retenir les "meilleures" classificationms.

Pour terminer signalons l'ensemble des programmes sur la classificabilité@ que nous avons
nous-mémes mis au point. Cet ensemble de programmes ol on travaille au niveau de la préordonnance

est sdparé des autres programmes sur la classification (cf. § IX).
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D'autre part, on dispose d'un ensemble cohérent de programmes de recherche de "1l'Echelle
hiérarchique" sous jacente 3 une classe d'items dont chacun définit un caractére 2 l'ensemble
totalement ordonné des modalités (programmation réalisée par C.Riso-Lévy) (cf. [21] Chap. 8).

Du point de vue des donndes réelles nous avons travaillé par rapport i de nombreuses
disciplines des sciences humaines, &conomiques, biologiques et médicales : Sociologie,
Psycho-Sociologie, Psycho-Pédagogie, Psychologie génétique, Pédagogie mathématique, Socio-Econo-~
mie, Economie rurale, Sociologie médicale, Médecine, Préhistoire, Fiabilité des composants
&lectroniques,... (cf. (3], (4], (3], (7], (14] , (29), (24], (23], (26), (27), (29),(30), (33]

et (34] ).
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