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Statistique et Analyse des Données
1 - 1978

TESTS DE RANG SUR LES VARIANCES,

ASYMPTOTIQUEMENT LES PLUS PUISSANTS MAXIMIN.

NASI Oreste

(Laboratoire de Statistique, Université de Nanecy I)

O ~ INTRODUCTION

Cet article contient 1'application aux doubles-échantillons de lois continues des résultats que
nous donnions dans [4] et qui &taient eux-mémes une extension de résultats de HAJEK et SIDAK
(.

Pus précisément nous donnons des tests de rang pour tester 1l'hypothé&se d'égalité@ des lois de

-~

deux variables contre l'hypothése de variances différentes, 3 moyennes é&gales.

Si on considé&re une variable X de densité et variance finies, ces tests sont asymptotiquement
uniformément les plus puissants maximin pour l'alternative multiple ol le deuxi&me &chantillon
est issu de la variable Y =0 X + 8 et le premier de la variable Z = eAn(Y - E(Y)) + E(Y) ,

quels que soient ¢ strictement positif et f$ réel.

Enfin les efficacités relatives sont calculées, ce qui permet de constater que plusieurs de ces

tests ont des propriétés asymptotiques voisines.

Nous ne donnons pas la démonstration détaillde de tous les résultats, en particulier de ceux du
chapitre | qui sont des applications directes aux doubles—&chantillons des ré&sultats obtenus
dans [4] . Notre souci est de présenter, autant que possible, la comstruction des tests de

manidre applicable pour les utilisateurs.



1 - DONNEES ET RESULTATS DE BASE

1.1 ~ Données

On considére la suite de doubles-&chantillons :

n

X" = (X X , X

X oo
n,1 > "n,2°’ ’ n,m n,mn+l

yesey X , N € n*

n,m +m')
n on
constitué& de variables mutuellement indé&pendantes. Nous supposerons que, pour tout n , les

variables seess X sont de méme fonction de répartition Fn continue et les variables

X
n, ! n,m,

X seesy X . de méme fonction de répartition G_ continue ; nous nous intéressons 3
n,mn+l n,mn+mn n

la suite de couples d'hypothéses :

(1.1)
H : F_ est de densité f£f(x, An) et Gn de densité £(x,0) ,

oi £f(x, 8) est une famille de densitds ainsi définie :

€I, I intervalle ouvert de R contenant l'origine,
ve eI, f£(x, 8) est une demsit@ par rapport 3 la mesure de Lebesgue sur R, et {a}

est une suite d'@léments de I , non nuls et de signe constant.

Désignons, quand elles existent, par f'(x, 8) ou fé(x) la dérivée partielle de £ en 6

et par I_.(8) 1la quantité d'information de la demsité f£(x, 8) :
£

£(x, 6+u) - f(x, 6)
u

£'(x, e)=fé(x)= lim 6eEIl, x€ER

u=-20

. 2
(1.2) 1.(0) = Jm (-f?(‘f’—é%-)-) f(x, 0) dx , B €ET.

Enfin rappelons la définition de la fonction Wf de Hajek et Sidak relative 3 la famille
{£(x, 8)} :
-1
L
£3 (Fy' ()

=1 u€]0,l[ ’ eeI’
£ (F5" (@)

(1.3)  ¥.(s, 8) =

ol Fe(x) , que nous noterons aussi F(x, §) , est la fonction de répartition de £(x, 8) et

F;l(u) , notée aussi F_](u, ) est la fonction "inverse" de Fé(x) :
Fg‘m =F '(u, 8) = inf {x/F(x, 8) > u} , u€lo,1[ .

Dans la suite nous négligerons certains indices n pour &crire par exemple m et m' au lieu

de m_ et m' ou encore X© = (X sesns
n 1

n xm+m')
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1.2 - Résultats de base

1
Soit ¢ wune application de ]O,1[ dans R de carré intégrable et de moyenne i = I @w(u) du ,

0
et soit la suite de statistiques de rang des doubles-échantillons X" :
- 1 -2 “1/2 , m R o mm*

oi R = (R peven ) désigne le vecteur rang de Hajek de 1'&chantillon global o ’
n,l n m+m

défini dans [4] p. 18.
Dans la suite la famille £(x, 8) sera astreinte auvx copditions suivantes :

(Cl) : Pour presque tout x , £(x, 8) est absolument continue en & saur I , c¢'est-3~dire

il existe une application h(x, 6) telle que, pour presgue tout x :
b
¥a et PEI/-~mcagho+w, J hix, 8) d8 = £(x, b) - £(x, a)

a
On sait que dans ce cas :

hix, 8) = £'(x, 8) opour presque tout B de I .,
Nous confondrons, dans la suite, ces deux fonctions h(x, 8 et £'(x, 6)
(C2) : Pour presque tout x il existe un voisinage de O ol £'(x, 8) est continue en & .

(c3) : If(a) est une fonction finie, non nulle et continue em © sur un voisinage de O .

{Ca4) : J 1£'(x, 8)ldx est pour presque tout X , continue en 8 sur un voisipage de O .
R

{(C5) : Pour toutes suites de réels v et £ tellas que :

(1.5 lim v_=+ew et lim ¢ =0 ,
n n
N+ fnt=>+ o
on a :
£'(x, t_)
lim ( ) dx = 0
-+ £(x, tn)
£ (x! t )

{=/£(x, t)>0 et OB ) >'vn}
Ces conditions diffiérent, en particulier (Ci) et (C2) , des conditions que nous donnions dans
{8] . Elles sont cependant plus adapties aux densitfs que nous allons &tudier et on vérifiera

sans peine que les résultats de [4] restent vrais sous ces nouvelles conditions.

Résultat 1 : si

(a) lim nin{m ,m') = + e«
n-+m n’"n
mnp; 2
() lin = A = €, 0<€c+

n=-+os n n



(c) ¢ est la somme non constante d'un nombre fini de fonctions monotones de carrés intégrables,

(d) la famille ({£f(x, 8)} satisfait aux conditions (Cl1) & (C5),

1 1
(e) lim J o(u) Wf(u, 8) du = J

©(u) ‘l’f(u, 0) du ,
8 -0 0

0
alors sous les hypothé&ses alternatives H; , la suite de statistiques Sg définie par (1.4)

converge en loi vers la loi normale TL(u], 1) de moyenne My et d'écart-type 1 avec

1
J ©(u) Wf(u, 0) du
0 .
1

(j; (o) - &%) 7

Démonstration : Il s'agit de 1'application du théoréme du paragraphe 3 de [4] au cas ol :

A si 1 gigm

s = tog ={
ni nl . .
0 si mtl g1 g ntm'

. i
st 2,1 = olgmey) -

Ce résultat est vrai pour les An >0 . S'ils sont strictement négatifs il suffit de remplacer
©® )
S

o Par -Sn .

Notons maintenant :

Ye(w) = ¥e(u, 0 Yu € 10,1 , et
* mm' =1/2 o * Rni m ' * i
(1.6) Sa(f) = Grgr 1 (0)) (ifl Y G D T o ifl "’f(m’) ’

et considérons les tests de Hg contre H; de fonctions de test :

$, =1 si S 3
(1.7 {

- . *
=0 si Sn(f) < kl-u

ol ky est le quantile d'ordre y de la fonction de répartition ® de T\,(0,1) :

¢(ky)=y vy € 10,1[ .

(Autrement dit on rejette 1l'hypothése Hz en faveur de H; si S:(f) z.kl_a et on l'accepte
dans le cas contraire).

On a le résultat suivant :

Résultat 2 : si on a (a) et (b) et :

(e) W: est la somme nom constante d'un nombre fini de fonctions monotones de carrés intégra-
bles,

(d) la famille {f(x, 6)} satisfait aux conditions (Cl) & (C5)



1 1
(e) lim I W?(u) Wf(u, 8) du = J Cy;(u))z du ,
6 -0 0 (o]

alors la suite de fonctions de tests (1.7) détermine un test asymptotiquement uniformément le

lus puissant de seuil a de H° contre u! , de puissance asymptotique &gale 3
P n n
- \/exf(o)) .

Démonstration : On applique le théoréme | du paragraphe 6 de [4] .

1 - Q(kl-a

Rappelons que si l'on note, pour tout n , Hn = {Pn} 1l'ensemble des lois de probabilité des
échantillons X" qui vérifient Hg et Qn la loi de probabilité vérifiant Hl , la conclu-

sion du résultat signifie que

lim  ( sup 19 ) = a et
n- +o PDE H n

. o =
n];:.n:m (B, H, Q) Ign Q) 0
od B(a, Hz, Qn) est la puissance d'un test uniformément le plus puissant de seuil o de Hg
contre H; . Par ailleurs la puissance asymptotique est égale 3 :
lim j dQ .
n=- +o Qn n
. . . - . * *

Remarque : ici aussi le resu}tat vaut pour les An > 0 . Sinon on remplace Sn(f) par -Sn(f) .

On notera que ces tests de rang sont asymptotiquement optimaux parmi tous les tests, y compris

ceux qui ne sont pas de rang.

2 - UNE FAMILLE {f(x, 8)} PARTICULIERE

Soit, pour un réel a et une densité g sur R, la famille de densités :
-8 -9

2.1) f(x, ) =e  g((x~a)e +a) VO €eR , VxXxER .

Remarque | : si X désigne une variable de densité g , il est aisé de voir que f£f(x, 8) est
la densité de la variable ee(x-a) +a.
La condition (Cl) sur la famille £(x, 6) implique que g doit &tre absolument continue et

donc presque partout dérivable. Notons g' 1la dérivée de g . On a :

20

(2.2) £'(x, 68) = -e-e g((x--a)e-e +a) - (x-a)e g'((x-a)e“e +a) .

Il résulte des propriétés des fonctions absolument continues que si g est continue sur R et
admet une dérivée continue sauf en un nombre fini de points ol il existe une dérivée 3 droite et

une dérivée 3 gauche finies, alors (C1) et (C2) sont vérifiges pour la famille 2.1).



Par ailleurs on a, d'aprés (2.2)

' -9
£1(%,08) _ ;- (x-a) o0 g'((x-a)e +a)

g((x-a)e"e + a)

?

d'od d'aprés (1.2) :

I.(6)

' a0 2 _
I (‘ + (xma)e® B a)fe + a)) e a((x-a)e™® + a) ax
R g((x-a)e =~ + a)

(2.3)

)V
LR(I + (x-a) 33(7)) g(x) dx .

On constate que If(e) ne dépend pas de 6 . La condition (C3) sera donc vérifiée si 1'inté-

grale (2.3) est finie et non nulle.

De plus :

I I£'(x, 8)] dx = IR lg(x) + (x-a) g'(x)| dx
R
< 1+ J | (x=a) g'(x)ldx .
R

I1 suffit donc que cette dernidre intégrale soit finie pour que la condition (C4) soit satisfai-
te.

Terminons 1'examen des conditions sur {f(x, 8)} : d'aprés la proposition V.3 de [3] la condi-
tion (C5) est vérifiée si pour toutes suites {Vn} et {tn} qui vérifient (1.5) , il existe

une suite {v;} tendant vers + o et un entier N tel que :

- ' —tn
VoaN,Vxigxe ™ +a) 0 et IxBEe T*a) oy x>y
-tn n n
g(x e + a)

Déterminons maintenant la fonction de Hajek et Sidak de la famille (2.1).
Notons G 1la fonction de répartition de g et G-.l la fonction "inverse" de G . D'aprés
(1.3) on a :

F(x, 8) = G((x-a)e O + a) VXER, VOER ,
F_](u, 6)=ee(G—l(u)-a)+a vu € Jo,i[ , VOER ,

et :

-
(2.4)  ¥(s, ) = -1 - (€@ - a) € @) yyejol , VEER .
g(G " (u))

On remarque que Y. ne dépend pas de 6 .
£

Nous allons donner deux lemmes qui montrent 1'intér&t de 1la famille de densités (2.1).

Notation : l'hypothé@se simple H; définie en (1.1) sera notée :

{(£(x, a) ; £(x, o} .



Cette hypoth&se peut donc &tre notée, pour f(x, 6) donnée par (2.1) :
(2.5) {(ePn g((x-a)oa_An +a) ; g(x»N} .

Lemme | : si la loi de densité g est de moyenne finie &gale & a et de variance finie, et si

1'échantillon X% vérifie 1'hypoth&se (2.5) , alors :

E(xn,l) = E(X ) = a

n,m+]

= o%n
et Var(Xn,l) e Var(Xn’ ) .

m+1

-~ -

Ce lemme est facile 3 vérifier 3 partir de la remarque 1. Il montre qu'en testant H: contre

Hl
n

une différence en variance, mais 3 moyennes égales.

avec la famille {f(x, 8)} définie par (2.1) on fait un test d'égalité de deux lois contre

Posons, pour tout ¢ strictement positif et tout £ réel :

(x)=&'- g*—B vxem .

gUsB ¢

Remarque 2 : si X désigne une variable de densité g , est la densité de la variable

CX+B .

85,8

Lemme 2 : soit R" le vecteur rang du double &chantillon X" . La loi de R® sous 1'hypothése :

((e™n g, (x-a0-p) e ™ +a0+8) ;g (x))

ne dépend pas de ¢ et § .

Démonstration :

Soit X wune variable de densité g(x) et ° = (Yl yeoes Ym+m') un &chantillon satisfaisant
i 1l'hypothése (2.5). D'apréds la remarque 1 , Yl » Yy 5eens Ym ont méme densité que la varia-
ble e An(X - a) +a et Ym+1""’Ym+m' ont méme densit@ que X .

Pour . 0 strictement positif et f r&el quelconque, considérons les variances :

zi=oYi+B ] £1 < o™ .

Zl yosey Zm ont donc méme densité que c e An(X -a)+aocg+B

et 2 saeesy Z ont méme densité que o X + B .

m+ 1 ‘m+m'

De la remarque 2 il résulte que &g B est la densité de o X + 8 , et en utilisant de plus la
]

remarque | , que :

e—An g5 B((x - ac - B) e-A“ + ag + B) estla densité de la variable
’

eA“(cx+(3-ao-s)+ao+B=ceA“(x-a)+ao+B.

Par conmséquent 2" = (Z] yeeey Z est de méme loi que l'échantillon X" considéré dans le

m+m')
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lemme. Comme la fonction x -0 x + B est strictement croissante, le rang de z" est le méme

que celui de " qui ne dépend pas de ¢ et B . Ce qui prouve le lemme.

Ce lemme va nous permettre, 3 partir du résultat 3 ci-dessous, de construire des tests asympto-
: : - s - - . . o
tiquement uniformément les plus puissants (en abrégé : a.u.p.p.) maximin de Hn contre une

hypothése Hrlx multiple.

Notation : Soit @ = {(h, k)} un ensemble de couples de densit&s. Nous dirons que le double-

&chantillon X" satisfait 3 1'hypothé&se multiple {(h(x) ; k(x)) , (h, k) € ®} si

Xl s xz seans Xm sont de méme loi de densité h et xm+l geses Xm_'_m.

k pour un couple (h, k) de @ . Ainsi nous dirons que X vérifie 1'hypothése :

de méme loi de densité

(2.6) {(e‘A“go’B((x—ao-B) e-An+a0+B);go’B(x)) , Yo>0 , VBER} ,

.
3 ité AI\ - - An

si X1 yesas Xm sont de densité e gc’B((x ac - B) e + ag + B) et Xm+] yeees xm+m'

+%

de densité goB pour un couple (0, B8) de R x R .
b

D'aprés (2.3) et (2.4) on peut noter :

2
_ - _ ' (x)
(2.7) Ig = If(e) LR(I + (x-a) %(_i)_) g(x) dx YVOER ,
-1 16~ (w)
(2.8) Y (u) =¥_.(u, 8) = -1 - (G (u)—a)-g—-——— VOER, Vuc€loll
g £ -1
g(G "(u))
Soient les statistiques :
(2.9) s*()—(L‘-E‘lI)—%g\V( Rni)- ks m;m'w(-—i—))
: n'8® = Ymmtg (o & m¥m+l wm' D Tgmm’+l’)

et les fonctions de test :

$

n

. 1 si s*() 3>k
(2.10) o I~

: *
0 si sn(g)<kl-a ’

on a le résultat suivant :

Résultat 3 : si les hypothéses (a) et (b) du r@sultat 1 sont vérifies et si :

(c) Wg est la somme non constante d'un nombre fini de fonctions monotones de carrés intégra-
bles,

(d) {f(x, 8)} donnée en (2.1) satisfait aux conditions (Ci) & (C5) ,

alors la suite de tests de fonctions de tests (2.10) détermine un test a.u.p.p. maximin de seuil

a des hypothéses Hz contre les hypothéses (2.6), de puissance asymptotique éEgale 3

1 - d)(k]_a - \/'GIg)
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Démonstration :

Cela découle du résultat 2 du paragraphe ! et du lemme 2 ci-dessus. On notera que la.condition
(e) du résultat 2 est vérifiée d'aprés (2.8) . Rappelons la définition d'un test a.u.p.p.

maximin de seuil a de Hz contre H; s H: et H; désignant des hypothéses multiples :

o

H o:la loi de probabilité de X" appartient 2 H = {Pn} ,
H; : la loi de probabilité de X" appartient 2 R = {Qn} .

Soit M{a, H;) 1'ensemble des fonctions de tests @"1 telles que

e

sup I 'dP. = a ,
P EH 9a 4
n n

et B(a, H:

Hl de seuil a :
n

, HL) la puissance d'un test uniformément le plus puissant maximin de H; contre

B(a, H° sup ( inf J ''dQ) .
B $,. € M, B°) Q € K 9a 9%
n n n n

1
, ) =

On dit que les fonctions de test gg déterminent un test a.u.p.p. maximin de seuil a de Hz

contre Hl si :
n

2.11) lim sup I Q dPn = a
n- +o P € H n
n n
. o 1 . -
(2.12) lim  (B(a, B , H) inf Igﬁn Q) o .
n- +c Qn € Kn

Ici comme les ¢n sont des fonctions du vecteur de rang de Xn , (2.11) et (2.12) deviennent

respectivement :

lim Ig)ndpn=a VP € H

n-> +x

lin  (B(a, B , u"l) -I ¢, dq) = © vo € x_ ,

n- +m»

cette dernidre &galité découlant de (2.12) en vertu du lemme 2. De méme la puissance asymptoti-

que s'écrit :

lim inf J $, dq, = lim Jg)n dQ Vo € K, -

+ - + o
n -+ Qn € Kn n

3 - TESTS SUR LA VARIANCE

3.1 - Construction des tests

Dans la suite nous supposerons que g est une densité de moyenne et de variance fimies :
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g = J x g(x) dx < + o
R
v2(g) =f (x -2 gx) dx < +o .
R

Soit la famille de densités :
(3.1) D = (g s Vao>0 VBER )} .
0B
On voit facilement, & partir de la remarque 2, que la moyenne et la variance de &y 8 vérifient :
’

(3.2) Eo,e =gg+B

vz(g )=52v2(g) YVo>0, VBER .
(o8}
Nous allons étudier des tests des hypothéses H§ contre les hypoth&ses multiples
(3.3) (g (x-F De™+g Yig ), VYo>0, VBER} .
.8 G,B o8 o,B

P oreees Koy

s et Xl yeeay Xm

un échantillon aldatoire de la variable Z = eAn (Y - E(Y)) + E(Y) (d'aprés (3.2) et la remar-
que 1 du paragraphe 2). De plus on a E(Z) = E(Y) et Var(Z) =e 28n Var(Y)

Un double-~&chantillon X" qui vérifie cette hypothé&se multiple est tel que Xm+

est un &chantillon aléatoire d'une variable Y de densité appartenant 3 D

Posons, pour toute densité h de la famille D définie en (3.1) :
(3.4) £, (x, 6) = e® n(x-h) e + B) VXER , VYOER ,

h désignant la moyenne de la densité h .

Appelons Y, et Ih la fonction de Hajek et Sidak et la quantité d'information correspondantes.
On a :

Lemme 3 :
-1
— - 1

(3.5) g = -1 - @ - B RE ()

h(HE " (u))
(3.6) o (e - B B ne e

: h h(x) :

ot H-l désigne la fonction "inverse" de la fonction de répartition H de la densité h .
Démonstration :
On a : fh(x, g) = e ® g((x - a) e 0 4+ a)

avec g=h et a=h . C'est donc un cas particulier de la famille de densités {£(x, 6)}



définies par (2.1). Les relations (3.5) et (3.6) découlent immédiatement de (2.8) et (2.7).

Soient encore les statistiques de rang des é&chantillons )

- -1/2 , m Rni o m+m'’ i
G S = Gagr Ty <i§1 W T mr I h<m)> .
On a :

Lemme 4 : ¥V h € D s

(3.9) Ih = Ig
(3.10) §,(h) =8 (g)

Démonstration :

Vhep , 30>0 et B ER/h=g g
*

- H(x) = c(f—g—g)

= H~‘(u) = inf {x / H(x) 2 u} =0 G—‘(u) + B

D'autre part, h=¢ g + 8 d'aprés (3.2) et

v X T )
(—-————-U )

x =~ B
g ()

h'(x) g

1
h(x) o

D'ol en remplagant dans (3.5) ,

- - vea-!
-1 - (¢ l(u) -2 E_L%E_Sﬂll :
g(G (u))

Wh(u)

Par ailleurs (3.6) donne :

X =B
- i 8CETIINE  x-
I, = LR (1 + (x-ogg-B) 5 ;;z;—:—g;) 5 g( 5 ) dx
gt w)? °
- u _
= LR (] + (u-g) §%?;3_> g(u) du = Ig ,

ce qui prouve (3.9). L'égalité (3.10) découle imm&diatement de (3.8) et (3.9).

Remarque : si g est telle que la famille {fh(x, )} satisfait aux comditions (Cl) , (C2) et

(C3), 1'8galité (3.9) sur les quantitds d'informations se déduit de 1'&galité (3.8) sur les
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fonctions de Hajek et Sidak a partir de la proposition 1 de [4] ol il est &tabli que :

oo
I = I Y. (u) du .
h o h

-

Le lemme 4 permet de construire i partir de n'importe quelle densité& de la famille D un test

a.u.p.p. maximin pour une alternative concernant la famille D de densités.

En effet, d'aprds les égalités du lemme, on peut poser :

t “l
Gan vy @ =y == @ - B EW) yye
h(H " (u))

o9
(3.12) Iy =1I_ = I ¥ (u) du VhED

(o]
(3.13) S (D) = (BB 1)"’2(“:' ¥, ( R“i) -2 m;.m'w (—i—-))VhED

* n m+m' “h j=1 h'm+m'+1 o+m’ i=1 h'm+m'+]

et si on considére les fonctions de test :

$ =1 si S (D) 2k .

(3.14)
=0 si Sn(D)<kl-a .
on a le résultat suivant :

Résultat 4 :

Si les hypothdses (a) et (b) du ré@sultat | sont vérifides et si :

(¢) ¥, est 1a somme non constante d'un nombre fini de fonctions monotones de carrés intégra-
bles,

Q) {fh(x, 8)} satisfait aux conditions (Cl) & (C5) pour une densité h de D ,

alors les fonctions de test (3.14) déterminent un test a.u.p.p. maximin de seuil a de Hz
contre :

(3.15) {e®n(x-8) e™M+f) ;hx), VheED)}

- Ve ) .

de puissance asymptotique égale 4 | = 0(k1_a

Démonstration :

Cela résulte du lemme 4 et du résultat 3 ol on prend a = E .

En effet, pour tout h appartenant & D ,
>0 t ER/ hs=
3¢ e 8 / 80.’5
d'oi : ag+B =0 g+B = h

d'aprés (3.2). L'hypothése alternative (2.6) du test considéré au résultat 3 coincide donc avec

celle de 1'énoncé. Par ailleurs le lemme 4 permet de remplacer Wg et S;(g) donnés par (2.8)
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et (2.9) par V¥, et Sn(D) déterminés 3 partir d'une densité h quelconque de D .

Remarque : En pratique on a intér@t & dé&terminer \PD et Sn(D) d partir de la densité -h

de D qui améne les calculs les plus simples. Il s'agit souvent de celle dont la moyenne h

vaut O .

3.2 - Exemples

Soit g 1la densité de la loi normale centrée et ré&duite et D = {gc g * oc>0,BER}.
?

D est donc l'ensemble des densités des variables o X + B ol X est de loi normale centrée
et réduite. Si on note T,(B, 0) 1la demsité de la loi normale de moyenne B et d'écart-type

0, D est donc l'ensemble des densit@s normales :
D={NE@,0) ,¥Yo>0 ,VBER}.

L'alternative multiple (3.15) du résultat 4 devient :
(3.16) {(MG, o) ; NGB, o), Yo>0,VBER)
On trouve, 3 partir de (3.11), (3.12) et (3.13) :

¥ =10 veelol ,

I = 2

]
s () = /2l (5 (o T B W I )12)
n 2m m i= m+m' +1 m+m’ = m+m’ +1 :

Cette dernidre statistique est la statistique de Rlotz ([2]) . Si les conditions (a) et (b) du
résultat | sont satisfaites, le test de région de rejet Sn(D) >k

HO
n

1 est a.u.p.p. maximin de

contre l'altermative (3.16).
La puissance asymptotique est égale &3 1 - G)(kl_a -v2e) .

Nous avons &tudié quelques autres exemples, concernant les familles D engendrées par les den-~

sités suivantes :

double-exponentielle : g(x) = % e-lxl vV €R
¥
logistique : g(x) = ) ¥xER
(1 +e7)
2
_ Log x
1 2
—-72- e si x>0
log-normale r g(x) = { x vem

Nous résumons dans le tableau ci-dessous les donn&es qui permettent de construire des tests
a.u.p.p. maximin & 1'aide du résultat 4 , de (3.13) et (3.14).



26

Table 1 :
nom de 1la densité g ‘{’D(u) ID
-1 2

normale -1 = [@ "(w] 2
double—-exponentielle -1 - Log (1 - |1-2u}) 1

] 1 'n2

logistique -1 + (1-2u) Log (; -1) 3t g
-1 < ), -1 3

log-normale ® (u) - Vee (@ "(u)+1]] 1+42e” - 2e

4 - EFFICACITE RELATIVE ASYMPTOTIQUE

I1 est rare en pratique de connaitre les densités des &chantillons sur lesquels on effectue des
tests ; en général g est donc inconnue et on ne peut d&terminer la statistique optimale
Sn( D) . Le calcul de l'efficacité relative asymptotique de Pittmann donne une idée de la robus-

tesse des tests batis sur Sn(D) suivant les différentes densités que peut suivre l'échantil-

lon.

Soient g et g* deux densités sur R et

D={gc’B,0'>0,BEIR}, D*=(g;’s,o>0,B€]R} .

Considérons le test des hypothéses Hg contre les hypothéses :

(4.1) Bl = (™0 n¥(x - B%) e®0 4 B%) ; nk(x)) , vh*e p*) .

Définition : Nous dirons que le test est bati sur les statistiques S5,(D) s'il est déterminé

par les fonctions de test :

$,=1 si s (D) >k
(4.2)

=0 si sn(D)<kl-—a .

Si le double-échantillon satisfait 3 1'hypothése (4.1), la suite Sn(D) converge en loi,

d'aprés le résultat 1 et le lemme 2 , vers une loi normale ’TL(u], 1) avec

1
J'o \i’D(u) ‘i’D*(u) du

u, =Ve

1

’

(j’o (Y -7 )2 du)llz
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1

ol iD = J Yy (u) du . Si la densité g est telle que la famille {fg(x, 6)} satisfait aux
0

conditions (Cl1), (C2) et (C3) , on a d'apré&s les propositions | et 2 de [4]

I
§, =0 et [ ¥2(w du-=

I
40 D

d'ol :

1
“.3) oy = (—I?)-) 1/2 Io Y @ ¥, du.

Sous les conditions habituelles, la puissance asymptotique du test de H: contre H; bati sur

Sn(D) est donc donnée par :

lim Q (S (D) 3 k,_)= 1lim Q (S (p) -u, >k “u,) =1-0(k
fo +oo n' n 7 Tl=x no 4o D n 1 1-a 1

1 "M e

oi Q_  désigne une loi de probabilité satisfaisant i B1 .
n n

Si on considére le test de Eg contre H; bati cette fois-ci sur Sn( p*) , on obtient, d'aprés

le résultat 4, une puissance asymptotique égale &3 1 = Q(k]_a - uz) avec :

(4.4) u, = Ver, .

Définition : On appelle efficacité asymptotique relative du test bati sur Sn( D) contre le test

bati sur Sn(D*) » le rapport :

Hy 2
(4.5) e = (—)

P
Remarque : On vérifie facilement que pour toutes densités g et g¥ , e est inférieur 3 1 ,
qu'il est égal 31 si g égale g* et que plus e est grand plus la puissance asymptotique

du test bati sur Sn( D) approche celle, optimale, qui serait obtenue par le test biati sur
*
Sn( D*¥) .

A partir de (4.3), (4.4) et (4.5) on obtient le résultat suivant :
Résultat 5 :
Si les conditions (a) et (b) du résultat 1 sont vérifiés et si

(e) Wb et WD* sont sommes non constantes d'un nombre fini de fonctions monotones de carrés

intégrables,

(d) 1les familles {fh(x, 8)} et {fh*(x, 8)} satisfont aux conditions (Cl1) 3 (C5) pour un
glément h et un élément h* de D et p* respectivement, alors l'efficacitd relative
asymptotique du test biti sur Sn( D) contre celui biati sur Sn( p¥) , pour le test des

hypothéses HZ contre les hypothéses H; définies par (4.1), est &gale 3 :
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(I; WD(u) WD*(u) du)2
e =

Ip Ip»

Nous avons calculé e pour les différentes densit@s considér&es 3 la fin du chapitre 3 . On

obtient les résultats contenus dans le tableau suivant :

Table 2 :

D* engendré par
la densité : double~
Normale exponen~-| logistique| log-normale
D engendré tielle
par la densité :

normale 1 0,98 0,98 0,41
double~exponentielle 0,98 1 0,996 0,36
logistique 0,98 0,996 1 0,35
log-normale 0,41 0,36 0,35 1

On remarquera le comportement similaire des tests b3atis sur Sn(D) quand D est engendrée

par les densités normale, double-exponentielle ou logistique.

-~

Si g est inconnue, on a tout inté&r@t 3 utiliser le test b3ti 3 partir de la densité logisti-
que qul exige les calculs les moins difficiles (voir table 1). En particulier, contrairement au

test de Klotz, il ne nécessite pas une table (ou un programme de calcul) des valeurs de 0-‘
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