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:AU< LA LARALlLKtSATlUN ABSTRAITE Df LA CORRESPONDANCE DANS LES TAHLL AUX DE 

CONTINGENCE EN TERMES DE STRUCTURES DE GROUPEMENT 

Antonio Bellacicco (°) Anna Labella (°°) 

1 " introduction 

Le but de ce travail est de montrer la connexion entre l'analyse clas­

sique de la dépendance dans un tableau de contingence et l'analyse de corre 

spondance en termes de structures de groupement. Nous allons montrer que 

les deux méthodologies sont en vérité les deux aspescts du même problème, c'est 

à dirp 1' identiifiication de la loi mathématique qui joint deux caractjs 

res associés dans un tableau de contingence. De plus, nous allons montrer 

que l'approche méthodologique, développée par Benzécri, (1), c'est à dire 

la quantification d'un caractère donné induite par l'analyse des correspon-

dences, peut être aisément comprise dans le cadre de l'identification d'une 

structure de groupement. 

La mesure du degré d'association entre deux caractères associes dans 

un tableau de contingence sans aucune spécification fonctionnelle a priori 

de la loi qui est supposée lier les deux caractères a été un sujet 

d'étude pendant plusieures années dans le milieu de la statistique descriptive 

et un grand nombre d'indicateurs de correspondance, c'est-à-dire de dépendajn 

ce, dans un tableau de contingence, a été proposé par beaucoup d'auteurs; 

voir par exemple (1), (2), (3) et (4). 

En effet, l'analyse de correspondance dans un tableau de dépendance peut 

être réalisée soit par la récherche d'un indicateur soit par l'identification d'une 

loi mathématique sous-jacente qui lie le deux caractères X et Y associés dans 

le tableau de contingence et qui apparaitra comme une structure de groupement 

dans le sens des méthodologies de l'analyse du groupement (cluster analysis); 

voir par exemple [5) et (6). 

Nous allons montrer qu'une condition purement suffisante pour l'exister^ 

ce d'une structure de groupement est constituée Par l'ardre des modalitées de 

t°) Istituto di Calcolo délie Probabilité Univ. de Rome - Italie 

(O0) Istituto Matematico G. Castelnuovo Univ. de Rome - Italie -
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j'un ou i1t: l'autre des deux caractères X et Y, c'est-à-dire l'ordre dans le 

codage de X et Y, et que le bon ordre est la structure mathématique la plus 

essentielle pour la définition d'une structure de correspondance. 

Soient X at Y deux ensembles finis et considérons l'application suivante 

{ni.}: X x Y • I 

où I est l'ensemble des nombres naturels. En effet, l'application {n .} djé 

finit un tableau de contingence. Supposons maintenant que sur X et Y soit 

donnée une structure de bon ordre e t qu'à chaque élément de X et de Y 

sait associé un nombre entier, fixé une fois pour toutes. On ap­

pelle classe de Fréchet l'ensemble de toutes les applications {n },H(X,Y), 

qui respectent les marges donnés sur {n..}. Fréchet a montré que dans la 

classe H[X,Y) il y a trois tableaux de contingence particuliers, c'est-à-
0 1 

dire:le tableau d'indépendance statistique, les tableaux {n..} et {n..}, où 
0 "̂  ^ 

{n..} correspond à une relation statistique monotone non croissante et• 
{n?.} correspond à une relation statistique monotone non décroissante. Fré-

3 J 0 1 
chet a montré qu'on peut construire les deux tableaux {n.[} et {n..} avec 

des programmes linéaires; voir (7). Considérons maintenant sur le tableau 

{n..} la fonction de distance 

d( x.vi-n t v v S j 
où X={X.}, i= 1,2,...,h et YS{Y.}, j=1,2,...,k. On peut montrer que la fonc 

1 ^ 0 1 

tion dCX,Y) atteint son minimum quand on a: (n. .} = {n. ,} ou {n }B{n..}; 

la démonstration est tout à fait élémentaire et nous la réproduisons dans 

l'Annexe I à ce papier; voir Castellano (6).A partir de l'égalité suivante: 

-1 d(X,Y)= Var(X)Warm + (X-Y}2-2 r(X,Y)/Var(X) Var(Y) 

où Var ( ) indique la variance et r(X,Y) indique le coefficient de corréla­

tion linéaire, on peut voir que si le minimum de d(X,Y) est ulteint dans le 

cas {n..} = {n..} on a le maximum de la corrélation négative et viceversa si 

Je minimum de d(X,Y) est atteint dans le cas {n. .} = {n. .1 on a le maximum 

de la corrélation positive. 
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La conséquence immédiate de cette proposition est qu'on peut maximiser Jn 

coefficient de corrélation linéaire entre X et Y en le calculant sur le table-
Ci 1 

aux {n..} ou in^.,}. Il découle de cette affirmation qu'on peut toujours constru 
ij iJ 

ire une correspondance fonctionnelle entre X et Y, c'est à dire une relation rno 

notone, non croissante ou non décroissante, et que la condition essentielle pour 

qu'on puisse la construire est simplement ^ _wl, ordre de X et de Y. 

Viceversa, si on suppose déjà donnée la correspondance fonctionnelle, {n..} 
1 1^ 

ou {n. .}» que nous appellerons structure de correspondance, on peut se pro­

poser de ca racterériser la structure mathématique de X et de Y. 

3. Structure de groupement dans un tableau de contingence 

Considérons deux caractères X et Y avec leur modalités données à prio­

ri que nous désignons comme deux partitions TT(X)= {X., X-,...,X }et TT[yJ = 

• <V V V- dans un tableau de contingence donné, [X , Y): 

h 
ïi 

v x 2"" j y---» x
h| 

.n iJ 

• £.0 

ni 
• lo 

n 4 n „,...n ,... ,n . 
o i o^. oj on 

où n - E. n.,, n. = E, n, . et N= E. n .a E. n, . 
o, i ij io j ij J oj i io 

Dorénavant nous ne supposerons donnée aucune structure mathématique 

sur X et Y, c'est-à-dire aucune hypothèse sur le niveau de mesjj 

re de X et Y. Maintenant, nous considérons le tableau suivant des données, à 

N lignes et N colonnes, T(X , Y), où x et y. sont maintenant considérés sejj 

lement comme des éléments d'ensembles quelconques* X et Y: 
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où l'élément générique w. . est égal à 1 dans le cas où il-y-a un individu dans 

l'ensemble s= {s S2#..., S^} qui possède les deux modalitées X et Y., de 

façon qu 'à une fréquence n. • r donnée à l'intersection (i,j) du tableau (X, Y) 

corresponde un bloc carré b(r, r) de 1 dans le tableau T(X, Y) qui représente 

la correspondance entre les éléments de ligne et de colonne et en plus les 

blocs ne se superposent pas. Vriir l'Annexe II pour un example de T(X, Y). 

Viceversa, nous pouvons considérer déjà donné un tableau T(X,Y) qui peut 

être considéré cornue le nroduit de deux partitions du même ensemble S 

TT(X]= (X rX 2 ,Xh) et Trlyl- (Y VY 2 ,YK} 

En* effet, T(X,Y) peut être considéré; comme la matrice associée à un gra­

phe a\/ec N sommets, c'est à dire le graphe associé au produit des deux parti­

tions TT(X) et iï(y), construites sur l'ensemble commun S. En général nous pouvons 

considérer T(X,Y) comme le tableau d'association des deux ensembles X et Y, dont 

les éléments sont tous identifiables et sur lequel on va chercher une correspon­

dance qui soit une correspondance fonctionnelle, avec des méthodes de groupement. 

Soit £(Y) l'ensemble de toute partition possible da l'ensemble Y et f 
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unt; é v a l u a t i o n à I n l e r n n ' î t u r nomme l a q u a l i t é tins p a r t i t i o n s . • In 1 vi»*-'-

f : StYJ •+ R 1| 

où R est l'ensemble des nombres réels. Nous avons la définition suivante: 

Définition 1: soient E(Y) et f; une procédure de groupement esit un algorithme 

d'exploration de Ï(Y) capable d'identifier la partition 7r*eE(Y) 

telle que f(ir*)a max sur E(Y3* 

Définition 2; une structure de groupement sur TCX, Y] est une partition obte 

nue par une procédure de groupement sur les lignes de TCX, Y) 

telle que chaque classe de TT* induit une bipartition sur les 

colonnes de T(X, Y)• 

Définition 3: Une structure de correspondance sur T(X, Y) est une structure 

de groupement telle que soit minimum le nombre de colonnes qui 

appartiennent en même temps à deux ou plusieurs ireE(Y) • 

Une représentation graphique d'une structure de correspondance peut être 

fournie par le tableau suivant, où nous avons effacé les indications de ligne 

et de colonne, que nous avons discuté dans un travail précédent, (10): 

En effet, l'espace des partitions E(Y) ne jouit pas de toutes les 

propriétés de R parce qu'il est seulement un ensemble partiellement ordonné. 

Cependant, il est possible de voir que E(Y) peut être envisagé comme un espace 

topologique qui localement peut jouir d'une structure semblable à la structure 

de R, (9). Afin d'avoir une bonne représentation sur R, qui est un ensemble 

totalement ordonné, nous devons introduire quelques hypothèses auxiliaires sur 



64 

f, c'est-à-dire il est nécessaire de s'assurer que f soit vraiment une valua 

tion monotone. Nous avons le théorème qui établit condition suffisante: 

Théorème 1 - Une condition suffisante pour avoir une structure de correspon­

dance est 1 * existencR d'un bon ordre de colonne ou de ligne du ta 

bleau même. 

Nous ne démontrons pas ici ce théorème, qUe nous avons déjà démontré en (9). 

Maintenant nous somme en face de deux situations: 

1. on présuppose l'existence d'une loi mathématique donnée, 4>(T), c'est-

-à-dire une structure de correspondance sur T(X, Y), et nous cherchons 

à donner une structure mathématique ou à l'ensemble Y des lignes ou à 

l'ensemble X des colonnes ou aux deux; nous appelons ce problème pro­

blème de quantification. 

2. on présuppose une structure mathématique H*(X) sur X et/ou 4*(Y) sur Y 

et nous voulons obtenir une structure de correspondance $(T) sur le 

tableau T(X, Y). Le Théorème 1 en effet nous donne la pos 

sibilité de construire une structure de groupement; nous appelons ce 

problème problème de correspondance. 

Fn réalité le problème de quantification est abordé par la méthode de 

l'analyse des correspondances qui a été développée par Benzécri, et d'autres, 

par exemple (11), (12) et (13), qui maximisent le coefficient de corrélation 

canonique entre l'ensemble de lignes Y et l'ensemble de colonnes X. On peut 

voir que la quantification donnée aux ensembles Y et X se réduit à considérer X 

et Y évalués sur R, jouissant en même temps de la même structure de R. Le 

problème de correspondance, d'un autre côté, constitue soit un chapitre de l'ana 

lyse de la dépendance entre deux ensembles X et Y associés dans un tableau de 

contingence, soit, comme on verra dans le paragraphe suivant, un problème de 

l'analyse des groupements sur un tableau de données. 

4. La préexistence d'une structure de correspondance, $(T). 

Nous allons analyser dans ce paragraphe le problème de quantification 

d'un point de vue abstrait. 

Soit T.= T(X, Y) le produit cartésien Y x X, et considérons une applica­

tion 

B i : T i " R + 

qui représente la structure de correspondance de T., c'est-à-dire *(T ), tel-
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le que chaque élément de T. est représenté sur R , où R indique l'an-
1 (*) 

semble des nombres réels non-négatifs '. 
Considérons de plus l'application 

s V Ti ~ ë p R+ -r— R+ 

où g est une fonction continue avec des propriétés d'invariance fixées. Nous 

pouvons considérer par exemple une fonction g qui soit invariante par tran­

sformations linéaires. Maintenant nous supposons que g 8. est effectivement 

donnée a priori, le problème est de montrer que les ensembles X et Y jouis­

sent des mêmes propriétés que T(X,Y) lorsque on lui associe cette fonction 

gG.. 

Les théorèmes suivants nous donnerons une condition suffisante dans 

les cas d'invariance topologique et d'ordre partiel. 

Théorème 2 - Supposons que l'application g B. soit donnée; on peut induire 

sur T(X,Y) une famille de structures d'espace topologique, subor 

donnée aux propriétés d'invariance de g et qui peut aussi être 

restreinte à X et Y. 

Dém. g B. soit donnée; nous pouvons considérer le diagramme suivant: 

T 4 • T. 
i J 

•J 9 J 
+ + 

R = • R 

où 0.= g 8., qui peut être lu de la façon suivante. Donnée une application 
J 

B., considérons l'application continue g; en composant les deux nous ob­

tenons une application B. qui a comme source le même ensemble et comme 
+ 

but R . M3is nous trouvons ici une condition analogue a celle du 

(*) Le tableau T^ est considéré dans ce chapitre seulement comme un support 
symbolique absolument abstrait qui peut être envisagé comme un ensemble 
de cellules. 
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départ et nous pouvons dire cette fois que 6. a comme source T. et T. est 

aussi le même ensemble support T., mais muni de l'application B.. En ef-

ret l'application inverse des ouverts de R induit un espace topologique 

sur T. et respectivement sur T . A cause de la commutativité du diagramme 

il en resuite que les espaces topologiques que nous pouvons obtenir de cette 

façon sont tels que la fonction identité sur le support est continue; le 

passage d'un espace a l'autre est induit par une fonction continue sur R et 

nous avons donc une famille d'espaces topologiques obtenus parce type de 

transformations. Par projection sur X et Y nous obtenons aisément deux 

classes de topologies également structurées, (14). 

Comme cas particulier nous pouvons considérer des applications qui soient 

linéairement invariantes ou qui préservent les distances, ou d'autres^proprietés 

que nous ne considérons pas dans ce travail. La conclusion méthodologique 

que nous pouvons tirer de cette discussion est que les deux ensembles X et Y 

jouissent par projection de la même structure d'invariance que g. En effet le 

Théorème 2 est seulement' une condition suffisante et il ne donne pas des in­

formations sur l'identificationd'unequantification g(X) et g(Y). 

+ + 
Corollaire - Si nous considérons comme donnée une application g : R y R 

qui préserve l'ordre, nous obtenons sur X et Y des classes de 

structures d'ordre définies, à une fonction monotone près, sur 

une partition de X et de Y. 

Il n'est pas nécessaire de donner une démonstration formelle du corollai^ 

re,mais il est suffisant de rémarquer que les structures qui sont induites 

sur XI aussi bien que sur Y), sont des ordres qui différent l'un de 

l'autre par une modification locale. 

5* La préexistence d'une structure sur X et/ou sur Y. 

La préexistence d'une structure sur X et/ou sur Y, c'est-à-dire une 

structure de bon ordre ou une topnlogie donnée nous conduit à la ré­

cherche d'une structure de correspondance, 4>(TL sur le tableau T(X, Y). L'ex̂  

emple le plus frappant est donné par le tableau, {n.,}, dénoté ici 

(X, Y) qui peut être associé au tableau (X, Y) en considérant X et Y partielle 

ment ordonnés à la condition que les distributions marginales soient les mêmes. 

Considérons l'exemple qui suivit, où X <X <X et Y^Y <Y : 



(X, Y) 

Y1 

Y2 

Y3 

X1 X2 X3 

2 1 2 

0 1 0 

3 1 2 

5 3 4 

5 

1 

6 

12 

(X, Y) 

Y1 

Y2 

Y3 

X1 X2 X3 

5 0 0 

0 1 0 

0 2 4 

5 3 4 

5 

1 

6 

12 

où (X, Y) est obtenu avec une méthode plus simple que celle introduite par 

Fréchet et qui a été introduite par Salvemini en 1939. Supposons donné un 

bon ordre de X et y, ramplacer l'élément n ^ 

tre n1Q et nQ1. Si on a n10<nQ1 on va compare nQ1 

où n est plus petit que n_ 

avec le minimum en-

n. avec n „ et dans le cas 

n n on écrit n^n à la place de (2,1), alors 

que si n est plus grand que nR/) - n on écrit la différence nQ/| - n Q à 

la place de (2, 0). On continue de cette façon à comparer les deux distribu­

tions marginales en construisant un tableau qui possède les mêmes distributions 

marginales que (X, Y), c'est è dire le tableau {n J. Le tableau 

(X, Y) est appelle tableau de cograduation et correspond au tableau de 

Fréchet que nous avons déjà désigné par {n..}. La conséquence immédiate 

de cette construction est qu 'une fois donnée la structure d'ordre linéaire 

sur X et Y nous pouvons toujours construire une structure de correspondance, 

c'est à dire une correspondance fonctionnelle entre X et Y qui-maximise le 

coefficient de corrélation linéaire dans la classe de Fréchet, H(X, Y). 

On peut voir aussi que le tableau de cograduation nous montre la structure 

de groupement qui possède le nombre minimum de classes, c'est à dire qu'il 

constitue une compression du tableau (X, Y) lorsque les marges soient donnés 

une fois pour toutes. D'autre part, on peut voir que la tableau de cogradua 

tion minimise aussi la distance. 

d\x, Y)= I l IX,, - YJ|n±J 

ce qui démontre que la construction d'une correspondance fonctionelle 

entre X et Y n'est pas liée à la métrique euclidienne. 
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La solution du problème de trouver la meilleure structure de groupement 

sur lignes et colonnes du tableau TCX, Y), c'est-à-dire une structure 

de correspondance, est alors unique car, une fois ordonnées lignes et colon­

nes, 1 'association optimale est obtenue avec la régie de cograduation et, vic£ 

versa, une fois donnée la correspondance qui est représentée par T(X, Y), la 

structure d'ordonnance sur X et Y est unique. D'autre part, si nous avons 

des simples partitions sur X et Y, c'est-à-dire 

TTCX) = {X^ X^,... Xh} et ir(y) = {Y^ Y2,... YK> 

nous avons aussi le théorème qui suit: 

Théorème 3 -Etant donnée la classe de Fréchet associée au tableau (X, Y) et 

étant donnée la fonction d(X, Y); d(X, Y) atteint son maximum 

lorsque le tableau T(X, Y) est constitué de façon 

qu'il ne peut pas être changé par aucune permutation de lignes 

et de colonnes. 

La démonstration de ce théorème est immédiate lorsque on pense au table 

au qui représente la condition du Théorème 3* un tableau dans lequel les 1 

paraissent a chaque place du type (i, j). 

On peut voir que ce tableau, que nous désignons par T°(X, Y), est le 

tableau d'indépendance statistique, qui peut être obtenue en multipliant les 

fréquences marginales du tableau (X, Y). 

La conclusion de ce travail est donc la suivante: 

le tableau T°(X, Y) représente la structure de correspondance-nulle qui est 

unique pour chaque • cardinalité du tableau et en outre nous avons que, si 

T°(X, Y) est donné#il n'est possible d'avoir aucune structure sur X et 

Y, qui restent dans ce cas seulement des ensembles purs parce que sur eux 

toutes les structures seraient équivalentes, et viceversa, s'il n'est pojs 

sible de donner aucune structure, ou classe de structures, à X et Y alors on 

ne peut construire aucune correspondanceentre eux, c'est-à-dire on ne peut 

construire aucune loi <&(T). 
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ANNEXE I 

Dans cette Annexe nous montrerons que la fonction de distance Euclidienne 

entre deux ensembles biBn ordonnés, X et Y, est mimimum quand on a la cogra 

duation des éléments de X et Y, c'est à dire qu'à l'élément xi de X a l'i-ème 

place est associé l'élément y^ de Y qui occupe la même place que xi-

Supposons X= {xi,X2K Y = {y^,y2)# xi < x2 8 t Vi < y?; o n v o i t tout de sui­

te que 

2 2 2 
(Xj - y1) • (x2 - y2) t (Xj - y2)

 + (x2 * i r 

dételle sorte qu' on peut écrire 

2 Xl ( y2 ' y l ) 2 " 2 X2 (y2 ' y l ) 2 * ° 

En effet x. x < 0 entraîne 

Uy x2, y1, y2)= 2(y2 - y ^ lx± - x 2 K 0 

1 

La fonction 0(x , x_, y., y«) atteint son maximum pour x = x ou 

? et en général est négative. En utilisant le principe mathématique 

d'induction complète on peut montrer pour tout N que la distance Euclidienne 

entre X et Y, X= {x., x2, ..., x } et Y= {y , y , ..., y }, atteint son mini^ 

mum quand on a la cograduation des éléments des deux ensembles. 

ANNEXE II 

Nous considérons dans côtite Annexe le tablsau T(X, Y) qu'on peut associé 

soit à un tableau de contigence (X, Y) soit à son tableau de cograduation 

(X, Y) 

Llantdonné le tableau de contingence suivant : 

(X, Y) 

Y l 
Y 2 
Y3 

X l X2 X 3 

2 1 2 

0 1 0 

3 1 2 

5 3 4 

5 

1 

6 

12 



nous avons tout de suite le tableau T(X, Y) 
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T(X, Y) 

tandis qu' ou tableau (X, Y) de cograduation associé au tableau (X, Y) de 

contingence 

(X, Y) 

y l 
V2 
y 3 

X l *2 X3 

5 0 0 

0 1 0 

0 2 4 

5 3 4 

5 

1 

6 

12 

on peut associer le tableau T(X, Y) 



On voit tout de suite que le nombre des blocs carrés du tableau 

T(X, Y) est minimum, c'est à dire que l'opération de cograduation minimise 

aussi le nombre des blocs carrés sur les tableaux T(X, Y). 
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