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SUR LA LARAUTLRISATIUN ABSTRAITE DE LA CORRISPONDANCE DANS LES TADLL AUX OC
CONTINGENCE EN TERMES DE STRUCTURES DE GROUPEMECNT

Antonio Bellacicco (°) Anna Labella (°°)

1. Introduction

Le but de ce travail est de montrer la connexion entre 1l'analyse clas-
sique de la dependance dans un tableau de contingence et 1l'analyse de corre
spondance en termes de structures de groupement. Nous allons montrer que
les deux méthodologies sont en vérité les deux aspects du mé&me probléme, c'est
A dire 1' identifiication de la loi mathématique qui joint deux caracte
res associés dans un tableau de contingence. De plus, nous allons montrer
que 1'approche méthodologique, développée par Benzécri, (1), c'est & dire
la quantification d'un caractére donné induite par l'analyse des correspon-
dences, peut 8tre aisément comprise dans le cadre de 1l'identification d'une

structure de groupement.

La mesure du degré d'association entre deux caracteres associes dans
un tableau de contingence sans aucune spécification fonctionnelle a priori
de la loi qui est supposée lier les deux caractéres a €té un sujet
d'étude pendant plusieures années dans le milieu de la statistique descriptive
et un grandnombre d'indicateurs de correspondance, c'est-a-dire de dépendan
ce, dans un tableau de contingence, a été proposé par beaucoup d'auteurs;
voir par exempls (1), (2), (3) et (4).

En effet, l'analyse de correspondance dans un tableau de dépendance peut
8tre réalisée soit par la récherche d'un indicateur soit par 1’identification d’'une
loi mathématique sous-jacente qui lie le deux caractéres X et Y associés dans
le tableau de contingence et qui apparaitra comme une structure de groupement
dans le sens des méthodologies de 1'analyse du groupement (cluster analysis]);
voir par exemple (5) et (6).

Nous allons montrer qu'une condition purement suffisante pour 1l'existen

ce d'une structure de groupement est constituge Par l'ordre des modalitées de
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I'an ovu Jde 1'autre des deux caractéres X et Y, c'est-a-dire 1'erdre dans le
codage de X et Y, et que le bon ordre est la structure mathématique la plus

essentielle pour la définition d’une structure de correspondance.

2. LLa classe de Fréchet

Soient X et Y deux ensembles finis et considérons 1'application suivante

{n, . }: X xY———>1
i3

ot I est 1'ensemble des nombres naturels. En effet, l'application {nij} dé
finit un tableau de contingence. Supposons maintenant que sur X et Y soit
donnée une structure de bon ordre et qu'ad chaque élément de X et de Y
soit associé un nombre entier, fixé une fois pour toutes. On ap-

pelle classe de Fréchet 1'ensemble de toutes les applications {nij].H(X.Y).

qui respectent les marges donnés sur {nij}' Fréchet a montré que dans la
classe H(X,Y) il y a trois tableaux de contingence partiouliers, c'est-a-
dire le tableau d'independance statistique, les tableaux {n } et {nlj}, ol
{n } correspond & une relation statistique monotone non cr01ssante et-
{n1 } correspond & une relation statistique monotone non décroissante. Fré-
chet a montré qu’'on peut construire les deux tableaux {n ;} et {nij} avec
des programmes linéaires; voir (7). Considérons malntenant sur le tableau

{nij} la fonction de distance

d(x,Y)=) J (X - Y% n

15 Y3 1]
ol X={Xi}, i= 1,2,...,h et Y= {Y }, 3=1.2,...,k. On peut montrer que la fonc
tion d(X,Y) atteint son mlnimum quand on a: } ‘{n } ou {n } {n1 }s

la démonstration est tout & fait élementaire et nous la rgppodu150ns dans

1’Annexe I & ce papier; voir Castellano (8).A partir de 1'égalité suivante:

—:I-d[X.Y)= Var(X)+Var(Y)+(X-¥)%-2 r(X,Y)Nar(X) Var(Y)

ol Var ( )} indique la variance et r(X,Y) indique le coefficient de correla-
tion linéaire, on peut voir que si le minimum de d(X,Y) est ulteint dans le
cas {nij} = {n } on a le maximum de la corrélation negative et viceversa si
le minimum de d[X Y) est atteint dans le cas {n,,} = {n } on a le maximum

ij

de la corrdlation positive.
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La conséjuence immédiate de cette proposition est gqu'on peut maximiser le
coefficient de corrélation linéaire entre X et Y en le calculant sur le table-
aux {n?j} ou {nlj}. I1 découle de cette affirmation qu'on peut toujours constru
ire une correspondance fonctionnelle entre X et Y, c'est & dire une relation mo
notone, nan croissante ou non decroissante, et gue la condition essentielle pour
gqu'on puisse la construire est simplement __, __., ordre de X et de Y.

Viceversa, si on suppose déja donnée la correspondance fonctionnelle, {ngj}

1
ou {njj}. que nous appellerons structure de correspondance, on peut se pro-

poser de caracterériser la structure mathématique de X et de Y.

3. Structure de groupement dans un tableau de contingence

Considérons deux caractéres X et Y avec leur modalités données & prio-
ri que nous désignons comme deux partitions m(x)= {X1, XZ,...,Xh}et m(y)=

= {Y1, Yoreres YK}. dans un tableau de contingence donné, (X , YJ:

X1, X2,..., TJ,..., Xh
Y4 : ",
2 5
;k g Ako
N 4 n02""noj""'noh N

¥ = I s = . = L, =L, N, .
ol n g M n I, n j et N ZJ n°j Zl 1o
Dorénavant nous ne supposerons donnée aucune structure mathématique
sur X et Y, «c'est-a-dire aucune hypothése sur le niveau de mesu
re de X et Y. Maintenant, nous considérons le tableau suivant des données, a
N lignes et N colannaes, T(X, Y]}, ol x, et yJ sont maintenant considerés seu

3

lement comme des &léments d'snsembles quelconques, X et Y:
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Xas X

1 1.-.-.)(1. X2. in..-,xj.-.-. Xj....‘xh...-, Xh

y‘ -l|lol...l.o.oi-.-.oclnn_-.wij

ol 1'é&lément générique wij est égal a 1 dans le cas ob il-y-a un individu dans
1l'ensemble S= {81. 82..... SN} qui posséde les deux modalitées X, et Yi’ de

fagon qu 'a une frequence nij= r donnée 3 1'intersection (i, j) du tableau (X, Y}
corresponde un bloc carré b(r, r) de 1 dans le tableau T(X, Y) qui représente

la carrespondance entre les éléments de ligne et de colonne et en plus les

blocs ne se superposent pas. Voir 1'Annexe II pour un example ds T(X, Y).

Viceversa, nous pouvons considérer déja donné un tableau T(X,Y) qui peut

étre considéré comme le nroduit de deux partitions du m@me ensemble S

mix)= {xq.x ,...,xh} et wly)= {Yq.Y ""’Yk}

2 2
En" effet, T(X,Y) peut &tre considéré& comme la matrice associée & un gra-
phe avec N sommets, c'est & dire le graphe associé au produit des deux parti-
tions m(x) et w(y), construites sur 1’'ensemble commun S. En général nous pouvons
cansidérer T(X,Y) comme le tableau d’association des deux ensembles X et Y, dont
les élements sont tous identifiables et sur lequel on va chercher une correspon-

dance qui soit une correspondance fonctionnelle, avec des méthodes de groupement.

Soit X[Y] 1’ensemble de toute partition possible de 1'ensemble Y et f
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une évaluation 3 interpriter comme la qualit:: des partitions, du 1ype,

f: Z(Y) — R [1]

ou R est 1'ensemble des nombres réels. Nous avons la définition suivante:

Définition 1: soient Z(Y) et f; une procédure de groupement est un algorithme
d'exploration de I(Y) capable d'identifier la partition n*eZ(Y)
telle que f(m¥)= max sur Z(Y)-

Définition 2: une structure de groupement sur T(X, Y) est une partition obte

nue par une procédure de groupement sur 1les lignes de T(X, Y)
telle que chaque classe de 7* induit une bipartition sur les

colonnes de T(X, Y):

Définition 3: Une structure de correspondance sur T(X, Y) est une structure

de groupement telle que soit minimum le nombre de colonnes qui

appartiennent en méme temps & deux ouplusieurs meZ(Y)-

Une représentation graphique d'une structure de correspondance peut étre
fournie par le tableau suivant, ol nous avons effacé les indications de ligne

et de colonne, que nous avons discuté dans un travail précédent, (10):

En effet, 1'espace des partitions I(Y) ne jouit pas de toutes les
propriétés de R parce qu'il est seulement un ensemble partiellement ordonné.
Cependant, il est possible de voir que I(Y) peut &tre envisagé comme un espace
topologique qui localement peut jouir d'une structure semblable & la structure
de R, (8). Afin d’avoir une bonne représentation sur R, qui est un ensemble

totalement ordonné, nous devons introduire quelques hypothéses auxiliaires sur
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f, c'est-a-dire il est nécessaire de s'assurer que f soit vraiment une valua

tion monotone. Nous avons le théor®me qui établit condition suffisante:

Théoreme 1 - Une condition suffisante pour avoir une structure de correspon-

dance est l'mexistenced'un bon ordre de colonne ou de ligne du ta
bleau méme.

Nous ne démontrons pas ici ce théoréme, gue nous avens déja démontré en (9).
Maintenant nous somme en face de dsux situations:
1. on présuppose l'existence d'une loi mathématique donnée, ¢(T), c'est-
-a-dire une structure de correspondance sur T(X, Y], et nous cherchonu

a donner une structure mathématique ou & l'ensemble Y des lignes ou &

l’ensemble X des colonnes ou aux deux; nous appelons ce probléme pro-
bléme de guantification.

2. on présuppose une structure mathématique ¥(X) sur X et/ou ¥(Y) sur Y
et nous voulons obtenir une structure de correspondance ¢(T) sur le
tableau T(X, Y). Le Théoreme 1 en effet nous donne la pos
sibilité de construire une structure de groupement; nous appelons ce

probléms probléme de correspondance.

Fn réalité le probléme de quantification e¢st abordé par la méthode de
1'analyse des correspondances qui a été développée par Benzécri, et d'autres,
par exemple (11}, (12) et (13), qui maximisent le coefficient de corrélation
canonigue entre 1l'ensemble de lignes Y et 1'ensemble de colonnes X. On peut
voir que la quantification donnée aux ensembles Y et X se réduit & considérer X
et Y évalués sur R, jouissant en méme temps de la méme structure de R. Le
probléme de correspondance, d'un autre c6té, constitue soit un chapitre de 1'ana
lyse de la dépendance entre deux ensembles X et Y associés dans un tableau de
contingence, soit, comme on verradans le paragraphe suivant, un probléme de

1'analyse des groupements sur un tableau de données.

4, La préexistence d'une structure de correspondance, &(T).

Nous allons analyser dans ce paragraphe le probléme de quantification

d'un point de vue abstrait.

Soit Ti= T(X, Y) le produit cartésien Y x X, et considérons une applica-

tion

qui représente la structure de correspondance de Ti' c'est-a-dire O(Ti], tel-
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le gque chaque élément de Ti est representé sur R , o0 R indique 1'en-

*
semble des nombres réels non-négatifs[ ).

Considérons de plus 1l'application

g Bi: T1 5 R 5 —+ R
i

ot g est une fonction continue avec des proprietés d’'invariance fixées. Nous
pouvons considérsr par exemple une fonction g qui soit invariante par tran-
sformations linéaires. Maintenant nous supposons que g Bi est effectivement
donnée a priori, le probléme est de montrer que les ensembles X et Y jouis-
sent des mémes propriétés que T(X,Y) iorsque on lui associe cette fonction
gBi.

Les théorémes suivants nous donnerons une condition suffisante dans

les cas d'invariance topologique et d’ordre partiel.

Theoréme 2 - Supposons que l'application g Bi soit donnée; on peut induire
sur T(X,Y) une famille de structures d'espace topologique, subor
donnée aux propriétés d'invariance de g et qui peut aussi &tre

restreinte a X et Y.

Dém. g Bi soit donnée; nous pouvons considérer le diagramme suivant:

J
|

+ +

R > R

ol B,= g Bi, qui peut &tre lu de la fagon suivante. Donnée une application
Bi’ considérons 1l'application continue g; en composant les deux nous ob-
tenons une application Bj gui a comme source le méme ensemble et comme

but R'. Mais nous trouvons ici une condition analogue & celle du

(*) Le tableau Ty est consideré duns ce chapitre seulement comme un support
symbolique absolument abstrait qui peut &tre envisagé comme un ensemble
de cellules.



départ et nous pouvons dire cette fois que B, a comme source T, et T, est

J J J

aussi le méme ensemble support T,, mais muni de 1'application BJ- En ef-

ret l'application inverse des ouverts de R+ induit un espace topologique

sur Ti et respectivement sur T,. A cause de la commutativité du diagramme

il en resulte que les aspaces togologiques gue nous pouvons obtenir de cette
fagon sont tels gque la fonction identité sur le support est continue; le
passage d'un espace a 1'autre est induit par une fonction continue sur R+ et
nous avons donc une famille d'espaces topologiques obtenus par ce type de
transformations. Par projection sur X et Y nous obtenons aisément deux
classes de topologiss &galsment structuréss, (14).

Comme cas particulier nous pouvons considérer des applications qui soient
linéairement invariantes ou qui préservent les distances,ou d'autresmroprietsés
que nous ne considérons pas dans ce travail. La conclusion méthodologique
que nous pouvons tirer de cette discussion est que lesdeux ensembles X et Y
jouissent par projection de la méme structure d'invariance que g. En effet le

Théoréme 2 est ssulement une condition suffisante et il ne donne pas des in-

formations surl‘'identificationd’unequantification g(X) et g(Y).

Corocllaire - Si nous considérons comme donnée une application g : R+ — R+
qui préserve 1l'ordre, nous obtenons sur X et Y des classes de
structures d’ordre  definies, @ une fonction monotone pres, sur
une partition de X et de Y.

I1 n'est pas nécessaire de donner une démonstration formelle du corollai
re, mais il est suffisant de rémarquer que les structures qui sont induites
sur X( aussi bien que sur Y), sont des ordres qui différent 1'un de

1'autre par une medification locale.

5. La préexistence d’une structure sur X et/ou sur Y.

La'préexistence d'une structure sur X et/ou sur Y, c’est-a-dire une
structure de bon ordre ou une topnlogie donnée nous conduit & la ré-
cherche d'une structure de correspondance, ¢(T), sur le tableau T(X, Y). L'ex
emple le plus frappant est donné par le tableau, {nlj}, dénoté ici
(X, Y) quipeut étre associé au tableau (X, Y) enconsidérant X et Y partielle

ment ordonnés & lacondition que les distributions marginales soient les mémes.

Considérons 1l'exemple qui suivit, od X1<X2<X3 et Y1<Y2<Y3:



(X, Y) X1 X2 X3 (X, Y) X1 X2 X3
Y1 2 1 2 5 Y1 5 0 0 5
Y2 0 1 0 1 Y2 0 1 C 1
Y3 3 1 2 3] Y3 0 2 4 6
5 3 4 (12 5 3 4 {12

ol (X, Y) est obtenu avec une méthode plus simple que celle introduite par
Fréchet et qui a été introduite par Salvemini en 1939. Supposons donné un
bun ordre de X €t y, ramplacer 1'élément n,‘,‘ avec le minimum en-

tre n et . Sionan

10 &% Mo1 10<"01
ot n est plus petit que n01

20
gue si n est plus grand que n

01 - n10 avec n20 et dans le cas

o0 2 la place de (2,1}, alors

10
20 01 " n10 on écrit la différence Ngr =~ Mo

la place de (2, 0). On continue de cette fagon & comparer les deux distribu-

on va compare n

-n on gcrit n

-

a

tions marginales en Gonstruisantun tableau qui posséde les memes distributions
marginales que (X, Y), c'est & dire le tableau hijL Le tableau

(X, Y) est appellé tableau de cograduation et correspond au tableau de

Fréchet que nous avons déja désigné par {n;j}. La consequence immediate

de cette construction est qu 'une fois donnée la structure d'ordre linéaire
sur X et Y nous pouvons toujours construire une structure de correspondance,
c'est & dire une correspondance fonctionnelle entre X et Y qui.maximise le
coefficient de corrélation linéaire dans la classe de Fréchet, H(X, Y).

On peut voir aussi que le tableau de cograduation nous montre la structure
de groupement qui posseéde le nombre minimum de classes, c’est & dire qu'il
constitue une compression du tableau (X, Y) lorsque les marges soient donnés
une fois pour toutes. D'autre part. on peut voir que la tableau de cogradua
tion minimise aussi la distance.

1 = -
d (X, Y)= ) ] X, lenij

ce qui démontre que la construction d'une correspondance fonctionelle

entre X et Y n'est pas liée & la métrique euclidienne.



La solution du probléme de trouver la meilleure structure de groupement
sur lignes et calonnes du tableau T(X, Y), c'est-a-dire une structure
de corrsspondance, sst alors unique car, une fois ordonnées lignes et colon-
nes, 1'association optimale est obtenue avec la r®zle de cograduation et, vice
versa, une fols donnée la correspondance qui est représentée par T(X, Y), la
structure d'ordonnancesur X €t Y est unique. D'autre part, si nous avons

des simples partitions sur X et Y, c'est-a-dire

m(x) = {X,, Xg,00s xh} et wly) = {v1. Y

1 2 I YK}

2

nous avons aussi le théoréme qui suit:

Théoréme 3 - Etant donnée la classe de Fréchet associée au tableau (X, Y) et
etant donnée la fonction d(X, Y); d(X, Y) atteint son maximum
lorsque le tableau T(X, Y) est constitué de fagon

qu’'il ne peut pas &tre changé par aucune permutation de lignes

et de colonnes.

La démonstration de ce théoréme est immediate lorsque on pense au table
au qui représente la condition du Théoréme 3, un tableau dans lequel les 1
paraissent & chaque place du type (i, jJl.

On peut voir que ce tableau, que nous désignons par T°(X, Y), est le
tableau d'independance statistique, qui peut 8tre obtenue en multipliant les
fréquences marginales du tableau (X, Y).

lLa conclusion de ce travaill est donc la suivante:

le tableau T°(X, Y) représente la structure de correspondance-nulle qui est

unique pour chaque' cardinalité du tableau et en outre nous avons que, si
T°(X, Y) est donné,il n'est possible d'avoir aucune structure sur X et

Y, qui restent dans ce cas seulement des ensembles purs parce que sur eux
toutes les structures seraient équivalentes, et viceversa, s’il n'est pos
sible de danner aucune structure, ou classe de structures, &8 X et Y alors on
ne peut construire aucune correspondanceentre eux, c'est-a-dire on ne peut

construire aucune loi ¢(7).



ANNEXE I

Dans cette Annexe nous mntrorons que la fonction de distance Euclidienne
entre deux snsembles bien ordonnés, X et Y, est mimimum quand on a la cogra
duation des €léments de X et Y, c'est & dire qu'a 1'élément x; de X a 1'i-éme
place est associé 1'élément y; de Y qui occupe la méme place que xj.

Supposons X= {x3,x2}, Y={yj.,y5}, x; <xy st y; <y,i on voit tout de sui-
te que

2

2 2
(xl - yl) + (x2 - y2) # [xl - y2) + [x2 - yll

de telle sorte qu' on peut écrire

2 2
2 xlty2 - yl) -2 X5 (y2 le 0

En effet xl - x2 < 0 entraine

4] (Xl. X2. ylp y2]= 2(y2 - y1] (Xl - xz)i 0

La fonction m(xl, Xps Yy yZJ atteint son maximum pour x.= x_, ou

2 1 2

Y= ¥y et en général est negative. En utilisant le principse mathématique
d'induction complete on psut mantrer pour tout N gue la distance Euclidienne
entrs X et Y, X= {xl. Xos ees xN} 8t Y= {yl, Yoo wees yN}, atteint son mini

mum guand on a la cograduation des éléments des deux ensemblss.

ANNEXE II

Nous considerons dans cetie Annexs 1e tableau T(X, Y) qu'on psut associé
soit & un tableau de contigence (X, Y) soit & son tableau de cograduation
(X, YJ.

f tant donné le tableau de contingence suivant:

(X, Y) X X X

1 2 3
Yl 2 1 2 5
Y2 0 1 0 1
Y3 3 1 2 6




nous avons tout de suite le tableau T(X, Y)

T(X, Y) X

tandis gu® &uU tableau (X, Y) de cograduation associé au tableau (X, Y} de

contingencs

(X, Y) X4 X5 X4
Yy 5 o 5
Yoy o 1
Yq 2 4 6
5 3 4 112

on peut associser le tablsau T(X, Y)

T(X, ) X1 Xy Xy Xp Xy Xy X5 X, Xg Xg Xy Xq
vy 11 1 1 1
Yy 1 1 1 1 1
v, 1 1 1 1 1
V] 11 1 1 1
vy 1 1 1 1 1
Yo 1
y 1 1
3
Yq 1 1
y3 1 1 1 1
y3 1 1 1 1
Y3 1 1 1 1
Y3 1 1 1 1




On voit tout de suite que le nombre des blocs carrés du tableau
T(X, Y) est minimum, c’'est & dire que 1l'operation ds cograduation minimise

aussi 1e nombrs des bloCs carrés sur les tableaux T(X, Y).
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