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UN LOGICIEL D'AJUSTEMENT DE MODELES NON LINFATRES

M. L. P.

Maximum Likelihood Program

J.P. VIIA
Laboratoire de Biométrie du C.N.R.Z.

78350 JOUY EN JOSAS

REsumd :

Le logiciel M.L.P. offre & l'utilisateur un langage simple luil permettant
de commander l'ajustement & ses données du modéle de son choix.
Celui-ct pourra &tre éventuellement défini s'il ne fait pas déjd partie des
modéles standardisés reconnus par le programme de traitement : la plupart
des modéles non linéaires et de distributions de probabilités classiques.
L'ajustement du modéle awxr domnées s'effectue de fagon transparente &
t'utilisateur, par la méthode des moindres carrés ou la méthode du maximum
de vraisemblance. La convergence des algorithmes d'optimisation utilisde

est favorisée par la prisge en compte de l'aspect statistique du probléme.

Mots clés.
Maximum de vraisemblance
Modele
Modéle non linaire
Moindres carrés
Optimisation
R&gression non linéaire
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I- INTRODUCTION -

Le logiciel M.L.P. a été congu par G.J.S. ROSS (1970). Il permet
1'ajustement de modéles non linfaires et de distributions de probabilités, par
la méthode des moindres carrés ou la méthode du maximum de vraisemblance.
Chaque ajustement est mené en tenant campte :

1 - des propriétés analytiques et statistiques du modéle

2 - de la structure des données

3 - des relations entre modéle et dannées.
Ceci, afin de simplifier le probléme et conduire & une solution admissible
directement, ou indirectement aprés transformation du modéle ou des données
Cette démarche, systématisée pour tous les ajustements possibles a &té intégrée
dans M.L.P. de fagcon transparente & l'utilisateur, de mani&re 3 ce que :

1 - 1l'utilisateur n'ait qu'd fournir les données et spécifier son modéle
il n'a pas & fournir de valeurs initiales aux paramétres. Il n'a pas non
plus & connaitre le principe de 1'ajustement.

2 - la convergence soit rapide et les résultats aussi précis que possible.

3 - toute anamalie dans les données ou incampatibilité avec le modéle
soit signalée immédiatement.

4 - les cas vraiment insolubles soient détect&s aussitSt que possible et
ceux qui peuvent £tre "repris" aprés transformation, le soient effectivement.

5 - en cas d'existence de solution multiple, la solution souhaftable
puisse étre atteinte.

6 - toute analyse statistique appropriée et utile soit fournie, pour juger
de la validité des résultats.

II- CARACTERISTIQUES GENERALES ET FACILITES OFFERTES .-

II-1l. Le logiciel M.L.P. offre un langage simple & l'utilisateur qui a
le choix entre différents modéles "standardisés", mais qui peut aussi définir

rapidement le sien :

IT-1.1. Les modéles standardisés disponibles sont une cinquantaine
répartis en classes dont des plus importantes concernent les courbes, les
distributions de prababilités discrétes et continues, les réponses par tout ou
rien (analyse des prabits):
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Chaque modéle a été considéré de maniére particuliére de fagon & éliminer
toutes ses difficultés spécifiques lors d'un ajustement. Les principes des
traitements effectués sont quelquefois généraux (réduction des dimensions,
transformation de paramétres, politique d'ajustements ‘emboltés"), quelquefois
spécifiques aux modéles. Mais tout traitement est la résultante d'un raisonne-
ment analytique et statistique a priori, et d'une expérience pratique des
auteurs. C'est ee qui explique son efficacité dans la plupart des cas.
II.l.l.1l. Courbes : y = £(x,A,B,C,...) + e
les erreurs e peuvent &tre normales, log—normales. Elles peuvent étre pondérées
a - Courbes exponentielles
b - Courbes de "croissance"
. Courbes logistiques
. Courbes de Gampertz
c - Modéles a campartiments
d - Autres : polyndmes orthogonaux, fractions rationnelles....

II.1.1.2. Distributions de probabilité&.

I1 est possible d‘ajuster & des distributions de fréquences cbservées.

a - des distributions discrétes :
de Poisson, de Neyman type A, géamétrique, logarithmigue, binomiale
négative.

b - des distributions continues :
normale, combinaison de lois normales, log-normale, exponentielle, gamma,
chi-deux, béta, de Fisher, de Weibull.

II.1.1.3. Regression linéaire multiple.-

IT.1l.1.4. Analyse de probit.

Un ajustement lindaire de la transformse prabit ou logit d'une
variable pourcentage peut-étre effectué en fonction d'une ou deux variables
indépendantes dans différents types de problémes (Estimation des coefficients
de la droite de régression des praobits, analyses de mélanges, prcbléme de
Wadley, etc...)

II.1.1.5. Autres types d'ajustements possibles.
Ils sont relatifs & des modé@les plus spécialisés.
I7.1.1.5.1. Modéles de génétique : estimation de linkage
I1.1.1.5.2. Modéle de dilution : dénambrement biologique
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II.1.1.5.3. Modéle de transition entre &tats dans un systéme
fermé ou ouvert : ajustement de paramdtres déterminant les &léments d'une
matrice de transition stationnaire ou non.

II.1.2. Ajustements de modéles spécifiques :

S'il n'est pas satisfait par les modéles standardisés reconnus par le
programme de traitement, l'utilisateur peut définir son propre modéle, au
moyen 3

1l - de conbinaisons lindaires de variables intermédiaires de travail

2 - d'options contrdlant le calcul de la vraisemblance campte tenu

du modéle et de la distribution supposée de sa partie al&atoire :
a. normale ou log-normale pour courbes et surfaces
b. poissonnienne pour des dénambrements

c. binamiale pour des variables pourcentages
d. multinomiale pour des distributions
e. au choix de l'utilisateur qui programmera directement sa fonction
de vraisemblance.
Les principes statistiques et numériques qui assurent l'efficacité des ajuste-
ments des modéles standardisés sont €galement appliqués dans les ajustements
de ces modéles spécifiques.

ITI- L'UTILISATION EFFICACE DES METHODES DE MINIMISATION DANS M.L.P. .-

La méthode de minimisation utilisée est une méthode & convergence
quadratique de type Newton modifié (Box (1969)). Elle est utilisée pour mini-
miser par rapport aux paramétres '

. une samme de carrés d'écarts pondérés, ou

. 1'opposé du logarithme de la fonction de vraisemblance calculée sur les
données en fonction du modéle théorique et de la loi supposée de sa partie
aléatoire.

Mais certains modes d'utilisation de cette procddure dans M.L.P., associés &
certaines opérations sur le modéle, favorisent cette minimisation d'une maniére
décisive .

ITI-1. Minimisation hiérarchique : réduction des dimensions des espaces
paramétriques de recherche.

Dans certains types de modéles, M.L.P. traite les paramétres selon une
hiérarchie, telle que des valeurs optimales pour les paramétres de rangs
inférieurs puissent &tre cbtenues aisément, pour toutes valeurs des paramétres
de rangs supérieurs.




106

I1 est quelquefois possible d'cbtenir pour les paramétres de rangs inférieurs
ad partir des équations normales, des solutions analytiques fonctions des
paramétres de plus hauts rangs. Les premiers peuvent alors étre éliminés
dans la fonction critére! La minimisation s'effectuera dans un espace de
dimension plus faible. De plus les paramétres &liminés ne nécessitent plus de
valeurs initiales. Ainsi les paramétres linfaires seront-ils €liminés en
priorité. Ces idées avaient d3ja ét& exploitées par Richards (1961) et depuis
par Lawtan et Sylvestre (1971).

Quand une é€limination analytique de paramétres n'est plus possible, la
procédure de minimisation est utilisée de maniére récursive dans une hiérarchie
de sous espaces parameétriques camplémentaires.

ITI-2. Transformation des paramétres afin de réduire les variances et
corrélations de leurs estimateurs et d'cbtenir une approximation quadratique
suffisante de la fonction critdre dans un voisinage du minimum : création
de paramétres "stables" selon ROSS (1970).

Dans le cas des modéles non linéaires, il n'existe pas de transformation
linéaire orthogonale assurant les objectifs désirds dans un damaine assez
vaste pour engldber toutes les estimations initiales plausibles des paramétres.
I1 faut donc essayer des transformations non-lin&aires et si possible biunivo-
ques pour pouvoir revenir facilement aux paramétres initiaux du modéle. Le
choix de la transformation sera d'autant plus aisé que 1'on pourra trouver des
paramétres variant trés peu dans la région de "bon" ajustement de 1l'espace
paramétrique : d'old leur qualification de stable. De plus étant fonction des
valeurs ajustées, ils pourront souvent &tre initialisés autamatiquement par
ces mémes fonctions.

La premiére démarche opératoire consiste & examiner les espérances de
certaines statistiques qui, fonction des paramétres du modéle, peuvent
elles-mémes &tre des paramétres potentiels. Ainsi, dans les ajustements de
distributions, les moments d'ordres inférieurs sont assez stables (sauf si
la queve de distribution e¢st exceptionnellement longue). Dans le cas d'ajuste-
ment de courbe, un modéle & p paramétres, peut-8tre défini par les espérances
en p points différents. Quand ces points sont réguliérement répartis sur
ll'intervalle des données, les intercorrélations sont généralement faibles, et
si la courbe est un polyn&me de degré p-l, il existe méme des ensenbles
de p points pour lesquels, toutes les intercorrélations entre valeurs ajustées
sont nulles. Bien entendu, cette recherche de param@tres stables est conbinée
quand c‘'est possible avec la démarche vue précédemment de réduction des
dimensions de l'espace paramétrique : ainsi on recherchera de nouveaux
paramétres
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stables caractéristiques seulement de 13 forme de la courbe, et non de son
échelle et de sa position caractérisées par les paramétres linéaires qui
auront &té éliminds. Pour cela, il est possible d'utiliser les différences
premiéres ou secondes des ordonnées, ou leurs rapports, ou d'autres transfor-
mations (ROSS (1970)) suivant les modéles.

III-3. Minimisation séquentielle : ajustements emboités.

Ie modéle décrit ou appelé par l'utilisateur est quelquefois remplacs
dans le corps des programmes du systdme par une suite de modéles emboftss plus
simples. Leurs ajustements successifs aménent & de bonnes estimations initiales
pour le premier modéle. Par exemple, un paramétre "stable" déterminé pourra
8tre fixé & une constante convenable estimfe. Et un ajustement préliminaire dang
un espace de dimension ré&duite sera effectué. Cette méthode a été en particu-
lier appliquée dans les modules de M.L.P. relatifs aux ajustements de distri-
butions, car les premiers moments sont trés "stables", et ont été pour cette
raison utilisés.
ROSS (1970) décrit une application & l'ajustement d'une distribution combi-
naison linéaire inconnue de deux distributions normales ;

le modéle & ajuster

£&®) = aN(y, @) + (1= @) N0y, o)

est remplacé par les trois modéles successifs
Modéle 1 : B o=
Modéle 2 : a = 0.5 ,'1.117!)42
Modéle 3 ¢ a # 0.5 ,111#1:2

A chaque étape, des valeurs initiales pour les paramétres sont cbtenues en
fixant la moyenne et la variance de la distribution cambinée & des valeurs
dérivées de 1'étape précédente. Il est trés facile de plus, d'cbtenir wn test
de validité d'ajustement pour chaque modéle.

IV- TECHNIQUE OPERATOIRE .-

Iv-1l. D'une maniére trés concise, l'utilisateur
1. introduit ses données
2. spécifie numériquement ou mnémoniquement par une seule directiwve
le modéle & ajuster et des contraintes éventuelles
3. camande l‘ajustement par une seconde directive.

Toutes ces opfrations peuvent étre exécutfes en mode différé ou en mode
conversationnel.
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Exemple : ajustement & une courbe de croissance logistique

X Y
e N - — —
DATA 1234567 3.55.88.210.1 11.3 11.7 13.3 ;

’
CMODEL = LOGISTIC; FIT CURVE

IV.2. Dans tous les cas, les sorties minimum sont constituées

1 - des estimations des paramétres du modéle
2 - des erreurs—types et des corrélations des estimateurs de ces
paramétres

3 - des valeurs estimées de la variable & expliquer

4 - des résidus

5 = de la valeur atteinte par la fonction critére.

Ce résultat peut conduire & un test de validité du modéle.
Ses sorties peuvent étre camplétées par diverses informations statistiques,
nurériques, et des graphiques.
Pour faciliter & l'utilisateur sa recherche de paramdtres les plus "stables"
quand il ajuste son propre modéle, il est possible de définir des fonctions
de paramétres qui seront calculées avec leurs variances et leur corrélations.
L'utilisateur peut également faire calculer en un réseau de points de son
choix dans l‘espace paramétrique,les valeurs de la fonction critére. Il peut

cbtenir les représentations graphiques des courbes de niveaux correspondantes,
dans les différents plans paramétriques.

IV-3. Des diagnostics d'erreurs ont été prévus pour aider aux corrections
de la syntaxe et & l'amélioration du modéle quand l‘'ajustement.est défectueux

V- LE PRODUIT PROGRAMME .-

— e
——

Le logiciel M.L.P. est un interpréteur écrit en langage fortran, d‘'un
encambrement de 150 K@ environ. Les différents sous programmes sont disposés
selon une structure arborescente & deux niveaux.

Le produit est diffusé par le département de statistique de Rothamsted Experimen
tal Station, Herts, Grande-Bretagne. En France M.L.P. a &té é&tudié et généré
dans le cadre d‘une A.T.P. au laboratoire de Biométrie du C.N.R.Z.-I.N.R.A.
(Jouy—en—-Josas) . I1 fonctionne en mode différé sur l'ordinateur IBM 370/I45

de ce centre et sur 1l'ordinateur IBM 370/I68 du C.I.R.C.E. (Orsay). Une version

interactive devrait &tre générée sous peu dans ce dernier centre.
Des documents techniques et utilitaires sont disponibles au laboratoire de

Biométrie du C.N,R.Z.
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VI- EXEMPLES .-

VI-1l. Ajustement d'une double exponentielle en faisant appel au modéle
standardisé :

Y = A + B.exp(-K.x) +C.exp(-L.x)

VI-2, Ajustementsde distributions de Poisson, binamiale négative, et de
Neyman type A & des mémes fréquences observées.
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ANNEXE:

- EXEMPLES .-

1. Ajustement d'une double exponentielle :

y = A + B.EXP(~Kx) + C.EXP(~Lx)
CAPTION (5) AJUSTEMENT D'UNE DOUBLE EXPONENTIELLE AVEC IMPRESSION DE LA
SURFACE CRITERE - DONNEES DE G.J.S. ROSS ;
DATA 123456789 IO 35 24 20 I7 14 15 II 9 ;

CPT 2 2 ¢} o] 4 I I
modéle axe des x moindres décimales  erreur erreurs
asymptote carrés en sortie résiduelle types des
vers la ordinaires ajustées
droite
0 0 I :
pas de pente pas d'ajuste- graphique
calculée ment par poly-
gones orthogonaux
FIT CURVE;DISPLAY 1 2 100 1000
rang de projection unité seuil provo=
1'ajustement dans le plen d'impression quant 1'impres-
concerné des deux para- des valeurs sion d'un X
métres non
linéaires
0.0 0.0 2,0 0.0 2.0 1l.0 H
point S=0 point point
du reseau S=E N-W

DISPIAY I 2 5 ICO .80 .0I6 .9I ,0I6 .80 .21
PISPLAY I 2 I 20 .80 .0I¢ .9I .0I6 .80 .,2I

¢

Remargue

Les deux dermiéres projecticns sont des agrandissements de la sone solution

entourée sur la lére projectiom,
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AJUSTEMENT D'UNE DOUBLE = XxPONENTIELLE
AVEC IMPRESSIONS DE LA SURFACE CRITERKE -
CINMNEES DE GeJeSe RCZS
Y = A 4+ PER%2%X + C¥S*%kX R=EXP(—K) +S=EXP(—L)
WITH ASYMPTOTE Y= Qe C
PAPAMETER SeE e CCRFELATI CNS
1 R O.EEECSC Ce C1361 1.0000
e S 0.11468 0. 02474 0.7128 1.,0000
: B 2E.20181 2.1€6776 —0e9528 —-0.8033 1.,0000
4 q €47.C€ECE5 124.55264 —0e6480 -0.9923 04,7385 1.0000
=IX A VCeC
K Celd2E3 Ce C1EC4
(. 24163227 Ce21523
X Y =0Y) WID e« RE Se SeFEs
1.CCCO 1C=.CCCC 1C4.5¢CC 0. 0010 1.0714
Z2sC0CO 28,€0CQO 3%5.01E€¢ ~0e 0166 1 40599
ZeCCCC Z4sCCCC 23.C1EC 0. 0820 0.7331
& 4CCCC Z2Ca.COCC 1GeCCaE 0. 0054 0.HA353
€4.C0CC 17.C0CC 17.,24¢4 -0s243¢& 0.4744
& «CCCO 14CCCC 14459426 -~ 05429 0ea373
7..00CO 1S.CCCC 12.852¢ 240471 0.4936
€ «CCCO 11.C0CC 11.22€8 -Cs2288 0.5683
CL,0CCO cesCCCC Ge 7343 -~ 067343 0.6298
RES ICUAL .5, 1.1487CEC NDeFo S
RESICUAL Se5e. E.73C7¢CE
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XXXXXXXXXXHXXXXXX XX XX XKXXRX XXX X XX XXX
AXXXAXXKXKXKX XXX XXX XXXXXAX XXX AAXX XXX X X
XXX XXXXXKXKXRXXXKXXKKXX KKK XX XK XXX XXX X K=
XXXXXXXKXXXX XXX KXXXXKXXXKX XX RXXXX XXX X X
XXXXXXXXKRXXXXKK XXX XXX XX XXXKX XXX XX
XXXXXXXXXXXXXKXX KX XK KARXKXXKXKX XXX X X
XXXXXXKXXERXXXX XK HXKXKXKKXXXX XXX X XX XX X
XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXKXAXXX XXX XX XXX XX

888888888888888EL83¢ELELEEELEEE-
888888 eeserne

6666EE66666666

€
gge883888888 66666666666666666666666&6665g:222666666

EE666€
4444444844448448 €EEEECEE
4444445444444444448 6E6€~
444444434 . 666€
44444444 €EGEC
2222 4444444 €€E6666
2222222 444444 EE666€
222222 44444 &
22222 4444 1124
2222 4444 6€666 EBELE
222 444 666€ EELeecegeeee
T222 444 666 egecepeee
22 444 666 8988e RAXX XN
222 44 666 8888 AXXXXXX XXX XX
22 44 66 88 XXXXXXXXXXXX XXX X Y=
2 44 66 88 XXXXXXXAXKXXXXXX XXX X X
2 43 66 88 XXXXXXXXXXXXXXXAXXXXXXX X
44 66 B8 XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

[ X1
[3 Yo
[y ]

-8 66 8  XXXXXXXXXXXXXXXXX XXX XXXXXX

4 56 8 XXXXXXXXXXXXXXAXXXXRXXX X XXX XX
8 6 8 XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX XXX X Xem

6 8 XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX XXX XX
6 8 XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX
68 XUAXXAXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX X

BXXXXXXXXXXXXXXXXXKXRXKXXX XK X XXX XXX
B O XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXKXXXX XXX XXX X X

8 XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX XXX XX X=
. . [
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Y = A 4+ BAREEX + CxSe¥X R=EXP(-K) sS=EXP(-L)
NITF ASYMPTOTE Y= Ce O
CONTOUR PLOT OF FUNCTYION IN UNLTS OF 'Se 0000
SW SE AW NE
PAR 1 0.8CCOC C.SG1CCC 0.80000 0.91000
OAR 2 O.C1€CC 0.,016CC 0. 21000 021000
cEL111G 21.71€¢ 17 CA7S 13.353€ 10.2780 7 «8587 6.126%& 5.1031% 4 ,€022~
Z1.31E€ 1€.756Q 12.7715S 9.42156 6.7892 4.7925 3.5815 3.1371 2.,47CC
17.2224 12,34 Se2EES 6.3238 4.,1082 2.6631 2.0228 2.2064-- 3.2224
12,8228 CeESEO €« SEEL 4,0668 23448 144585 1+43€1 Z2e2SS2 4,0812
1141122 7.5C<8 4.EE30 2.6267 1.4484 1.1662 1.8073 3.3872 S.G081
S 0EE€E £.8904 2.5061 1.9990 1.4078 1.7735 351219 Se8661 £€,8052
7474032 4,65CS 3.11€3 2.1739 2.2119 3.2676 S«3654 845159 1Z.7144
7.0871 4,8028 3.47157 3.1413 3.8491 . 546356 8.5238 12,5204 176181
7.CECE €4221¢ 4.57€é 4.8913 643081 8.8646 12.5817 17.4640 . 22.46S2
0.0 0.12% 0+250 0375 0.500 0.625 0+750 0.875 3.
L] ] ] . L] [ [ ] ]
1.0CO—XXXXXXIIXNXXNX ae €6 444 222 0000 assss 666666 4444448434~
XXXXXXXXXXXX €8 66 434 222 000 3888 666666 4444444444444 4
X¥xXXXXXXX 88 € 444 222 0000 8888 666666 4944840444846484444448
XXXXXXXX €£8 €6 444 222 0000 8888 66666 4444434434434
XXX XXX eE €E6€& 4aa 22 0000 8sss 66666 444484444
XxXXXx 88 6€E 444 22 D000 8888 6666 444444438 -
0sE75 XXX EB8 €€ 44 222 000 888 66666 4444444 -
XX 88 €E€€ 444 222 000 888 66666 444344 2zzzzzz222
€88 66 444 222 cag 8888 6666 4344484 2222z2z%zz22222222
g8 E€€ 44 222 ¢cCO 8888 6666 244444 222zz22z222¢%zzzz2222222
ee €€ 444 222 gcce 388 6666 44444 22222222222222z22222222222
666 44 22 c0GC 888 6666 44444 222222222222222222e28€82222222
0.750- K€ 444 222 co €ass 6666 44444 2222222zz22222 Zzezzzzzz22222 -
€€ A4a 22 €00 €en 6666 ags4aa - 22222222222 Z2zzz2222222
€ 4a 22 co ees 666 4444 2222222222 ézz2z2222
444 222 -COC egeg 6666 44448 222222222 gzzzz22:z22
444 22 cCco gge 666 44444 22222222 ¢z222222
4 22 oo gae 6666 4444 <. 2222222 zzz22z2
0.£625- 222 €00 €Ece 6666 44444 2222222 zzzz222 -
222 000 EEE 666 4448 2222222 z2zzz22 .3
222 00C eEte 6€€ 4444 2222222 *gzzzez2 44
2 0CC E&8g 6666 44484 2222222 zzzzze 464
0o sgg EEE6 34444 222222 zzzzz2z 44844
co gee EEEE 4444 2222222 2zzzzzz 4444
C.5C0- CO eseg EEE as4484 2222222 22zzzz2 4444 -
ao ege EEE 4444 2222222 222222 4444 €
0 gae EEE 44448 2222222 2222222 3444 €€
0 £=8g EEEE 4444, 2222222 222222 4444 666
cgEg £EEE 44444 222222 2222222 2444 €E6E
ae EEE 4444 2222222 222222 4444 6EE
Vel75~ EER EFE aa4a 2222222 - 2222222 4444 666 ee~
aea Y3 4444 2222222 2222222 4444 €€6 ese
£e EEEE aaaas 22222222 2222222 4444 ECE €8s
a EEE 4444 22222222 222222222 4444 666 ee [
8 EEE 44444 222222222 222222222 4444 666 888 ©ogo
EEEE LY VY 22222222222 22222222222 44444 GEEE. €8 00
0.2%0- EEE 44444 2222222222222222222222222222 4344 666 egg 000 2~
EEEE 44444 2222222222222222222222222 4444 666 a8ss 00 222
EEECE 44444 2222222222222222222222 44434 6666 sga 000 22
KEE 44444 2222222222222222222 44444 6668 aga ~00 22 A&
EEEE 444444 22222222222222 ag4448 4666 888 00 22 as
EGES 444444 22222222 434344 6666 883 000 22 44 &
Del1Z5~ EEEE 4444444 444444 6666 888 00 222 44 € -
£EEE aasaaa4 344444 6666 888 00 22 &4 €5
EE6EE 44444344 4444484 6666 aas 000 . 22 44 €€ 8B .
ECEEE 444484443448 4444444448 6666 8888 000  £22 &A 66 88 ’
EEEEE 4444484024444448444484848484844848434A00 6666 888 : 00 22, .44
EEEE 444444484348444484884844444 66666 888 ‘00 22548 66 £&8 XXX
0e0 — EEEE6 44444458844483384484348 66666 888 o008 - 22 o RA. 6688 XXXNp
R . . PRaay:s. N z DU
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Y = A 4+ Pkick%¥X + CXS*k&Xx R=F xP(—=K) ,S=EXF{~-L)
WITEH ASYMPTOTE Y= Ce0C

CONTOUPR FLAT OF SUNCTION IN LNIYS CF 10000

DAR 1
PAR Z

>

Gt DM MO (I
MOMMAMOMNO
® 9 8 8 0 a o0 0
OO LIMre s DN
[SRLETE ST YNNI

(<) D tNs = NN

1.C00-

0sE75

Qe7£0—

[}
L]
m
ny
tn
\

CesSCO~

o
.

(K]
~
i

[»]
.

N
o
?

Ny
i

0.1

o

.

[«
i

Sw s N# NE

C.ECCCC CeS1CCC C. 80000 091000

0«Cl€0C CeCl€0C 0. 21000 021000
L] 10€ 58242 €£Fe 2353 6647682 51 .3898 39,2937 30,6319 25 .515¢ 24,0108
2 €3.7701 £33 €576 47.1082 33.7461 23,9627 179077 15 €852 17e35C2
2 €E4,677C 4€E,432¢4 31.6441 20.5411 13.3156 10,1139 11.0322 1€e41122
< 4C,27€E 32.53C5 20+33a2 117242 7 «2924 71807 $11.4760 202C€0
o] 27.54¢0 223148 13.1335 742419 S.8308 9.0366 16 .G 2€S 2GeEALE
S 2Ga4521 17.545¢ 9,994 8 70391 8.8674 15 +609¢€ 273306 44 ,02€E
pcs Z4.,€€84 15¢5E13 10+ 8693 11.0594 163380 26 8272 42.5794 €E2E71E
& 24 .0186 17.37€S 15.7067 19.24856 28.1780 42,6174 €E20€022 ER20SC7
c 2£.€C73 22.8€25 2444553 315403 44,3230 62,9026 872202 1174SES
0.C Cs12E 0.250 06375 0.500 0 625 0750 0875 100"
. . ' . . * . . . .
XXXXERIBERXIIXRIXXEIXIXAIXRXAIXKX XXX KX XX XKXXX XXX XK XX XXX XX KXX XXX X KXAXX XXX XXX X 3=
XXXRXEXXIXXEXXXXIXXA I IXIXXXXXXX XXX XXX XXKXE KKK XX XXX KLRXKX XXX XXX XXX KX XX XX XX X
EXXXXXXXEAIZIXNXAINZIRNIAINAD XXXXXKE XXX XK XXX XXX XXX XX XKXKXK XX XXX XXX XK XXX XXKXXXK XXX X X
AXXXXAXRII NI IXXEARIRIAIRI XXX XXX XXX X XXX AKX XX XXX XXX KX XXX XXX KX XXX XXXX XX X
XXXXXEXEIXIXIZIIENREIZIIAIXXIXXXKXXKX XX XXX XXX XXX XK XX XX KX XX XXX XX XXX ELEEEEEEELEEE
AXXXXXXRIRXIANRARRIIII XD XXM XXKX XXX KX XXX KX XX XXX XK XX XXX RXX XXX X X 88s CEEECE
AXXXXXXIIZXIXXXNXXAZIIEAIAMXXAXXX XXX XXX XXX XXX KX XK XX XXX XXX X 28 €666 EE66E -
AXXXXIXXNIXNIINZEDIIRZIRAAI XXX XXX XXX XXX XXX XXX XXX XX XXX HXX 88 6¢€ A4444484444 €€
AAXXXAEXIIZIIABUXXXEAXIIRAXXXAXKXXXXKXXX XXX XXX XXX XXX 8 66 444 443
EXXAAIZEIZIZAARNAXXAIIFIIZRAXAXXAXAXXXXXXXXXXXXXXXX 88 66 4484 czszzzzzzz a4
AXXXXXXIANXIRXAXANZIXEZIIRIXXAXXX XXX XXX XXX XXX XX X 8 66 44 222 2222 44
FXRIXEIXXXRXZIIXAAIREZIAIIIXXXXAXRXXXXXXXXXXXXXX 88 © 44 222 0000000 222 a4
XXXXXEEIIIFIRIIAARXXZTINIIXXRAXXAXXXXXXXXXXXX 8 6 4 22 000000 co00 22 40 -
ERAXXXIXEIIRI XXX XXX IXAXRXRX XX XXXXXXXX 8 6 44 2 000 000 22 44
EXXXAIIINIIINRIRININIDIXIXRXAAXXXXXXXXX 8 6 44 22 (+JeX¢} 888sgaeaes (X 4] 22 4 €
XXXXXEXXXEXIXXXXIXIXZFIXNIXXXXXXXXXXXX B8 6 44 22 00 8888888888388 00 22 44 €
XXXXREXXERIIINNXZXIRIFINDIIAXNXNXXXXXXXX 8 6 44 22 00 888 gges 00 2 4 €
AXXXXXXAXXIIXZIXXAIIZIZIZXINXIXXXXXXXX B 66 & 22 00 88 88 L«] 2 4 6 E
XEXXAXNIINXEIXRIFXRIXIIXIRIIXAXXXXXX 8 6 4 2 0 888 56666666 888 00 22 6 & -
XXXXXIXXXXIXXRXXXEIXIRIIRXXXXXX 8 6 4 2 00 88 66666666666 88 00 22 4 € & x
EXXXXFEXXIXZIEIAIAININIINXNXNXXX 8 &6 & 2 00 88 6666666666666 888 00 2 4 € 8 xXx
EXXXXRRAXEIDAXRINZXIXXIXXNXXX 8 6 4 22 00 B8S8 66666 66666 88 0 22 4 € E XXX
EXAXXXXEXFIXRIXZIIXEXZIRNXXXXXE 6 4 2 o 88 6666 6666 88 D0 22 4 6 & XXXxX
XXXXXXXXXIIIRIRRIXIXXXXX 8 &6 46 2 00 a8 6666 6666 88 00 2 4 € &8 XXXXXx
EAXXXXIIXIIIRIINXNXXXXXX B 6 4 2 00 88 6666 6666 88 00 2 44 & XXXXXXX~—
XXXXXXIEXXRRXARIIRAXRXXXX 8 6 4 2 00 = 1-] 66665 66665 88 ] 2 & 6 & XXXXXXXX
EAXXAXEIXXXIXNEXXXAXXX 8 6 & 2 00 883 666666 66666 88 00 22 4 € &8 XXAXXXXXXX
XXXXXXXXIIZIXIRXXRXXXX B 6 44 2 0 38 666666666666 88 © 2 4 6 B XXXXXXXXXXX
AXXXXEXIXDIIDIIXIRRNXX B 6 & 2 o] 888 6666666666 888 00 22 4 6 8 XXXRXXXXXXXX
XXXXXXR2IZIXXXXXXXXX 8 6 4 22 00 88 66666666 888 O 2 4 668 XXXXXXXXXXXXXX
XXXXIXADNNIINXXAXXX E € 4 2 0 a8 888 00 2 3 68 AXXAXXXXARXRXXXX X X=
XXXXXXXINIXIAXXXX E 66 4 22 00 8888 888 00 22 4 6 8 XXXXXXXXXXXXXXXXX
XXXXXAEIIXIXXAXXXX B8 6 44 2 00 8888 8888 00 22 4 6 8 XXXXXXXXXXXXX XXX XX
XXXXXXIIIIXIANXX B £€6 4 2 00 888888888 000 22 44 6 8 XXXXAXXXXARXARXXX XXX X X
XXXXXXXEIXIXXNXXX 8 6 & 22 000 00 22 48 6 8 XXXXXXXXXXXXX XXX X XXX X X
XXXXEXEI IR NXX X E € 44 22 000 0000 22 84 6 B XXXXXXXXXXXXXXX XXX XXX XX
XXXXXIXEXIIXRXRXX 8 € 44 22 0000000000 22 44 6 88 XXXXXXXXXRXXAXRXXXXRKXXX XXX X N
XXXXXIXNIXIXXXXX 8 & 44 222 222 4 6 88 XXXXXXXXXXXXNXXXRXKIHIKXX XX XXX
XXXXXXXZEXIXXXRX 8 € a4 22222 22222 44 6 88 XXXXXXXXXXXXXAXXKXXXXKXXXXXXXX X
XXXXXXXXXXXXXXX B 6€& 844 222222 44 66 B XXXXXXXXXXXXXXKXKXXXXX XXX X XXX XX
XXAXXXXXEXXXNNRXX 88 66 444 \a 444 66 8 XXXXXXXXXXXXKXIKXXHIIKXAKIKXXKX XX KXXX X X
AXXXXXEIXERRNX X a 66 444443444 66 88 XXXXXXXXXXXXXXXKXXXXHKNIKNKEXKAKXX XXX KX X
XXXXXXIRAIRAXNXXXX . &8 6666 666 88 XXRKXAK KX XXX XXX XXX KK XK X I KX XXX XK XX KX XXX x=
AXXXXXRXIDXNXNXXX gge 6666666 88 AXXXXXXKXXKXKX XX KX XXX ARXXKIX XX XX X XX
AAXXXIRXIIRIXANRXX egege 8as8s AXXXKKXXKRXXKXKXKKXE XXX KKK E XK XR KX XXX XXX XX XXX X X
XXXEXXRIXIRRRRAXXRXX 88 XXXXXKHXKXKXKKKKXXXKXKXKXXXXK KKK R XXX XXX XK X X
EXXXXXRIAZIIIIRNXXXXII XXX RXXXK X XXX XKXXKKXXX XXX XXX RK KKK XX KKK XXX KKK XXX XXX XXXR X X
XXXXXXXIRXEXAIEAIAXIRXE XXX XXX XXX XX XX KXKXXKKXXRX XXX XXX XXX XXKXKKLXXXXXXKXX X XXX X X
XXXXXIXXXXXNIXIRIAZ I XXXAX XX KX XHKXKXKAK X XKX KKK KKK KIKXKK X KK XXX XXX HKINK KK X KX XXX KK X X~
[} 1] [ ¢ . ? L] ] L [ ]
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2. Ajustements de distributions discrétes.

CAPTION (4) AJUSTEMENTS DE DISTRIBUTIONS DE POISSON, BINOMIALE NEGATIVE,
DE NEYMAN TYPE A, A DES MEMES FREQUENCES OBSERVEES ;
DATA 1219 22161099462 /1121
\—'—v—-—-/

SN

Fréquences observées des [Fréquences observées des valeurs
valeurs
0,1,2,3,4,5,6,7.8,9 10,11, 12,13. Elles seront cumulées.

EXTRA 17 26 37 ;

gl
Valeurs de queve de distxibution

OPTION 0 1 4 5 0 0 1 :
—_—
les données codes des trois il n'y la table les histo-
sont des distributions & a pas de des fré- grammes des
fréquences ajuster quatriéme gquences frégquences
distribu- observées seront
tion et calcu- imprimés
l2es sera
imprimée

FIT DISTRIBUTION ;



AJUSTEMENTS DE DISTRIBULTIONS DE FGI SSON,
IINOMIALE NEGATIVE,DE NEYMAN TYPE A
A CES MEMES FPFQUENCE 03 SERVEE S
NO OF SAMPL=ZS 117 SANMPLE WVEZ AN 4412
SAMPLE VAR IANCEZ 3.32 SAMPLE SKE WNESS 3675
PO ISSON INDE X 113 Ne. Bs INDEX 4,04
FIT PO ISSUN
CHI—-SQUARED = 23.19 CN 10
PARAMETER SeE e
1 M 4,211CGEE€ Cel13CE

=IT NEGATIVE S INOMIAL

PARAMETER
1 MIZAN 4.11C€E€E
2 VAR 12.G4€81
CESFINING PARAMETER S

PARAVETER

1 M Lel11GEE
2 K 1eCZR2€E
X CeCc37C
FIT NEYMAN TYP= A
PARAMETE
1 MTAN J.8C17C
2 VAR GeCEEEL

CEFINING PARAMETER €

PARAMETER

M 2.7
"] 2

i\ e
-
L ]

1
>

CHI—SQUARED

£.34 CN ¢S

TA3LE DF OBSERVED AND FITTED VALLES

- ND 33 Se
9} 12.
1 1S5%
= 22
3 16,
a 10,
s, Ze
[ Se
? [
A £ e
3 Ce
10+ Coe
14+ 3.
TAIL VALUES 17,

SeT e CCRRELATICNS
Ce 2S6€2 10000
2¢ 05221 Ce 7699 1.0000
SeF e CCRRELATI CAS
Qe 25€55 1.0000
Ce 28644 —0.1681 1.0000
Qe 00417
CHI-SQUARED = 1133 TN 9
SeE e CCRRELATICNS
Oe1GE24 1.,0000
Ce £E€£54 8 0.7010 10000
SeE e CCRRELATICAS
Ce326E6 10000
Ce1E637€ — 009035 10000
NOE XPo "
PN NeBe NYe A
1¢¢ 12.9 1560
78 17.0 14,2
1861 1649 166
222 15.1 16,1
2248 12.6 14,1
18,8 10.2 1146
12.9 3. 0 9.0
76 6.2 He7
3.6 447 447
1.8 3.5 33
1e1 7.1 540
Ce O 27 Oe8
26 37

CeFoe

CeFoe

CeFos
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HRISTOGRAM OF DBSERVED AND FITTED VALUES
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