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UN INDICE DE SIMILARITE POUR DES

VARTABLES IE TYPES QUELCONQUES

G. LE CALVE (x)

Ce qui suit est un condensé de (2). Nous avons insisté surtout sur
1'aspect épistémologique ; pour 1'aspect mathématique, nous nous sommes
contentés d'énoncer quelques résultats, renvoyant le lecteur curieux 3 (2)
ol il pourra trouver, outre les démonstrations, des formules détgiITées
pour les cas classiques ainsi que des exemples d'application.

x) Université de Haute Bretagne
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INTRODUCTION

En sciences humaines; la plupart des proklémes que le statisticien a &
traiter, se trouvent posés de la manieére suivante : un tableau rectangulaire de
données numériques ou prétendues telles, croise un ensemble € de caractéres et un
ensemble E d'individus. Il s'agit alors d'interpréter ce tableau en en tirant, par
exemple, des typologies sur les caractéres ou les individus. Pour ce feire, toutes
les méthodes remplacent ce tableau de départ par un tableau d'indices de "simila-
rité" ou de “"proximité" (covariance par exemple).

Le probléme qui se pose alors est que les caractéres sont trés rarement
de méme nature et que s'il est possible de calculer une proximité entre deux équi-
valences ou deux ordres, par exemple, la proximité entre deux questions de nature
différente reste & définir.

C'est & ce niveau que se situe notre étude. Notre propos n'est pas de
définir un indice venant s'ajouter & la longue liste de ceux déja connus, mais,
au contraire, d'en trouver un qui pulsse recouvrir comme cas particulier de nom-
breux indices et permettre la comparaison de guestions de nature différente ou mé-
me n'entrant pas dans le cadre habituellement traité.

La statistique que nous définirons n'est autre qu'une généralisation de
la statistique due & Lerman. Celle-ci.tient parfaitement compte de la nature des
questions quand elles sont toutes deux du méme type classique mais permet également
de définir la vraisemblance de la proximité entre deux variables. Ce dernier aspect
nous semble capital, car il est plus facile, et donc chargé de moins d'information,

* de se rassembler dans des structures pauvres que dans des structures riches.

I - UN INDICE DE SIMILARITE

Reprenons 1‘'exemple du coefficient d'association de K. Pearson, tel qu'
on le trouve décrit dans Lerman

X et Y étant deux sous-ensembles de E, on pose S = Card (XNY). Cette statistique

dépendant par trop de la fréquence des attributs X et Y indépendamment de leur

liaison, nous normaliserons en prenant Ue =z 2 =3 ol S est la variable aléa-
NVor §

toire Card (AAB), A (resp. B) parcourant l'ensemble des parties de E de méme cardi-

nal que X (resp. Y)

Soient maintenant X et Y deux variables qualitatives sur E, c'est a dire
deux relations binaires représentées par leur matrice X = (®y ), ¥ = ($¢y) . Cal-
quant la méthode précédente, nous choisirons pour S le cardinal de l'interssction
des graphes de X et Y dans E¥, et considérerons la v.a. Card (A\B) oG A (resp.B)
est un sous-ensemble de EY de méme cardinal que X (resp.Y). Un calcul simple donne :

u“o :(_% 1:;/?4/ ";;";";7.) m

—

/ r‘/ L —
Xy 2K LE = = (% -X LY )E
e sorane £ %8 02T Vg O T2 )
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On p=ut remarquer que si S = & X Sty est le produit xalaire
des matrices X et Y,_L.L..Q. en est alors le coefficient de corrélation.
\[“T".A
Mais cet indice s'avére mauvais.

* En effet si Jlo tient bien compte du nombre de 1 des matrices X et
Y, il ne tient absolument pas compte de leur disposition, c'est & dire de la nature
des matrices.

La solution semble donc de faire parcourir a A et B l'ensemble des
matrices de méme type que X et Y respectivement, le probléme étant de définir ce
gu'on appelle le type d'une matrice.

Lorsqu'un expérimentateur prépare une question X & poser & une popula-
tion, il prépare en méme temps la codification des réponses, par exemple une égquiva-
lence & 3 classes notées 0, 1, 2. La tentation est alors grande de considérer le ty-
pe de la question comme étant une équivalence & 3 classes. C'est supposer que le ty-
pe de la question est fonction uniquement de la connaissance que l'expérimentation
a, & priori, du probléme, et pas du tout de la population & laquelle elle s'applique
(¥1 peut avoir introduit des classes vides). Nous tiendrons donc compte de l'effec-
tif de chacune des classes et dirons que le type de la matrice est une équivalence
&4 3 classes d'effectifs respectifs fixés mo P ¢L4/ “n o . Ceci donne la défini-
tion suivante :

DEFINITION

D e ———

Deux matrices X et A seront dites de méme type si elles se¢ déduisent
l'une de l'autre par une permutation; autrement dit X = A [ ¢ ou Y
est une matrice de permutation sur E.

LA VARIABLE ALEATOIRE S'x,y

Soit E un ensemble de s individus. Pour toute question X on définit
une fonction (L,g4j—>xy de E? dans IR vérifiant x,, = oYL . Cette fonction
est parfois appelée un score. La convention x, = o est utilisée uniquement
pour se débarasser du probléme de la réfiexivits.

. - _ <
On définit Ax,j -é- ‘aﬁ-ba S - Tn L’# D) )
Soit éi (E) l'ensemble des matiéres de permutation sur E.

Posons L = £ (E)x £ (€) et munissons SL d’'une mesure de probabilité uriformé-
ment répartie. A tout couple de caractéres X, Y on associe la variable aléatoire

Sx'y définie par .8 “,4 C(’ 0")) = To (fxqﬁc th—-))

L4

Nous désignerons par Ux y la variable centrée réduite
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Nous désignerons enfin par Px la probabilité que Ux v soit inférieure &

14 4

u° ]

X,y

Comme le note Lerman "P définit une mesure de la ressemblance

X,

entre les variables ot la notion de ressemblance est clairement remplacée par la
notion de “vraisemblance" ".

II - ETUDE DE LA VARIABLE ALEATOIRE Sx

’

Lerman a démontré que lorsque X et Y sont simultanément des attributs
ou des égquivalences ou des préordres, il revient au méme de fixer un quelcongue
des caractéres et de choisir un autre au hasard parmi les caractéres du méme type
que le second.

La forme matricielle utilisée igi permet de démontrer facilement le

THEOREME DE DUALITE

Quels que soient les caractéres X et Y on a )

- , i ] d—-'
Sxy (777 = Sx,y(d‘of/'r) - Sx,y (I, 060) VI, ¥

La démonstration, immédiate, résulte de la définition de

5, y (S, 9) et du fait que Tr (AB) = Tr (BA).

CARACTERISTIQUES DE Sx

Y
Le théoréme précédent apporte une simplification des calculs de la
moyenne et de la variance de S .
— Xy
On trouve 5;«/\1 = e X = Z x
M (1) Q &

X X
Le calcul de la variance fait intervenir des expressions du genre 2;&6 YRR
Nous les noterons V X, V3X,V2X suivant que la sommation s'effectue sur 4, 3 ou 2

indices distincts. De plus, nous décomposerons V_X en quatre et V_X en deux som-

3 2

mes partielles, suivant les positions occupées par les indices distincts. On a

alors : ) . " " Y g

Vein Sy y < X VaY FVIRVEY sVXV3 Y4 VIR By 1A VY rniy ey 5
-y Tanfua)fm-rj(n-3) MNin-1)in-1) + n(m-1) - xy

Cette formule se simplifie considérablement dans les cas ol X et Y sont des va-

riables classiques (cf. [27] o2 1l'on pourra trouver les formules explicites).
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Tendance vers la loi normale

On démontre d'abord le

Lemme

Soient A et B deux matrices carrées i x M. telles queé a.ua,:é buw=o
4
Soit JL 1l'ensemble des matrices n x n de permutations. Alors la distribution
de la variable aléatoireT (0):Ta(fr*B°¢") tend vers la loi normale quand n tend

vers 1'infini si 1'hypothése H est vérifiée.

Hypothése H

Les quantités Q. et by sont uniformément bornées et &Q ad] bt ¥
ainsi que les quantités qui s'en déduisent par permutation sur les indices
L 4 Q ou échange de a en b, sont d'ordre m?
')

On en déduit le
Théoréme

Désignons les modalités de X (resp.Y) par a (resp.. ) et leur effectif
par M, (resp Ma). Si pour taut a et taot d les rapportsl\;:_- et_ﬁ:_:."_ tendent

vers des limites lorsque g tend vers l'infini, alors la distribution de pro-
babilité de Ux v tend vers la loi normale centrée réduite.

’

Pour la démonstration, nous renvoyons & (2}

I1I - QUELQUES CAS PARTICULIERS

III - 1. Quelques indices connus

Les caractéres X et Y ne prennent que les valeurs 1 et O interpré-
tées comme présence-absence.

Nous définirons les scores par X ¢y = 1 si i posséde l'attribut

X,y =0 autrement® Toutes les colonnes de la matrice X (resp.Y) sent
donc &gales. Si le tebleau de contingence de X et Y est Y 1Y
X |ld |«
on trouve XC | ¥ t

us. _ v (e¢-wv)
V(-bmmwnmﬂ!’wﬂ

Y R
" )] etx, 6 =@
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C'est-d-dire le coefficient de K. Pearson,3 une constante multiplicative prés
= % et Y induisent un ordre total sur E.

Posons 26, =1 si i est avant j pour l'ordre induit par X et la méme
convention pour () vy . Aloxs UO%’% n'est autre gue le T de Kendall.

Si l'on pose X,. = rang de i, on trouve alors le coefficient de

Spearman, 3 une congtante mu%tiplicative prés

- X et Y sont des variables réelles

En-poséntsqgao 2% e Kec) la valeur de la variable pour 1i,on obtient
pour S v le produit scolaire et pour U; y le coefficient de corrélation.
[ ‘

& une constante multiplicative prés.
- critéres de classificabilité

Soient D un ensemble de variables a clagsifier; U la matrice des proxi-
mités sur D, QP une relation d'équivalence sur D et K l'ordre sur b+ engendré par U.

Les quantités 44111/63' ne sont autres que les critéres de classifi=-
cabilité étudiés en détail par Lerman dans {17

ITI ~ 2. quelques cas nouveaux

= La codification 1 - O représentant détection -~ non détection.

La codification 1 - O peut &tre interprétée non comme présence-absence,
mais comme détec¢tion non détection. Dans cette optique, seule la codificatien 1 ap-
porte de l'information. Il est clair que le coefficient de Pearson,; invariant par
changement simultané du codage de X et de Y ne peut répondre au probléme.

Nous posons 2, = 1 si L et j ont l'attribut X, O autrement. Ceci con-
duit 3 représenter X par une matrice de la forme
et donne des résultats différents du coefficient ; 0
de Pearson.

« Préodres non totaux

Parmi les cas non classiques le préordre non total est certainement le
plus répandu (par exemple : niveaux de formation scolaire, ou catégorie socio-
professionnelles).

Il est en général, traité comme une relation d'équivalence et il y a donc perte
d'information. L'indice décrit igi permet de prendre en compte le préordre non
total avec sa structure particuliére.

- Variables hété:gggpes

Dans tous les indices classiques, il faut supposer gque les variables a
comparer sont de méme nature. Ceci se fait, en général, en apprauvissant les struc-
tures riches pour toutes les ramener au méme niveau, ce qui entraine une perte cor-
sidérable d'information, ou par une technique mixte d'apprauvissement de certaines
structures et d'enrichessesgnt d'autres, ce qui entrafne un biadds.

of eue
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L'indice décrit ig¢i n'a pas ces travers puisque, manifestement, rien n'oblige
X et Y a étre de méme nature, répondant par la a l'objectif principal que
nous nous étions fixé.

- Données sous formes matricielles

Nous n'avons jusqu'ad présent décrit que des situations ol la répon-
se de la population & la question X se présentait sous forme d'un vecteur de
réponse, vecteur transformé en une matrice & l'aide de la fonction score.

Dans de nombreux problémes, les données sont directement sous forme matricielle
comparaison par paires, matrices dec transport entre différents points, de com-~
munication, de domination, d'incidences, etc...

IV - QUELQUES PROBLEMES LIES AUX QUESTIONNAIRES

Ces différents problémes ne devraient pas se poser si les question-
naires étaient construits et remplis de maniére parfaite. Mais quelque soit le
soin que 1l'on puisse apportér & ces deux points, 1l'imperfection de la nature hu-~
maine veut que ces problémes subsistent.

IV - 1. Données manquantes

Nous n'oserions prétendre résoudre ce probléme épineux et important
en quelques lignes, mais apporter des indications sur une conduite & tenir qui
serait conforme a l'esprit de la méthode.

Nous distinguerons deux cas suivant que l'absence de donnée est
porteuse d'information ou non.

La donnée peut étre absente pour des raisons purement matérielles :
elle n'a pas été posée & 1'individu i, sa réponse a été égarée, ou était illi-
sible ou mal codée etc... Cette absence de donnée ne porte aucune information

et nous retirerons l'individu i de la population pour la question X, Sx se~
ra calculée en tenant compte de la population ayant répondu aux deux 24 ques-
tions.

.

La donnée peut étre absente parce que l'individu i a refus€ de ré-
pondre & la question X, ne se reconnaissant dans aucune des modalités offertes.
Ce cas est tout différent du précédent et il ne convient pas de la traiter de
la méme maniére. Revenant 3 la définition de la matrice (xij) nous €écrirons

que

(i ne peut étre mis en relation avec quelque individu que ce soit).

La différence entre les deux méthodes n'est pas au niveau du
calcul de Sx y qui est le méme dans les deux cas, mais au niveau des moyennes
r
et des variances.qui sont différentes. Si, par exemple, deux variables X et Y
sont considérées comme identiques par les rares individus qui ont accepté d'y
répondre, leur indice Ux g de proximité sera bien plus grand dans la seconde

’

technique que dans la premiére.
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IV -~ 2. Réponses multiples

Un autre cas presque aussi fréquent que le précédent est celui
¢i : l'individu i coche deux réponses au lieu d'une seule. La encore, il faut
essayer de distinguer si ce double choix implique une adhésion aux deux opi-
nions ou une hésitation entre les deux. En désignant par a:ﬂ$ qué? :x;'b&)
ce qu'aurait été x ij si i avait opté pour la premiére opinion (resp. la secon-)

de, nous poserons C o = V)oox L’th cs “Lé') dans le cas de la double adhésion
t + L oac) ! v a 1 'hésitation.
e 3&§y 5 Ty + h * G ans le cas d'hésitatio .

Dans certains questiénnaires, les réponses multiples sont pré-

vues et organisées dés le départ puisque, au lieu d'une adhésion & une opinion,
on demande aux sujets de donner une note aux différentes opinions. En désignant

par OLbé la note donnée par i & l'opinion S, par :t;qge ce qu'aurait été
X i3 si i avait opté pour S et J pour T
4 ,t AL
On posera - < o A X,
:Av = 2 b K

)
IV - 3. Crédibilité des données 7%

En Sciences Humaines, l'expérimentateur est rarement maitre
totalement des données qu'il manipule et il lui est, en général, impossible de
recommencer telle mesure qui lui semble suspecte. Bien souvent il sait que tel-
le source de renseignements est sujette & caution (cas trés fréquent en histoi-
re par exemple). L'expérimentateur peut affecter & chacun des individus un
coefficient f&L de crédibilité (dans la plupart des cas que nous avons pu ren-
contrer ce coefficient ne prend que 2 ou 3 valeurs), coefficient compris en-
tre O et 1. En désignant par (=’Ly ) ce qu'aurait été la matrice en l'absence
de ces coefficients de crédibilité, nous poserons ;cié,;F3¥ de ecj‘d

Cette notion de crédibilité des données peut évidemment se
combiner avec les réponses multiples et/ou les. données absentes. Dans un cas
comme dans l'autre, cela revient 3 considérer X comme une relation floue sur
E.

V - LES VARIABLES SONT DES RELATIONS DE E DANS F.

Nous considérerons égalément la variable aléatoire obtenue
. . . A
en tirant au hasard X et Y parmi les matrices dewstype, en prenant la défi-
nition suivante. »

On peut également avoir & traiter des données se présentant sous
forme de matrices rectangulaires : tableaux d'incidences, matrices de commu-
nications, réseaux de transports, etc...

La méthode s'étend trés facilement & ce cas. Nous prendrons
comme base de la statistique S, v - tr (X,¥t).

¢
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DEFINITION
Sotent X_ et X deux matrices sur E X F. Elles seront dites de mé-
me type si il existe deux"matrices de permutation A sur E et B sur F telles que
X, = A X, B.
1 2

On a également le

THEOREME DE DUALITE

(5 .
Les 3 variables aléatoires S X,\/('f’) L<3 obtenues en

- tirant au hasard deux matrices parmi les matrices de méme type que X et de
méme type que Y,

- fizant X et tirant au hasard une matrice de méme type que Y,

- fizant Y et tirant au hasard une matrice de méme type que X

ont la méme loi de probabilité.

En effet, en désignant par A et A' (resp. B et B') des matrices de
n - b~E N

[ ann man

MAYIT it b Aaa aniaa

(5 .
Les 3 variables aléatoires S x,\/(.’.) <3 sbtenues en

- tirant au hasard deux matrices parmi les matrices de méme type que X et de
méme type que Y,

- fizant X et tirant au hasard une matrice de méme type que Y,

- fizant Y et tirant au hasard une matrice de méme type que X

ont la méme lot de probabilité.

En effet, en désignant par A et A' (resp. B et B') des matrices de
permutation sur E (resp. sur F).

S,y (AsB.A',B') = Tr (4 X B Bt ¥t a'%)
3

Tr (4'% axg B't y¥) = 5, y(A'th;BoB.'t,I,I).
¢

e (xBB'Y yiarta) S (I,I,A
x-,y

"
H

0A',B'0BY,

Caractéris_tiques de la Vva .Sx (w)

’

Nous désignerons par mle nombre d'éléments de E et par p le nombre
d'éléments de F et par a et a' (resp b et b') des permutations sur E (resp sur
F).

Avec des notations analbgues au cas des matrices m x4 on obtient :

Frys X7
o VXYY Vax VoY _ yixVsy, oy <Xt
| - ¥ 1
Var S.)‘,y~)‘(~_l}ﬂ(,,_,) T mpar T winalp t P ,i_‘(_:%z
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