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Méthodes 
Non paramétriques 
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T R I Q U E S A L ' A I D E -DE LA N O T I O N DE S T A T I S ­

T I Q U E F O R T E M E N T D I S T RI B UT I ON • F R E E . 

Jean-Claude PETIT. 

I.U.T. INFORMATIQUE - Universi té de Nancy I I . 

Janvier 1976. 

I. INTRODUCTION 

L!enseiTible des observations effectuées lors d'une expérience 

a léa to i re e s t représenté par le vecteur a l éa to i r e X = (X- , . . . , )Cp à valeurs dans i 

espace * , où £ CIRN. 

Les var iables a l éa to i r e s X- sont mutuellement indépendantes. 

Le vecteur X e t sa fonction de r é p a r t i t i o n H génèrent un espace 

probabi l isé C*£,PH) 011¾ e s t l a t r ibu boulienne sur ÏRN e t PR l a lo i de p robab i l i t é 

associée à l a fonction H. 

On note fi. la c lasse des fonctions de r é p a r t i t i o n continues sur B 

e t on envisage une classe fi de fonctions de r é p a r t i t i o n sur TR , de la forme : 

* N 
fi ={H : 3 F r . . . , F N f c fi* avec H ^ , . . . , ^ ) = n F . C x ^ } . 

On considère une p a r t i t i o n de fi en deux c lasses O, e t IL e t l ' on 

envisage l es hypothèses : 

(H) : l a d i s t r i b u t i o n de X appar t ien t à i l , 

(K) : l a d i s t r i bu t i on de X appar t ien t à fi^. 

Remarque : les hypothèses (H) e t (K) peuvent ê t r e t r è s d ive r se s , l a seule restriction 

é t a n t la cont inui té des fonctions de r é p a r t i t i o n . 
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On s 'attachera dans cette étude à caractériser les tests non 

paramétriques de l'hypothèse (H) contre l'hypothèse (K) , c 'es t -à-di re les tes ts 

fondés sur des stat ist iques dont la distribution sous l'hypothèse nulle es t indé­

pendante des distributions théoriques intervenant dans cette hypothèse £3} • 

De te l les s tat is t iques sont dites distribution-free sur la classe 

% ; 

EEFINITION 1 une statistique T est dite distr ibut ion-free sur Ci s ' i l existe une 
H 

fonct ion de r é p a r t i t i o n Q (sur 1R ) t e l l e que : 

V H € fiH, PH ïlih < t l = Q(t) pour tout t dans IR . 

L'étude de l ' ex i s t ence de s t a t i s t i q u e s d i s t r i b u t i o n - f r e e a é t é 

effectuée par BELL (1) . Cette existence e s t l i é e à c e l l e d'une p a r t i t i o n convenable 

de l ' e space-échant i l lon . 

Lorsque la classe SI ne cont ient que des fonctions de r é p a r t i t i o n 

continues, i l ex i s t e toujours au moins une s t a t i s t i q u e d i s t r i b u t i o n - f r e e sur SI,, (voir 5) 

Les considérations théoriques développées c i -dessous , fondées 

sur le pr incipe d ' invariance de LAHMANN [4"], se proposent de mettre en évidence les 

propr ié tés des s t a t i s t i q u e s d i s t r ibu t ion - f r ee e t d 'en donner un procédé de cons t ruc t ion . 

On s ' a t t a c h e r a ensui te au cas p a r t i c u l i e r des s t a t i s t i q u e s de rang. 

II - LES STATISTIQUES FOKIMNT PI STRI BUT ION-FREE. 

Ces s t a t i s t i q u e s cons t i tuent une extension des s t a t i s t i q u e s 

dis t r i b u t ion-free ; e l l e s conduisent au ca lcu l de l a puissance des t e s t s qui leur 

sont associés . 

I I . 1 - TRANSFORMATIONS SUR L'ESPACE ECHANTILLON. 

Soit une transformation g b i j e c t i v e e t mesurable déf in ie sur 

l 'espace échant i l lon H e t à valeurs dans 36 . 

On note g(H) l a fonction de r épa r t i t i on de l a transformée g(% ; i l v ien t a lo rs 

V B f c f i , ^ [g(X) € B] = P [ x fe g ' 1 (B)l 
g(H) J 
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Imposons à la transformation g de v é r i f i e r les condit ions suivantes 

(c) 

( i) V H t î î , g(H) £ fi 

V H € f i , 3 H e f i : H » = g(H) >to 

ce qu'on note plus brièvement : g(fi) = fi 

( i i ) g(%) =fi H 

Considérons un groupe de transformations b i j e c t i v e s e t mesurables 

vé r i f i an t les conditions (c) e t note G ; s o i t G le groupe des transformations s u r & 

indui t par G. 

I l e s t a lors poss ible de dé f in i r deux r e l a t i o n s d 'équivalences 
N o 

sur R e t su r ùL respectivement : 

(1) x ^ y (mod.G)<?=>33éG : y = g(x) où x,y £ 1RN. 

(2) H ^ H» (mod.G)<=>3j €G : H' = g(H) où H,H»6 fi . 

L 'espace-échanti l lon e t l a c lasse fi sont a lors p a r t i t i o n n é s en c lasses d ' équ i ­

valence. 

I I . 2 - ENSEMBLES CARACTERISTIQUES 

Certains éléments de l a t r i b u % jouent un rô le p a r t i c u l i e r pour 

dé f in i r la notion de s t a t i s t i q u e fortement d i s t r i b u t i o n - f r e e . 

DEFINITIONS Soit A e & 
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1. A est dit distribution-free sur fi e t de t a i l l e a s i : 
n 

V H e % ' PH ( A ) = a 

2. A est dit presque invariant sur fi pour le groupe G s i : 

V H fc fi, Vg t G on a : PH [A Ag(A)J = 0 

3. A est dit invariant en probabilité sur fi pour le groupe G s i 

V H t fi , V g t G on a : PH(A) =PH fg(A)] • 
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Ces t rois notions sont liées par les propositions suivantes 

Proposition^] :iSi A est presque invariant sur fi pour G, alors A est invariant en 
I probabilité sur fi pour G. ;~o " «_) f ^\ 

Démonstration : Puisque PH [A - g(A)] = PH[g(A) - A] = 0 par hypothèse, i l s 'ensui t 

que : PH [Af|g(A)]= PH(A) et PH[g(A)rt A] = PH[g(A)] , d'où le 
résul tat . 

Proposition^ 

Démonstration 

On suppose que&„ est une classe d'équivalence relativement au 
groupe G. 

Si A est invariant en probabili té sur fi pour G. alors A es t 

distribution-free sur 
% • ;3> r - M 

Progosition_3 J 

Soient H et H' deux éléments dis t incts dans a , : par hypothèse, i l 
existe une transformation g dans G t e l l e que : H' - g(H) . 

I l vient alors : P„,(A) = P (A) = P„ fg"1(A)l = P„(A) , ce qui 
H - ( H ) H L J H 

prouve que A est dis t r ibut ion-free sur fi„. 

On suppose que la classe fi es t complète ( i . e . : tout estimateur non 

biaisé de 0 est presque sûrement égal à 0) . Si A es t invariant en 

probabilité sur fi pour G, alors A es t presque invariant sur fi pour G. 

Démonstration : Soient IA e t I ^ les variables indicatrices des ensembles A et g(A) 
A étant par hypothèse invariant en probabi l i té , i l vient : 

V H t f i , V g £ G : / [ l A " I g ( A ) ] dPH = 0 

Puisque fi est supposée complète, i l s 'ensui t que 

V H . f i , V g e G : P H [ l A - I g ( A ) * 0 ] - 0 

e t par conséquent : 

PH [AAg(A)] = 0 

• ' * 
ï^*S l 

Ainsi, lorsque la classe Si es t complète, les notions d'invariance en probabili té 
e t de presque-invariance sont équivalents; (propositions 1 e t 3). 
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I I . 3 - STATISTIQUES FORTENENT DISTRIBUTION-FREE. 

DEFINITION 1 Une s t a t i s t i q u e T est d i t e fortement d i s t r i b u t i o n - f r e e sur fi , v is à 

vis du groupe G si sa d i s t r i b u t i o n est La même sur chacune des choses 

d'équivalence dans fi induites par g ; 

V H , K € fi , K^H (mod Q) = > P
K [ T K 0 = PH fr < 0 

pour tout t fc F 

L ' i n t é r ê t d'une t e l l e p ropr ié té apparai t clairement : s i la c lasse fi„ (associée 

à l 'hypothèse nul le (H)) e s t une classe d'équivalence dans fi , relat ivement au groupe 

G, une s t a t i s t i q u e fortement d i s t r ibu t ion - f r ee e s t a lors d i s t r i bu t i on - f r ee sur fi„ 

e t conduit à un t e s t non paramétrique de (H) contre (K). 

De p l u s , la puissance du t e s t e s t la même à l ' i n t é r i e u r de chacune des c lasses 

d'équivalence sur fi. 

Caractérisons maintenant ces s t a t i s t i q u e s 

THEOREME 1 : Une condition nécessaire e t suff isante pour qu'une s t a t i s t i q u e T s o i t 

fortement dis t r i b u t ion-free sur fi , vis à v i s d'un groupe G, e s t que pour 

tout boulien B de fa l 'ensemble T (B) s o i t invar ian t en p robab i l i t é 

sur ^ pour G. 

Démonstration : Soi t T fortement d i s t r i b u t i o n - f ree ; VH , Kefi , H'vK, i l v ien t : 

PK[T"1(B)] = PH[T"1(B)] VB 

or, PK[T-V)] - PJOJT-'CB)] =PH[g"1
 OT-^B)] 

n-1 ce qui prouve que T (B) e s t invar ian t en p r o b a b i l i t é . 

La réciproque r é su l t e immédiatement de l ' é g a l i t é : 

PH [g oT"1(B)] = P [T ' 1 (B)1 
L J g"1 (H) L J 

Les propriétés énoncées au paragraphe II.2 peuvent être traduites en termes 

de Statistiques. 
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DEFINITION : Une stat is t ique T est dite presque invariante sur fi pour G s i 

V H £ fi , Vg c G on a : PR (T = T o g 1 = 1 

LE1WE 1 Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une s ta t i s t ique T so i t 

presque invariante sur fi , pour un groupe G est que, pour tout boulien 

B de % y les ensembles T (B) soient presque invariants sur fi , pour G. 

Démonstration : On a : {T~1(B) A g o T~1(B)$ C {T J* T o g"1} 

Par suite : V H 6 fi , P R [ T " 1 ( B ) A g o T"1 (B)]<: PR [ T fi T o g '1 J = 0 

La condition est donc nécessaire. 
Montrons qu'el le es t suffisante : 

PH [T * T o g ] = PH [T >T O g j + PH [T <T O g ] 

Un raisonnement simple sur les événements permet de prouver que : 

T +T ° gJt-i k=i PH L T C "~; *rAg_1 °T"1 ( H S}J 
Les possibil i tés intervenant au second membre de l ' inéga l i té étant nulles 

par hypothèse, i l s 'ensuit que la s tat is t ique T est presque invariante. 

On peut alors énoncer le théorème fondamental suivant : 

THEOREME 2 

Démonstration 

(i) Si une stat is t ique T est presque invariante sur fi , pour G, alors 
T est fortement distribution-free sur fi , pour G. 

(i i) Si la classe fi est conplète, alors s i T est fortement distr ibution-
free sur fi pour G, T est presque invariante. 

(i) T presque invariante = > V B 6¾ , T~1(B) presque invariant (lemme 1) 
= > T (B) invariant en probabilité (proposition 1 de I I . 2) 
= > T fortement dis tr ibut ion-free (théorème 1). 

( i i ) T fortement distribution-free =>VBfeS, T~1(B) invariant en 
probabilité (théorème 1) 

= > T presque invariant (proposition 3 de II.2) 
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La notion de s t a t i s t i q u e presque invar iante é t a n t peu maniable dans l a 

p ra t ique , on l a p a r t i c u l a r i s e : 

EEFINITION 2 Une s t a t i s t i q u e T est d i t e invar ian te pour un groupe de transformations 

6 si e l l e est constante sur chacune des classes d'équivalence indui tes 

par G. 

I l e s t c l a i r que toute s t a t i s t i q u e invar iante e s t presque invar ian te e t donc fortement 

dis t r i bu t i on - f r ee . 

DEFINITION 3 

THEOREl̂  3 

4t 

Une s t a t i s t i q u e T est appelée un i n v a r i a n t maximal pour un groupe de 

transformations G si e l l e est invar ian te e t si e l l e prend des valeurs 

d is t inctes sur chacune des classes d'équivalence indui tes par G. 

Une condition nécessaire e t suf f i sante pour qu'une s t a t i s t i q u e T s o i t 

invariante pour G e s t q u ' i l ex i s t e une fonction h t e l l e que : 

-» N T(x) = h o r (x) 

où T* es t un invar iant maximal pour G. 

Démonstration : Si T(x) = h o T*(x) a lors T o g(x) = h o T*o g(x) = h o T*(x) 

" T(x) pour tout g dans G ; T e s t donc inva r i an te . 

Réciproquement, s i T e s t invar iante e t s i T (x-) = T (x2) a lors i l 

ex i s te g dans G t e l que : x2 = g(x-) e t par s u i t e T(x2) = T(x-) . 

Cette notion de s t a t i s t i q u e i n v a r i a n t e , due à LEHMANN £ 4 j , 

conduit à ce l l e de s t a t i s t i q u e fortement dis t r i b u t ion-free ; e l l e peut ê t r e u t i l i s é e 

pour construire des t e s t s non paramétriques (en chois issant le groupe de transforma-

t i ens adéquat) e t de p l u s , e l l e fournit ce r ta ins r é s u l t a t s concernant l a puissance 

de ces t e s t s . 

Un exemple e s t donné au paragraphe su ivant . 
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I I I - APPLICATION : LES TESTS DE RANG. 

On in t rodu i t les s t a t i s t i q u e s de rang en t a n t que s t a t i s t i q u e s 

fortement d i s t r ibu t ion - f r ee dans l a s i t u a t i o n p a r t i c u l i è r e d'un t e s t à deux é c h a n t i l ­

lons. 

Soi t x 1 , x 2 , . . . , x un échant i l lon a l é a t o i r e non exhaust i f e x t r a i t d'une 

var iable a l éa to i re de fonction de r é p a r t i t i o n continue e t s t r i c tement c ro i s s an t e , notée 

F. 

Soi t d ' au t re pa r t y - , y 2 , . . . , y un échan t i l lon a l é a t o i r e non exhaus t i f 

e x t r a i t d'une var iable a léa to i re de fonction de r é p a r t i t i o n continue e t s t r ic tement 

c ro i s san te , notée G. 

Les deux échant i l lons (x.) e t (y.) sont supposés indépendants. 

On se propose de t e s t e r l 'hypothèse nu l l e : (H) : F(x) = G(x) , VxelR 

contre l 'hypothèse a l t e rna t ive : (K) : F(x) ^ G(x) sur un ensemble de mesure non n u l l e . 

En posant N = m + n e t X , . = Ŷ^ pour i = 1 ,2 , . . . ,n , on e s t amené 

à considérer les classes de fonctions de r é p a r t i t i o n s u r l # déf in ies ci-dessous : 

m N 
fi - {H : 3F,G continues e t s t r ic tement c ro i ssan tes avec H(x) = II F(x.) II G(x.)} 

i=1 i-mM 

N 
fîu ={H : 3 F continue e t s t r ic tement c ro issan te avec H(x) = IT F(x-)} 

N 
Envisageons un groupe de transformations sur 1R de l a manière suivante : 

G ={g = x ->g(x) = f ( x ^ ,f (x2) , . . . , f ( x ^ 

où f e s t une fonction à valeurs r é e l l e s continue e t s t r i c tement 1 

c ro i ssan te . 

I l e s t immédiat que les b i jec t ions de G v é r i f i e n t les condit ions (C) e t que fi^ 

const i tue une classe d'équivalence pour G. 
m -1 N -1 

(on a : g (H) f ? . = n F o f ! (x . ) n G o f ' (x - ) ) 
w i=1 x i=mM 
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Soit x*= (x- , x^, , . . .» :^) une r é a l i s a t i o n du vecteur a l é a t o i r e X ; les d i s t r i b u t i o n s 

d é c r é t a n t continues par hypothèse, les valeurs x. sont presque sûrement d i s t i n c t e s . 

Notons x ^ = (x^ , x^ , . . . , x ^ ) le point obtenu à p a r t i r de ^Ten ordonnant les 

coordonnées pa r ordre croissant : 

Soit r- le rang de x- dans l a su i t e x^"J ; i l v ien t x. = x ^ r i J pour i = 1 ,2 , . . . ,N . 

L*application T* définie par : 

1 : x = (x- ,x2 , . . . *XJMJ ^ T(xj = r = ( r - , r 2 , . . . , r ^ , J 

N e s t un invariant maximal pour le groupe G (à valeurs dans IN ) 

(en e f f e t , T*(x) = T*(x») ~>t ^ T ^ t ~ xf (mod G)). 

Toute s t a t i s t i q u e invariante pour G e s t a lors de la forme : T = h o T*. 

On dispose donc de s t a t i s t i q u e s fortement d i s t r i b u t i o n - f r e e sur Si pour le groupe G : 

ce sont les statistiques de rang. 

Ces s t a t i s t i q u e s ont é té largement é tudiées par HAJEK Q2^. 

Ains i , un t e s t de (H) contre (K) fondé sur une s t a t i s t i q u e de rang T e s t w? 

test non paramétrique e t de p lu s , i l e s t poss ib le de déduire un r é s u l t a t important 

cmœrnan t l a puissance de ce t e s t : 

soient K- e t K2 deux éléments de Sl^ = «fl>- SI ; posons : 

m j ^ 
K (x 1 ,x 2 , . . . ,x N ) = TT ^ , ¾ ) il G iOO 

i=1 i=m+1 

et 
m N 

K? ( x - j X - , . . . ,xN) = T T F (x. ) T T G (x . ) 
L ' L [ i=1 L x i=m*1 ù x 

Si K e t K? sont équivalents , (au sens de la r e l a t i on d 'équivalence 

indui te par le groupe G) , i l ex is te a lors une b i j ec t i on f t e l l e que : 

F1 = F2 o f "1 et G1 = G2 o f " 1 

Par conséquent : G] o F ^ = 5 o F " 1 . 
1 2 2 
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I l es t aisé de prouver la réciproque et par sui te : 

K1 A/K 2 (mod G) <*=*> G1 o F ^ 1 = G2 o F2"1 

En se fondant sur cette caractéristique des classes d'équivalence dans SL e t en 

u t i l i san t le fait.qu'une s ta t is t ique de rang est fortement distribution-free sur SI 

pour G, i l apparaît que la distribution d'une s ta t i s t ique de rang sous l'hypothèse 

alte.rnative e t donc l a puissance dfun test de rang de (H) contre (K) ne dépend que de 

G o F ' 1 . 

On a u t i l i s é ce t t e p ropr ié té pour ca lcu le r l a puissance de ce r t a ins t e s t s 

de rang pour différentes a l t e r n a t i v e s , avec un gain de ca lculs appréciable ( jf) . 

Remarque : Pour d ' au t res hypothèses (H) e t (K) que ce l l e s envisagées i c i , le 

groupe de transformations G sur l 'espace échan t i l lon sur lequel repose l a construct ion 

des s t a t i s t i q u e s fortement d i s t r i bu t ion - f r ee ne peut pas toujours ê t r e e x p l i c i t é . 

IV CONCLUSION 

La notion de s t a t i s t i q u e "forientant distribution-free" semble 

amener une présenta t ion des t e s t s non paramétriques plus large e t plus élégante 

que l a présenta t ion classique fondée sur les t e s t s de rang. 

El le apporte de plus une information sur l a puissance de ces t e s t s . 

Cependant, cet essa i nécess i te l 'hypothèse de cont inu i té des fonctions de 

r é p a r t i t i o n e t év i t e le cas des lo is de p r o b a b i l i t é d i s c r è t e s . 
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