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Tout ce qui suit peut être considéré comme un procédé pour déduire certaines pro-

priétés d’un morphisme de schémas d’hypothèses faites sur son morphisme diagonal.

1. Généralités.

1.1. - Sont regroupés ici plusieurs résultats techniques constamment utilisés dans

la suite ; un lecteur pressé est tout invité à sauter ces préliminaires ; qu’il en
retienne cependant l’idée essentielle, d’ailleurs bien connue : soit f : X - Y

un morphisme de schémas ; supposons que le morphisme diagonal 0394f : X ~ X x X
vérifie une certaine propriété (~) ; pour prouver que f lui-même vérifie (P), on
construira un morphisme g : Z -~ X tel que f o g vérifie (P) ; d’après le lemme
qui suit, g vérifira (t) et cela suffira, en général, pour pouvoir conclure que
f lui aussi vérifie (P) (le cas le plus simple, et de loin le plus utilisé, est ce-

lui où (P) est la propriété d’être un isomorphisme).

LEMME 1.2. - Soit (P) une propriété portant sur les morphismes de schémas, stable
par composition et changement de base, et telle que tout isomorphisme vérifie 

Soient, d’ autre part, g : Z ~ Y et f : Y ~ X deux morphismes de schémas.

Alors :

Ci) Si f o g et 0394f vérifient g vérifie (P) ;
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(i) g se factorise en Z -~ ~ x Y suffit donc de montrer que

u et v vérifient (P). Or, le diagramme commutatif

est cartésien, et par hypothèse, Q vérifie (]P) ; il en est donc de même de u .

D’ autre part y v : Z X Y ~ Y s’identifie au morphisme déduit de f o g par

le changement de base Y ~ X ; il vérifie donc (P).
Le morphisme diagonal Q : Z 2014~ Z x Z se factorise en

fog A

comme 0394g vérifie (P) par hypothèse, il suffit de montrer qu’il en est de même de

w ; or cela se déduit du fait que le diagramme

est cartésien et de l’hypothèse que A.. vérifie (;P).
Gardons les notations de (ii) ; comme est une immersion ([2]y EGA 1~

5.3.9) y c’est en particulier un monomorphisme ; 9 il en est donc de même de w ; A 
w

est donc un isomorphisme, et par suite vérifie (?) ; comme w o Ô = vérifie

par hypothèse il en est de même d’après (i).

1.3. - Soient A un anneau, et B une A-algèbre ; nous désignerons par 
l’idéal de noyau de l’homomorphisme surjectif B -~ B défini par

b ~ c ~ bc . Rappelons qu’un système générateur de est formé des éléments

x parcourt un système générateur de la A-algèbre B; on en

déduit immédiatement le résultat suivant ([2]y EGA IV, 1.4.3.1) :

LEMME 1.4. - Soit f : X 2014~Y un morphisme localement de type fini ; 9 alors le

morphisme diagonal A., : X -~ X est localement de présentation finie.
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Nous utiliserons un résultat plus précis :

LEMME 1.5. - Soient S un schéma quasi-compact et quasi-séparé, et f : X ~ S

un morphisme quasi-compact et séparé. Supposons que f se f actorise en

où h est un monomorphisme t g un morphisme affine. Alors, pour que_ le morphis-

me diagonal 0394f : X ~ X x X soit une immersion fermée de présentation finie,

il faut et il suffit que g se factorise en

où g’ est affine de type fini et le composé h’ o h : X -~ Tt un monomorphisme.

L’hypothèse faite sur f est, y en particulier, vérifiée si f est quasi-affine.

Utilisant le lemme 1.2 (ii) , avec la propriété d’être de présentation finie, et

le lemme 1.4, on voit que la condition est nécessaire.

Montrons qu’elle est suffisante : comme g est affine, g*(0T) est une 0S-
Algèbre quasi-cohérente, et T = Spec(ae) ; 3 d’après [2] (EGA I, 9 . 6 . 6 , et IV, 1.7.9),

a est limite inductive de ses sous-0S-Algèbres’ quasi-cohérentes de type fini 
T est donc limite projective des S-schémas affines de type fini TÀ = Spec(illÀ) ,
et, pour tout A ~ l’immersion fermée u : X x X -~ X xs X se factorise en

où u, et v, sont des immersions fermées ; enf in, les font de X x X une

limite projective du système des X X . Notons que les hypothèses faites sur S

et f impliquent que X est quasi-compact ; d’autre part, 0394f se factorise

en

et, par hypothèse, 0394h est un isomorphisme ; u est donc une immersion fermée de

présentation finie ; enfin, l’assertion sera prouvée si l’on montre qu’il existe un

indice À tel que v. soit uji isomorphisme ; on est donc ramené au lemme suivant:

LEMME 1.6. - Soient Zo un schéma quasi-compacte et ZÀ une famille filtrante

de sous-schémas fermés dont l’intersection (i. e. la limite projective) est Z ;

si l’immersion Z ~ Zo est de présentation finie, il existe un indice  tel que

Z = Z. pour B ~ )JL .
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Comme Z~ est quasi-compact, on est ramené au cas affine ; il suffit alors de

constater l’évidence suivante : si un idéal « de type fini d’un anneau A est

réunion d’une famille filtrante d’idéaux 03B103BB , il existe  tel que pour 

a =  .

LEMME 1.7. - Soient u : Z 2014~ Y une immersion fermée, et v : Y ~ X un mono-

morphisme plat quasi-compact. Si l’homomorphisme canonique 0X - (v 0 u)~ 
est injectif, u est un isomorphisme.

En f ais ant le changement de base -~ X où x E v(Y) , on se ramène au

cas où v est un monomorphisme quasi-compact fidèlement plat, donc un isomorphisme;

comme v ° u est quasi-compact et séparé, "la formation de l’image directe commute

aux changements de base plats ", on a donc encore une injection OX ~ (v o u)* (t9Z) ;
mais comme v est un isomorphisme y v o u est une immersion fermée ; en vertu de

l’injection précédente, l’Idéal qui la définit est nul ; c’ est donc un isomorphisme.

LEMME 1.8. - Soient g : Z -~ Y et f : Y -~ X deux morphismes de schémas.

Supposons que :

(a) f est séparé ;
(b) f 0 g est un monomorphisme plat quasi-compact ;

(c) Qy -~ est injectif.

Alors :

(i) g est un monomorphisme plat quasi-compact ; 9

(ii) Pour que f soit un monomorphisme, il f aut et il suffit que la projection

p : Y xx Y ~ Y soit un morphisme plat.

En effet, g se factorise en Z . -~ ""~ ~ ~ montrons que u est un

isomorphisme : comme le diagramme :

est cartésien, on déduit de (a) que u est une immersion fermée ; comme v se dé-

duit de f 0 g par le changement de base Y --&#x3E; X , v est un monomorphisme plat

quasi-compact, d’après (b) ; utilisant le lemme 1.7 et l’hypothèse (c) , on voit que

u est un isomorphisme. Cela prouve (i).

Montrons (ii) : il est clair que la condition est nécessaire puisque, si f est
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un monomorphisme, p 1 est même un isomorphisme. Réciproquement, y supposons que le

morphisme Y xx Y - Y soit plat. Comme le diagramme

est cartésien, h vérifie la même propriété (c) Posons Z’ = Z xx Y et

diagramme commutatif suivant

Comme, d’après ce qu’on a vu au début, u est un isomorphisme, tyt t - (hou)*(0z)
est injectif ; comme h o u = ~ (0394f o g)* (OZ) est injectif, donc

aussi OY’ ~ (0394f)* (0.-) ; mais, comme f est séparé, 0 f est une immersion

fermée ; c’est donc un isomorphisme, ce qui veut bien dire que f est un monomor-

phi sm e .

2. Epimorphismes d’ anneaux locaux noethériens.

LEMME 2.1. - Soit f : A ~ B un épimorphisme local d’anneaux locaux. Si A

est un anneau local noethérien complet, f est surjectif.

Soit m l’ idéal maximal de A ; comme A/m est un corps, l’épimorphisme

-.~ est un isomorphisme (~4~, 1. 2) ; pour montrer que f est surjectif,

il suffit donc de montrer que B est séparé pour la topologie m-adique 

chap. 2 et 9, corollaire 3 de la proposition 11). Posons J = n mn B et

nz0
l = f-1 (J~ ; comme B/J est séparé pour la topologie m-adique, l’homomorphisme

composé A I ~ B/IB - B/J est un isomorphisme ; comme A/I - B/IB est un épi-

morphisme, on déduit du lemme 1.2 (i) que B/IB - B/J est un isomorphisme, donc

aussi Ail 2014~B/IB ; mais cela implique que L/r2 - est surjectif, donc

que B/(I2 B) est noethérien et, par suite, séparé pour la topologie m-adique ;

donc J = IB = I~ B ; mais IB est un idéal de type fini puisque A est noethé-

rien, donc IB = 0 puisque B est local (lemme de Nakayama) ; donc B est séparé

pour la topologie m-adique.

Tous les résultats qui suivent sont des conséquences plus ou moins directes de ce

lemme.
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THÉORÈME 2.2. - Soient A un anneau local’ noethérien, B un anneau local, et

f: A - B un épimorphisme local. Alors, B est A-isomorphe, à un localisé d’une

A-algèbre finie.

Désignons par m l’idéal maximal de A , par A’ le complété de A pour sa to-

pologie m-adique, et par f t: A t ~ B’ = A f ®A B l’épimorphisme déduit de f

par changement de base. Utilisant ([4J, 1.2) , on voit nN3 est l’idéal ma-

ximal de B, et que n’ = mB’ 1 est l’unique idéal premier de B t tel que

f,-l(n’) = mA’ . L’homomorphisme B’ étant un épimorphisme~ l’homomorphisme

composé At ~ B’ ~ B’ , t est un épimorphisme local ; comme A’ est complet, c’est

une surjection (lemme 2.1) ; soit I son noyau 9 comme A’/I ~ B’/IB’ est un

épimorphisme et que le composé -~ --~ B’t est un isomorphisme,
n .

-~ Bt, est un isomorphisme (lemme 1.2 (1)) . Mais I est un idéal de type
n .

fini et = 0 , il existe donc t’ E B’ - n’ tel que TBt t = 0 , donc tel que

-&#x3E; Bl t soit injectif 9 et par suite bijectif puisque le composé B’~Bt,...,..B~, t
est surjectif. L’éiément t’ t de B’ = At ~A B peut s’écrire sous la forme

1 , t, , i où t. 1 E B et a’ E soit C la sous-A-algèbre de type fini de B

J.

engendrée par les ti; comme A - A’ est plat, l’homomorphisme C ’ = A’ (5)A C -;.B’

est injectif ; de plus, il est clair que t’ E C’ . Considérons alors le diagramme

commutatif suivant:

Comme A’ --&#x3E;B’ est surjectif, -~B~, est surjectif, donc bijectif, d’après

ce qui précède. Comme C - est plat et B ~B~, fidèlement plat, B -e&#x3E; C

est plat ([lJ, chap. I, ~ 3, prop. 7) ; mais A est un épimorphisme, C  B

est donc un épimorphisme plat (lemme 1.2 (iii)) ; on en déduit que, si p = n 

C ~ B est’un isomorphisme ([4J, 2.4) ; on a donc montre que B est isomorphe au

localisé C d’une A-algèbre de type fini C.

Comme A ~ C est un épimorphisme, Spec(C ) -5&#x3E; Spec(A) est injective ; en

particulier, l’idéal premier p est minimal parmi ceux qui contiennent d’ au-

tre part , comme le composé A/m 2014&#x3E; C/p -&#x3E; B/n est un isomorphisme, l’injection

C/p 2014~ B/n est en fait un isomorphisme, donc p est un idéal maximal de C , et
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par suite est "isolé dans sa fibre" le théorème principal de Zariski (~2~,
EGA III, 4.4.7, ou [5]) montre qu’il existe une sous-A-algèbre finie D = C telle

que, si q = p n D , D - C soit un isomorphisme ; donc D 
q 
~ B est un iso-

morphisme, ce qui achève la démonstration du théorème. 

Remarque 2.3. - En raisonnant comme dans [2] (EGA IV, 18.4.6) , on montrerait que
B est isomorphe au localisé d’une A-algèbre finie monogène, et aussi au quotient

d’une A-algèbre strictement essentiellement étale (loc. cit. 18.6.2).

COROLLAIRE 2.4. - Soient A un anneau local noethérien, B un anneau local, et

f : A -~ B un épimorphisme local. ,Alors ~

(i) B est noethérien, et dim(B) ~ dim(A) ;
(ii) Si f est inj ect if et A universellement c aténaire ([2J, EGA IV, 5 . 6 . 2 ) ,

dim(B) == dim(A) ;
(iii) Si A est hensélien ([2J, EGA IV, 18 . 5 . 8 ) , f est surj ectif .

(i) et (iii) sont des conséquences immédiates du théorème 2.2.

Démontrons (ii) : soit p un idéal premier minimal de A tel que

comme f est injectif, p = pour un idéal premier minimal q de B;

comme dim(B~ &#x3E; dim(B~q~ ! il suffit, en vertu de (i), de montrer que

on est donc ramené au cas intègre, et c’est alors une conséquence du théorème 2.2

et de [2] ( EGA IV, 5.6.10).

PROPOSITION 2.5. - Soient A un anneau local noethérien, B un anneau local, et

f : A - B un homomorphisme local. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) B est une A-algèbre essentiellement de type fini (i. e. est isomorphe à un

localisé d’une A-algèbre de type fini) ;

(ii) B est un anneau noethérien ;

(iii) ( 1.3) est de type fini.

Les impli cations (i) ~&#x3E; (ii) ==&#x3E; (iii) sont claires.

Montrons que (iii) ==&#x3E; (i) : utilisant le lemme 1.5 avec X = T = Spec(B) et

S = Spec(A) , on voit qu’il exist e une A-algèbre de type f ini C, et un épimor-

p hisme de A-algèbres C -~B ; soient n l’idéal maximal de B , et p sa trace

sur C ; C --~ B est un épimorphisme local, et C est noethérien. D’après le
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théorème 2.2, B est isomorphe au localisé d’une C -algèbre finie ; on en déduit
immédiatement que B est isomorphe à un localisé d’une A-algèbre de type fini.

PROPOSITION 2.6. - Soient A un anneau local noethérien d’idéal maximal m, B

un anneau local, et f : A ~ B un homomorphisme locad. Pour que B soit isomor-

phe à un localisé d’une A-algèbre finie, il faut et il suffit que soit un

idéal de type fini et que B/mB soit une finie.

Les conditions sont évidemment nécessaires.

Montrons qu’elles sont suffisantes : d’après la proposition 2. 5, il existe une

A-algèbre de type fini C et un idéal premier p de C tels que B soit A-

isomorphe à Cp ; comme, par hypothèse, (C/mC)p = B/mB est une A/m-algèbre finie,
l’idéal premier p de C est isolé dans sa fibre il est d’ abord clair que

p/mC est un idéal premier minimal de pour voir qu’il est maximal, il suf-

fit de remarquer que le corps des fractions k(p) de C/p étant de rang fini sur

A/m , est en particulier entier sur A/m ; l’anneau intègre C/p est donc entier

sur le corps A~m ~ c’est donc un corps. D’après le théorème principal de Zariski

([2], EGA III, 4. 4.7, ou [5])~ il existe une A-algèbre finie D C C telle que, si

q = p n D , Dq -~ C soit un isomorphisme ; 9 d’où le résultat.

Remarque 2.7. - Ce résultat est à rapprocher de la forme locale du théorème prin-

cipal de Zariski ; il est plus précis que ce dernier dans la mesure où les condi-

tions sont nécessaires et suffisantes, mais il a le défaut majeur de n’être valable

que sous des hypothèses noethériennes, alors que le théorème de Zariski est mainte-

nant démontré sous des hypothèses tout-à-fait générales (cf. [2], EGA IV, 18.12.13,

ou [5]).

3. Monomorphismes de schémas.

Les résultats présentés ici sont des "globalisations" de ceux du paragraphe pré-

cédent ; c’est surtout le critère (2.6) qui servira dans les démonstrations.

3.1. - Rappelons d’abord quelques définitions : soit f : X - S un morphisme

quasi-compact et séparé ; on sait ([2], EGA I, 9.2.2) que f*(0X) est une 0S-
Algèbre quasi-cohérente ; par suite ([2], EGA II, 6.3.4), la f ermeture intégrale d

de Os dans f*(OX) est aussi une 0 -Algèbre quasi-cohérente, et, pour tout ou-

vert affine U de S , r(u , a) est la fermeture intégrale de dans

0 ) ; le S-schéma entier S’ t = Spec(a) s’appelle la fermeture intégra-

le de S dans X, et f se factorise en 2014s&#x3E;S .
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Rappelons aussi qu’un morphisme f ô X -~ S est dit plat en un point x E X ,
si l’homomorphisme 0S,f(x) -~ est plat ; f est dit plat, s’il l’est en

tout point.

THÉORÈME 3.2. - Soient S un schéma localement noethérien, et f : 

morphisme quasi-compact satisfaisant les deux propriétés suivantes :

(i) Pour tout SES, le morphisme fibre X s = X x Spec(k(s)) -~ Spec(k(s))
est entier ;

(ii) Le morphisme di agonal ~ : X - X x X est une immersion f ermée de pré-
sentation finie.

Alors, si S’ t désigne la fermeture intégrale de S dans X, le morphisme cano-

nique j : X ~ S’ est un monomorphisme plat quasi-compact.

De plus, les conditions (i) et (ii) imposées à f sont vérifiées dans les trois

cas suivants :

(a) f est un monomorphisme ; .

(b) La (première~ projection p 1 p X x S X ~ X est un morphisme fini ;

(c) Le morphisme diagonal 0394f : X ~ X x X est une immersion à la fois ou-

verte et fermée.

3.3. - Démontrons d’abord la dernière assertion ti il est clair qu’un monomorphis-
me vérifie (i) et (ii).

Soit maintenant un morphisme quadi-compact f : t X -~ S tel que sa première pro-

jection p soit un morphisme fini. Pour prouver on est ramené au cas où

S = Spec(k(s)) , et il suffit de montrer que f est fini ; mais, comme on est sur

un corps, f est alors fidèlement plat et quasi-compact, y et cela est conséquence
de [2] (EGA IV, 2.7.1 (xv)). Montrons (ii) : le morphisme composé b.f est

l’identité; de plus, comme Pi est fini, 0394p1 est une immersion fermée de pré-

sentation finie (lemme 1.4) ; il suffit alors d’appliquer le lemme 1.2 (i) en pre-

nant, pour (P), la propriété d’être une immersion fermée de présentation finie.

La démonstration du f ait que (c) implique (i) et (ii) est un peu plus subtile et

est laissée au lecteur.

Sous les hypothèses du théorème, f vérifie la propriété :

(i) bis Pour tout SES, le morphisme fibre X -4&#x3E; Spec(k(s) ) est fini.

On peut supposer que S = Spec(k(s) ) , et il faut montrer que f est fini. Or,

d’après (i), X est affina et son anneau A = r(x , 0 ) est une k-algèbre
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entière (ici k = k(s) ). D’après l’hypothèse (ii) et le lemme 1.5 avec X = T , il

existe une k-algèbre finie At et un épimorphisme de k-algèbres A’ 2014$&#x3E; A ; mais

A’ est un anneau artinien, donc A’ -~A est surjectif ([7]y prop. 7). o

LEMME 3.5. - Soient f: X - S un morphisme quasi-compact et séparé, s un

point de S ~ T = 3 p : T ~ S le morphisme canonique, et

le morphisme déduit de f par changement de base. Alors, si S’ désigne la ferme-

ture intégrale de S dans X , S’ x T s’identifie à la fenneture intégrale de

T dans Y .

On peut se ramener au cas où f est affine : en effet, comme f est quasi- .

compact et séparer f*(0X) est une OS-Algèbre quasi-cohérente, donc , si

X’ = le morphisme canonique f : X’ 2014&#x3E;S est affine ; comme p

est plat, X’ x T s’identifie à ([2J, EGA IV, 21.12.3) ; enfin,

par définition ( 3. 1) , la fermeture intégrale de S dans X (resp. de T dans

Y ) est la fermeture intégrale de S dans X’ (resp. de T dans xt Xg T ) ; on

peut donc supposer que X = X’, i. e. que f est affine.

On peut supposer de plus que S est affine : en effet, soit U un ouvert affine

de S contenant s ; p se factorise en T -~U -~ S , et il suffit d’appliquer

[2] (EGA II, 6.3.4). Dans le cas affine, ce n’est autre que [l] (chap. V, § 1,

prop. 16) .

Pour démontrer le théorème 3.2, on va d’abord se ramener au cas où S = Spec(A) ,
où A est un anneau local noethérien hensélien.

Comme f est quasi-compact et S’ - S entier, donc en particulier séparé,

j : X -~ S’ est quasi-compact ; il reste donc à montrer que c’est un monomorphis-

me plat ; il suffit, pour cela, de montrer que, pour tout x e X ,

( x) ""~ un isomorphisme, et

(b) r~(j(x)) = M (M, 1.1).

En vertu du lemme 3.5, on peut supposer que S est un schéma local de point fer-

me s=f(x) .

Posons A = et soit T = le spectre du hensélisé de A . La 0S-
Algèbre est quasi-cohérente, donc de la forme B où B est une A-algè-

bre ; soit C la fermeture intégrale de A dans B, de sorte que S’ = Spec(C) .
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Comme A -~ hA est plat, si on désigne par g : Y = X x T - T le morphisme

déduit de f par changement de base, est isomorphe au faisceau de hA-
Algèbre associé à hA ; en outre, comme le morphisme T ~ S est normal ([2],

EGA IV, 18.6.9 (ii)), C ~. hA s’identifie à la fermeture intégrale de hA dans

A ([2jy EGA IV, 6.14.4). On est donc ramené à prouver ceci : ° soient

S = Spec(A) le spectre d’un anneau local noethérien hensélien A , f : X -~&#x3E; S

un morphisme quasi-compact satisfaisant les propriétés (i) et (ii) du théorème 3.2,
j : X -~ S’ le morphisme canonique de X dans la fermeture intégrale S’ t de S

dans X, et x un point de X tel que f(x) soit le point fermé de S . Alors,

OS’,j(x) ~ OX,x 
est un isomorphisme, et j-1(j(x)) = (x) .

Posons Y = on va montrer que le morphisme Y - X est un isomor-

phisme de Y sur une partie ouverte et fermée de X : i comme Y ~ X est un mono-

morphisme, le morphisme composé Y -~ X -~ S satisfait les propriétés (i) et (ii)
du théorème 3.2 ; d’aprés le lemme 3.4 et la proposition 2.6, y est isomorphe

au localisé d’une A-algèbre finie ; 9 mais comme A est hensélien, une A-algèbre
finie est un produit d’anneaux locaux ; Y 2014~ S est donc un morphisme fini. Comme

S est noethérien, Y -~ S est de présentation finie ; i comme, par hypothèse, f
est de présentation finie, on déduit du lemme 1.2 (i) que Y 2014~X est lui aussi de

présentation finie ; comme c’est évidemment un monomorphisme plat, on déduit de j~2~
(EGA IV, 2.4*6) que c’est une immersion ouverte ; il reste donc à montrer que

Y -~ X est un morphisme fermé ; or, comme Y - S est un morphisme fini, y c’ est en

particulier un morphisme universellement fermé (COHEN-SEIDENBERG) ; comme, par hy-

pothèse, 0 f est une immersion fermée, c’ est aussi un morphisme universellement

fermé ; utilis ant encore le lemme 1. 2 on en conclut que Y -~ X est fermé ;

comme Y est affine y on a donc montré que Y -~ X identifie Y à une partie ou-

verte, y fermée et affine de X .

Posons B = et Z = Spec(B) ; 9 comme Y est ouvert et fermé dans X,

B est isomorphe au produit d’anneaux r(Y , 0x) x r(x - Y , 0X) ; comme de plus Y

est affine, Y = Spec(r(Y , OX)) ; on voit donc que le morphisme composé Y~X~Z
est un isomorphisme de Y sur une partie ouverte et fermée de Z ; il existe donc

un idempotent t E B tel 
. que B t -&#x3E; O X,x soit un isomorphisme. Comme t2 = t ,

t est entier sur A ; donc t est dans la fermeture intégrale C de A dans

B ; d’après [l] (chap. 1, prop. 16 ~ , C t est intégralement fermé dans Bt ;
considérons le di agramme commut atif suivant :
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On a vu que A -~ 0 AyX est un homomorphisme fini ; 9 il en est donc de même de

C t --~ 0 XyX ; mais B t -~ 0 X~x est un isomorphisme, et Ct est intégralement f ermé

dans B. ; t donc C t est un isomorphisme. Par définition, S’ = Spec(C) ,
désignons par V l’ouvert (et fermé) Spec(C ) de S’ ; d’après ce qu’on a vu

plus n’est autre que la partie ouverte et fermée Y de X ; on en

déduit, en particulier, cela achève la démonstration du théo-

rème.

COROLLAIRE 3.6. - Soient X et S deux schémas intègres, et f : X 2014&#x3E; S un

morphisme quasi-compact birationnel ; supposons que S soit localement noethérien

et normal. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f est plat et séparé ;

(ii) f est un monomorphisme ;

(iii) La première pro j ection X x S X - X est un morphisme plat et f

est sé~paré ; ~
(iv) La première projection X xs X -~ X est un morphisme fini ;

(v) Le morphisme diagonal X ~ X x X est une immersion fermée de pré-

sentation finie, et, pour tout s e S y le morphisme X - Spec(k(s)) est entier.

D’après le théorème 3. 2, (ii) -&#x3E; (iv) = &#x3E; (v) et (v) -&#x3E; (i) , puisque
S est normal ; d’autre part, il est évident que (i) implique (iii) ; il suffit

donc de montrer que (iii) implique ( ii ~ , mais cela a été f ait en 1.8.

COROLLAIRE 3.7. - Soient S un schéma noethérien, et f : X2014&#x3E;S un morphisme

quasi-compact universellement fermé. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) f est fini ;

(ii) La première projection p. : X Xs X -~ X est un morphisme fini ;

(iii) Le morphisme diagonal est une immersion fermée de présentation finie, et,

pour tout se S y Spec(k(s)) est affine.

Il est clair que (i) implique (ii) et (iii). Réciproquement, les hypothèses

(ii) ou (iii) permettent d’appliquer le théorème 3.2 : cela a déjà été vu pour

(ii) ; pour il suffit de montrer que les morphismes fibres X s - Spec(k(s) )
sont entiers ; or, ils sont affines et universellement fermés, ils sont donc en-

tiers d’après [2] (EGA IV, 18.12.8). Utilisant le théorème 3. 2, on voit que f se

f actorise en

où j est un monomorphisme plat et u un morphisme entier, et, en particulier,
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affine. D’après le lemme 1. 5, u se factorise donc en S’ -1~ S , où v est

fini et j’ o j : X 2014~ T un monomorphisme ; comme v est en particulier séparé,

à v est universellement fermé ; comme par hypothèse, f est universellement fermé,
on voit y en utilisant le lemme 1.2 Ci) avec, pour (P) , la propriété d’être univer-
sellement fermée que X -~ T est un monomorphisme universellement fermé ; la con-
clusion résulte donc de la proposition suivante :

PROPOSITION 3.8. - Soient S un schéma localement noethérien, et f : X -~ S

un morphisme de schémas.

(i) Pour que f soit une immersion fermée y il faut et il suffit que f soit un

monomorphisme universellement fermé ;

(ii) Si de plus, S est réduite pour que f soit une immersion ouverte, il

faut et il suffit que f soit un monomorphisme universellement ouvert.

Il est clair que les conditions sont nécessaires. Pour mohtrer qu’elles sont suf-

fisantes, on utilisera le lemme élémentaire suivant :

LEMME 3.8.1. - Soient S un schéma locale et f : X 2014~ S un morphisme injectif.

Supposons que f est, soit fermé, soit ouvert et surjectif. Alors X est un

schéma local.

Dans les deux cas, il existe un point (et un seul) Xo e X tel que so = 

soit le point fermé de S. Soient x un point de X , et Y = (x*j son adhérence;
on va montrer que x 0 ~ Y : si f est fermée f(Y) est fermé dans S , donc

So e f(Y) , et cela résulte de l’injectivité de f ; si f est ouvert, f(X - Y)
est un ouvert de S , distinct de S puisque f est injectif, donc f(X-Y),
donc X - Y . àatrement dit y Xo est adhérent à tout point de X ; on en dé-

duit d’abord que tout ouvert affine de X contenant Xo est égal à X y donc que
X est affine ; comme tout point de X est une générisation de xo’ X est même

local de point fermé x...
Dans les deux cas envisagés, comme f est injectif y f établit un homéomorphis-

me de X sur le sous-espace f(X) de S , qui est respectivement fermé ou ouvert.

En vertu de [2J (EGA ly 4. 2. 2) , il suffit de montrer que, pour tout x si

s = f(x), OS,s 2014&#x3E; Oy est surjectif dans le cas (i) et bijectif dans le cas

(ii). Or y soient S’ = f : X’ = X x s S’ -&#x3E; S’ le monomorphis-

me déduit de f par changement de base ; d’après le lemme 3.8. 1, X’ est un sché-

ma local, et par suite s’identifie à de plus, dans le cas (ii) , fI

est surjectif ; comme CL est réduite on en déduit que 0 ~ 0x ,x est 

tif ; il suffit donc de montrer que dans les deux cas f ’ est une immersion fermée.
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Or, soit S" le spectre du hensélisé de OS S ; par le changement de base s"st,
on obtient un monomorphisme X" = X x S S" 2014~ S" ; J comme S" -~ S’ est fi-

dèlement plat, il suffit de montrer que f" est une immersion fermée ; mais, d’a-

près le lemme 3.8.1, X" est un schéma local ; c’est donc une conséquence du co-

rollaire 2.4 (iii).

COROLLAIRE 3.9. - Un monomorphisme quasi-compact f : ô X - S est quasi-affine
dans les cas suivants :

(i) f est plat;
(ii) f est de type fini ; .

(iii) S est localement noethérien.
Si f est plat, cela a été démontré dans [6] (prop. 1.5) ; si f est de type

fini, cela est une conséquence immédiate de [2J (EGA IV, 18.12.12) ; enfin, si S

est localement noethérien, c’est une conséquence de (i) et du théorème 3.2.

Nous ignorons si un monomorphisme quasi-compact est toujours quasi-affine.

4. Critères de latitude.

Indiquons d’abord, sans démonstration, un critère de platitude trop particulier

pour être utilisable.

PROPOSITION 4.1. - Soient S un schéma réduit localement noethérien et univer-

sellement caténaire, et f : X ~ S un monomorphisme affine. Pour que f soit

plat, il f aut et il suffit que les conditions suivantes soient réalisées :

(a) est stable par générisation dans S ;

(b) L’image par f de tout point maximal de X est un point maximal de S;

(c) f est plat en tout point x E X tel que 1 .

On peut montrer qu’aucune des hypothèses de cette proposition ne peut être sup-

primée ; le point faible de ce critère est la condition (c) ; il faut la remplacer
par la condition analogue portant sur les localisés de profondeur ~ 1 .

PROPOSITION 4.2. - Soient S un schéma localement noethérien, et f : X 2014~ S

un monomorphisme. Pour que f soit plat, il f aut et il suffit que les conditions

suivantes soient vérifiées :

(i) L’image par f de tout point maximal de X est un point maximal de S ;

est plat en tout point x E X tel que prof(0~ ~/ B) ~ 1 ~
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Il est clair qu’un morphisme plat vérifie les conditions (i) et (ii). Réciproque-

ment, on peut supposer que S est un schéma local dont le point fermé est dans

f(X) , et il faut montrer qu’alors f est un isomorphisme ; soit S’ le spectre

du hensélisé de l’anneau local r(S y Og) ; comme S’ 2014&#x3E;S est fidèlement plat, il

suffit de montrer que f’ : X’ = X x S’ -~ S’ est un isomorphisme ; soit X"

le spectre de l’anneau local de X’ en l’unique point de X’ dont l’image est le

point fermé de S’ ; d’après le lemme 1.2 (i), il suffit même de prouver que le

morphisme composé f " : X" -~X’ -~ S’ t est un isomorphisme ; mais, en vertu du

corollaire 2.4 (iii), f" est une immersion fermée et, en utilisant [2] (EGA IV,

2. 3.7 et 6.3.l)y on. voit que f " vérifie les propriétés (i) et (ii) de l’énoncé ;

on est donc ramené à démontrer ceci :

LEMME 4.2.1. - Soient A un anneau local noethérien, et a un idéal de A ~-

tenu dans un idéal premier minimal de A;  OE °°t° 0 pour tout idéal premier

p ~ a tel que prof(Ap)  1 , alors a = 0 .

Posons b = il faut montrer que b = A . Comme tout idéal premier mi-

nimal a un annulateur non A , puisque A est

local ; soit p un idéal premier de A minimal parmi ceux qui contiennent J. + b ;

comme a.b = 0 , on déduit du théorème de Hartshorne ([3],et [2], EGA IV, 5. 10.7,

appliqué à x = Spec(A ) et Y == (pAj ) que 1 ? d’après l’hypothèse,

on a donc a 
p 
= 0 , i. e. est contraire au choix de p ; donc

b = A et a=0.

COROLLAIRE 4.3. - Soient S un schéma intègre localement noethérien X un

schéma intègre, et f : X 2014~ S un monomorphisme birationnel. Désignons par T

l’ensemble des t E S tels que le morphisme

soit plat. Alors , pour que T soit ouvert, il faut et il suffit que T contienne

un ouvert non vide.

Comme T contient toujours le point générique de S y il est non vide ; la con-

dition est donc nécessaire.

Pour montrer qu’elle est suffisante y on peut supposer que S est affine d’anneau

A ; si T contient un ouvert, il contient en particulier un ouvert de la forme

D(a) où a est un élément non nul de A ; comme A est intègre, a est A-

régulier ; soit F le fermé de S i adhérence de l’ensemble fini n (8 - T) .

On va montrer que F = S - T , ce qui montrera bien que T est ouvert ; il est



7-16

d’abord clair que F n T == ~ ~ puisque T est visiblement stable par générisation ;

soit U le schéma induit par S sur l’ouvert S - F ; 9 il faut montrer que le mo-

nomorphisme - U induit par f est plat ; en vertu de la proposition 4.2,

il suffit de montrer que tous les points s E U tels que sont

dans T ; or, c’est évident si s E D(a) et si s E V(a) , l’idéal premier p de

A correspondant à s contient a et est tel que prof(Ap) = 1 ; donc

comme, par hypothèse, p ~ U, y cela implique que p est dans T .

Nous ignorons si, sous les hypothèses de ce corollaire, l’ensemble T est tou-

jours ouvert ; comme cette propriété jouera un rôle capital au paragraphe suivant,

il nous faut exhiber des conditions sur S pour qu’il en soit ainsi.

DEFINITION 4.4. - Soient A un anneau local, A’ son hensélisé, A" son hensé-

lisé strict ([2], EGA IV, 18.6 et 18.8), et m’ et m" les idéaux maximaux de A’

et 

On dira que A est quasi-unibranche, si Spec(A’) - ~) est connexe. On dira

que A est géométriquement quasi-unibranche y si Spec(A") - (m") est connexe.

On dira qu’un schéma S est quasi-unibranche (resp. géométriquement quasi-

unibranche) si pour tout l’anneau local 08 ,s est quasi-unibranche (resp.

géométriquement quasi-unibranche).

Il est clair que S est quasi-unibranche ( resp. géométriquement quasi-unibranche
si, et seulement si, S red l’est. Si S est réduit à un point, il est quasi-

unibranche, puisque l’ensemble vide est connexe. Si un anneau local A est uni-

branche ([2], EGA 0 , 23.2. 1) , il est quasi-unibranche ( resp. géométriquement

quasi-unibranche) en vertu de [2] (EGA IV, 18.6.12).

Un anneau local noethérien A de dimension 1 est unibranche, si, et seulement

si, il est quasi-unibranche, puisque le complémentaire du point fermé de 

est un ensemble fini discret. 
’

Soit A un anneau local noethérien tel que prof(A) ¿ 2 ; alors A est géomé-

triquement quasi-unibranche. En effet, comme A -~ A" est plat, 2 , et

il suffit d’appliquer le théorème de Hartshorne ([2], EGA IV, 5.10.7).

Le résultat suivant justifie partiellement l’introduction de ces notions dans

l’étude des monomorphismes.

PROPOSITION 4.5. - Soit S un schéma localement noethérien réduit et quasi-

unibranche. Alors, pour qu’un monomorphisme f : X -&#x3E; S soit plat, (il faut et)
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, B..J

il suffit que l’image par f de tout point maximal de X soit un point maximal de

S .

Remarque 4.6. - Il est possible que la réciproque soit vraie ; pour la démontrer,
il faudrait pouvoir résoudre la question suivante : si A est un anneau local noe-

thérien et A’ son hensélisé, quels sont les épimorphismes A’ ~ B’ qui "pro-
viennent" d’un épimorphisme local A -&#x3E; B ? Nous ignorons même si l assertion sui-

vante est vraie : soit A un anneau local noethérien intègre de dimension 1 tel

que tout épimorphisme local injectif A - B soit un isomorphisme. Alors A est

unibranche.

Démonstration de la proposition 4.5. - On peut supposer que S est un schéma lo-

cal dont le point fermé est dans f(X) , et que f est plat en tout point de

X - f ~’(s~ 9p . passant au hensélisé, on peut même supposer que S est le spectre

d’un anneau local hensélien, et il faut montrer que f est alors un isomorphisme ;

en raisonnant comme dans la démonstration de la proposition 4.2, on est ramené à

prouver ceci : soit A un anneau local noethérien tel que l’ouvert U complémen-

taire du point fermé de Spec(A) soit connexe ; 9 si a est un idéal de A tel que

V(a) n U $ j1É et tel que a = 0 pour p E V(a) n U , alors a = 0 .

Il suffit de montrer que U’ = n U est ouvert dans U, puisque U est con-

nexe. Or, soit b = et U" = n U 9 comme a.b = 0, U = U’ u U" ;

d’autre part, si ap = 0 , donc ~ ~ U" ; on en 
déduit que U’ t n U" == ~ y

donc que U’ = U - U" est ouvert.

PROPOSITION 4.7. - Soient A, B deux anneaux locaux noethériens tels que

dim(A) ~ 1, et f : A 2014~ B un homomorphisme local tel que le morphisme corres-

pondant Spec(B) - Spec(A) soit réduit. Alors :

(i) Pour que A soit géométriquement quasi-unibranche, il f aut et il suffit que

B le soit ;

(ii) Sup~poson,s que le corps résiduel de B soit une extension primaire de celui

de A ; alors A es t quasi-unibranche si, et seulement si, B l’est.

L’hypothèse " Spec(B) -&#x3E; Spec(A) est réduit" signifie que f est plat et que,

pour tout idéal premier p de A et toute extension k de k(p) , l’anneau
k est réduit ([2]y EGA , 4.6 et 6.8). D’autre part, une extension k 2014~k’

est dite primaire, si k est la plus grande extension algébrique séparable conte-

nue dans k’ .

Nous ne démontrons pas cette proposition ; 9 c’est une conséquence assez facile

d’un délicat théorème démontré dans [2] (EGA IV, 18.9.7).
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COROLLAIRE 4.8. - Soit A un anneau noethérien tel que Spec(A) soit quasi-

unibranche (resp. géométriquement quasi-unibranche). Alors, Spec(A[T]) est uasi-

unibranche (resp. géométriquement quasi-unibranche).

L’assertion respée se déduit immédiatement de la proposition 4.7 (i). Pour démon-
trer l ’autre, il faut remarquer qu’on peut supposer que A est local réduit et

qu’il suffit de montrer que les localisés B de tels que A 2014&#x3E; B soit un

homomorphisme local et que prof(B) ~ 1 , sont quasi-unibranches ; or, soient m

l’idéal maximal de A y et k = A/m son corps résiduel ; on sait que

donc, si prof(B/mB) == 1, prof(A) = 0 , donc A est un corps puisque A est ré-

duit ; mais alors B est un localisé d’un anneau de polynômes sur un corps, donc
un anneau intégralement clos et, en particulier, un anneau quasi-unibranche. Si

prof(B/mB) = 0 , qui est un localisé de k[T] , est un corps, y donc est iso-

morphe à k(T) ; comme c’est une extension primaire de k, on peut appliquer la

proposition 4.7 (ii).

PROPOSITION 4.9. - Pour un anneau no ethérien intègre A , soit (U(A) ) la propri é-
té suivante : " Spec(A) possède un ouvert non vide qui est un schéma géométrique-
ment quasi-unibranche ".

(i) Soit A un anneau intègre noethérien vérifiant (U(A~ ~ 9 alors il en est de
même de tout anneau de fractions S" A et de toute A-algèbre de type fini B

intègre et contenant A .

(ii) Soit A un anneau intègre noethérien de corps des fractions K, tel qu’il
existe une A-algèbre finie B C K telle que Spec(B) soit géométriquement uni-

branche. Alors A vérifie (U(A)). En particulier, un anneau local noethérien intè-
gre et un anneau japonais vérifient ~U~ .

Démontrons (i) : soit B une A-algèbre de type fini intègre et contenant A ;

quitte à se restreindre à un ouvert de Spec(A) y on peut supposer que Spec(A)
est géométriquement quasi-unibranche, et qu’il existe des éléments t. 1 E B , algé-

briquement indépendants sur A , tels que B soit une ... , t n]-algèbre
finie chap. Vy § 3, corollaire 1 du théorème 1) ; utilisant le corollaire
4.8, on est donc ramené à prouver l’assertion lorsque de plus B est finie sur

A . Soient K le corps des fractions de A y L celui de B, K’ la fermeture

séparable de K dans L, et A’ = B n K’ , Montrons d’abord que A’ vérifie (U~ 9
comme K’ est une extension finie séparable de K , on peut, en se restreignant à

un ouvert convenable de Spec(1.) , supposer que A’ est un revêtement étale de A ;
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il suffit alors d’appliquer la proposition 4.7 (i). Pour terminer la démonstration,
il suffit de remarquer que Spec(B) 2014~ est un morphisme fini radiciel et

surjectif, donc un homéomorphisme universel.

L’assertion générale de (ii) est à peu près triviale ; celle qui concerne un an-

neau local noethérien intègre est une conséquence immédiate de [2] (EGA 23.2.5).

Remarque 4.10. - Compte tenu de la proposition 4.5, si A est un anneau noethé-

rien intègre vérifiant (u~)y p et si f : A -~ B est un épimorphisme injectif où B

est intègre, alors f est "génériquement" plat ; cette propriété simplifie beau-

coup le critère de finitude du paragraphe suivant. Nous ne connaissons pas d’an-

neaux noethériens intègres qui ne vérifient pas (U) ; le contre-exemple le plus

simple serait celui d’un anneau noethérien intègre A tel que dim(A) = 1 , possé-
dant une infinité d’idéaux premiers m tels que A ne soit pas géométriquement
unibranche..

5. Critères de finitude.

THÉORÈME 5.1. - Soient S un schéma noethérien, f : X ~ S un morphisme

quasi-compact, (X.). - la famille des composantes irréductibles de X . Pour tout

i , désignons par S, le sous-schéma fermé intègre de S, image fermée de X. par

f , et par f. : X. -"&#x3E; Si le morphisme déduit de f .

Pour que f se f actorise en

Où j est un monomorphisme plat quasi-compact et u un morphisme fini~ il faut et

il suffit que les conditions suivantes soient satisfaites :

(i) Pour tout le morphisme fibre À s = X x Spec(k(s)) -o&#x3E; Spec(k(s))
est entier ;

(ii) Le morphisme diagonal 0394f : X ~ X S X est une immersion fermée de vré-
sentation finie ;

(iii) Les composantes irréductibles X. 1 sont en nombre fini ;

(iv) Pour tout i, il existe un ouvert non vide U. 1 de S. tel que la restric-

tion de f. à f7 (U.) soit un morphisme plat.

De plus, la condition (iv) est conséquence de (i) et (ii) si, pour tout i, 

possède un ouvert non vide sur lequel il induit un schéma quasi-unibranche (défini-
tion 4.4).
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Démontrons d’abord la dernière assertion : on peut supposer que X et S sont

intègres et f dominant ; si f vérifie (i) et (ii), d’après le théorème 3.2 et
le lemme 1.5, f se factorise en X --&#x3E; T -&#x3E; S , où X -&#x3E; T est un monomorphisme

et T ~ S un morphisme fini qu’on peut supposer dominant ; d’après la proposition

4.9 (i), en se restreignant à un ouvert assez petit de S, y on peut supposer que T

est géométriquement quasi-unibranche et que T 2014~- S est plat ; mais, d’après la

proposition 4.5, le monomorphisme X ~ T est alors plat ; d’où le résultat.

Démontrons que les conditions sont nécessaires : si f se factorise par un mono-

morphisme plat et un morphisme fini, y ses fibres sont des morphismes finis, y et en

particulier entiers, y d’où (i) ; la condition (ii) est conséquence du lemme 1.5.

Comme u est fini et S noethérien, Test noethérien ; en particulier, T n’a

qu’un nombre fini de composantes irréductibles ; 9 comme j est un monomorphisme

plat, on en déduit que X a un nombre fini de composantes irréductibles, d’où

(iii). Pour tout i ~ soit T, 1 l’image fermée de X, par j ; 9 comme j est un

monomorphisme plat quasi-compacte X. est isomorphe à X x T T.  (lemme 1.7), donc

X, 1 --~ T. est plat ; comme f. se factorise en -&#x3E; T~ 2014~ où T~ - Sl est

fini dominant, il est clair qu’au voisinage du point générique de T~ -~ S~
est plat, donc aussi f..

5.2. - Pour démontrer que les conditions sont suffisantes, on procèdera par éta-

pes. Fixons d’abord les notations.

D’après le théorème 3.2, les hypothèses (i) et (ii) impliquent que f se facto-

rise en 

’

où j : X -&#x3E; S’est un monomorphisme plat quasi-compact et v : S’ -~ S un mor-

phisme entier. La OS-Algèbre v*(OS’) est donc quasi-cohérente et entière ; en

particulier, elle est réunion de la f amille filtrante croissante de ses sous-OS-
Algèbres quasi-cohérentes de type fini S03BB ; si S, = v se factorise

en S’ r ~ S03BB ~ S , où u : S. ~ S est fini, et les morphismes entiers surjec-

tifs v : S’ ~ S. font de S’ une limite projective du système des S.. On va

montrer qu’il existe un indice À tel que le morphisme composé

soit un monomorphisme plat quasi-compact.

1° Réduction au cas où f est un monomorphisme : i D’après le lemme 1.5, il existe

un indice À tel que jÀ soit un monomorphisme ; il suffit donc de prouver que

jÀ vérifie (iv) ; 9 c’est une conséquence immédiate du lemme suivant :
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Soient X , Y , et Z trois schémas intègres, j : 

monomorphisme dominant, et u : Y ~ Z un morphisme fini surjectif. Supposons que

Z soit noethérien et que le composé f = u o j : X - Z soit plat. Alors il exis-

te un ouvert non vide W de Z tel que le monomorphisme déduit

de j soit plat.

Comme u est fini et que la question est locale sur Z, on peut supposer que Y

et Z sont affines, soit Z = Spec(A) et Y = Spec(B) ; 9 A est donc un anneau

intègre noethérien, et B une A-algèbre finie intègre contenant A ; 9 soient K

et L les corps des fractions de A et B respectivement, K’ la clôture sépa-

rable de K dans L ~ et A’= B n K’ . Comme A est noethérien, le schéma

Z’ = Spec(A’) est fini sur A , et u se factorise en Y 2014&#x3E; Z’ -&#x3E; Z . Comme K’

est une extension séparable de K, on peut, en se restreignant à un ouvert W de

Z , supposer que Z’ -~ Z est non ramifié ; par suite, le morphisme diagonal de

Z’ -~ Z est une immersion ouverte ([2]~ EGA IV, 17. 4. 2) , donc un morphisme plat ;

en appliquant le lemme 1.2 (i) aux morphismes X -&#x3E; Z’ et Z’ - Z , on voit que

X 2014~ Z’ est plat. D’autre part, on vérifie tout-de-suite que Y -~ Z’ est radi-

ciel. Quitte à remplacer Z par Z’ , on peut donc supposer que u : Y 2014&#x3E; Z est

un morphisme fini radiciel et surjectif, donc un homéomorphisme universel. Montrons

qu’alors X -~Y est plat. Par un changement de base appropriée, on peut supposer

que Z est le spectre d’un anneau local noethérien hensélien dont le point fermé

est l’image d’un point x EX. Comme Y -~ Z est un homéomorphisme fini, Y est

un schéma local dont l’anneau est lui aussi hensélien. D’autre part, comme X 2014~Y

est un monomorphisme, il suffit de montrer que le monomorphisme composé

Spec(OX,x) ~ X ~ Y

est un isomorphisme. Bref, on peut se ramener au cas où K , Y et Z sont des

schémas locaux. Notons qu’alors le composé X -~ Y -~ Z est même fidèlement plat,

donc surjectif ; comme Y -~ Z est bijectif, X -&#x3E; Y est surjectif ; mais, comme

Y est le spectre d’un anneau local hensélien noethérien et X ~ Y un monomor-

phisme, X ~ Y est une immersion fermée (corollaire 2.4 (iii)) surjective ; 9 comme

Y est réduit , c’est un isomorphisme ; d’où le résultat.

2° Réduction au cas où les S. sont les composantes irréductibles de S : Remar-

quons d’abord que j : X ~ S’ t établit une bijection entre les points maximaux de

X et ceux de S’ ; comme j est plat, il transforme point maximal en point maxi-

mal, comme c’est un monomorphisme, c’est une injection ; enfin, comme par défini-

tion de S’, ~ j*(OX) est injectif y tout point maximal de S’ est dans

j(X) (localiser en ce point maximal, et utiliser le fait que la formation de
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l’image directe commute aux changements de base plats).

Il suffit donc de montrer que, pour un À assez S’ - S. établit

une bijection entre les points maximaux de S’ et ceux de S. ; or, comme S est

quasi-compact, on peut supposer que S est affine, et il reste à prouver ceci :

LEMME 5.2.2. - Soient A un anneau, et B une A-algèbre n’ ayant qu’un nombre

fini d’idéaux premiers minimaux. Il existe une A-algèbre de type fini C C B

telle que l’ application Spec(B) -~ Spec(C) établisse une bi jection entre les

idéaux premiers minimaux de B et ceux de C o

Comme les idéaux premiers minimaux q. 1 de B sont en nombre fini " il existe,
d’après le lemme d’évitement, une famille finie (t.) d’éléments de B tels que

ti E qi et q pour j ~ i ; il suffit de prendre pour C la sous-A-algèbre
de B engendrée par les ti 9 en effet, comme C ~ B , tout idéal premier minimal
de C se relève à B ; d’autre part, pour tout i , C est un idéal premier
minimal, sinon il contiendrait un idéal premier minimal, donc un C n q pour un

J T 1 , ce qui s’oppose au choix des t..

3° Démonstration dans le cas où X est intègre : Remarquons qu’on n’utilise pas
ici le fait que S’ f est la fermeture intégrale de S dans X , mais seulement les

deux propriétés suivantes : j : X ~ S’ est un monomorphisne plat quasi-compact,
et S’ 2014~ S est entier.

D’après le 1° et le 2°, on peut supposer que f est un monomorphisme et que S

est intègre. Pour tout X , soit UÀ l’ensemble des points t E SA tels que le

morphisme .

déduit de j03BB : X ~ S03BB par changement de base soit pla,t. Comme, d’après le lemme

5.2. 1 ’ le monomorphisme j X 
vérifie on déduit du corollaire 4.3 que U 

X 
est

ouvert dans S?‘ . Comme u03BB : S03BB ~ S est fini, c’ est en particulier un morphisme

fermé, donc F03BB = u03BB(S03BB - U03BB) est un fermé de S pour tout 03BB . D’autre Part,

pour ~ ~ ~ , le morphisme composé ~ xS 
--~ S U~ -~~ est plat 9 en

utilisant le lemme 1.8 (1) ’ on en déduit que F , donc que la famille (F ~
est filtrante décroissante. Montrons que F03BB = ~ : soient s E S , A = OS, s 

et

T = Spec(A) ; S’ x S T est un schéma affine dont est une A-algêbre en-
,

tière contenue dans le corps des fractions En utilisant [2] (EGA OIV,
23.2.5~~ on voit que, pour ~ assez grand9 le morphisme S’ xs T --~ S~ xs T est

radiciel. or, on a le lemme suivant :
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LEMME 5.2.3. - Soient X , Y et Z trois schémas intègres, Z étant noethérien,
j : X ~Y un monomorphisme plat, y et v : Y -&#x3E; Z un morphisme entier bijectif,

tels que le composé v 0 j: i X -&#x3E; Z soit un monomorphisme. ~lors v o j est plat.

On se ramène comme d’habitude au cas où Z est un schéma local dont le point

fermé est dans v o j(X) , et il faut voir qu’alors v o j est un isomorphisme.

Mais, comme v est injectif et entier, Y est alors lui aussi un schéma local, et

son point fermé se trouve dans j(X) ; comme j est plat, il est fidèlement plat,

et comme c’est un monomorphisme, c’est un isomorphisme. v ~ j est donc un mono-

morphisme entier, donc un isomorphisme (proposition 3.8).

Appliquant ce lemme au morphisme composé X xs T 2014~ S’ t xs T -~ S- xs T , on

voit que c’est un monomorphisme plat ; 9 en particulier, U s donc s # F

ce qui prouve bien que l’intersection des F. est vide. Comme S est quasi- .

compact, il existe X tel que F. == ~ y ce qui veut dire que S, , donc que

j. est plat.

4° Réduction au cas où, pour tout i , f. : t X. -~S. est plat : Pour tout i,

soient S’ 1 et (S.), A. IL les images fermées de par j et j,  respectivement.

Il est clair que SJ i est limite projective du système des S.-schémas finis (S,).;
comme j : X -&#x3E; S’ f est un monomorphisme plat quasi-compact, X. ~ S? X

est un isomorphisme (lemme 1.7) ; donc X. 1 2014~ S! 1 est un monomorphisme plat quasi-

compact ; enfin, S’ -&#x3E; Si est évidemment entier ; utilisant le 3° et le fait que

les X, 1 sont en nombre fini, on voit donc qu’il existe À tel que, pour tout i ,

Xi -~ (S~). soit plat ; il suffit de remplacer S par SA.
Remarquons que cela implique, en particulier, y que les X, 1 sont noethériens 

1.2)~ donc que l’espace topologique X, réunion d’un nombre fini d’espaces noethé-

riens, est noethérien.

5° Fin de la démonstration : Supposons effectuées toutes les réductions précéden-

tes : f : X -~ S est donc un monomorphisme quasi-compact tel que, pour tout i,

f.: X. -~ S. soit plat, et les S. sont exactement les composantes irréducti-

bles de S ; enfin, 19S -&#x3E; f~~(19X) est injectif.

Montrons qu’on peut se ramener au cas où, pour tout i y l immersion fermée

Wi i xi -~ X xs Si est un isomorphisme.

Il suffit de montrer que w. est de présentation finie ; en effet, supposons ce

point acquis ; w. l. se factorise en
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où la première flèche est un isomorphisme puisque X -&#x3E; S’ est un monomorphisme

plat quasi-compact (lemme 1.7), et les deux autres des immersions fermées ; il suf-

fit alors d’appliquer le lemme 1.6.

Pour prouver que w. est de présentation finie, on va montrer que c’est une im-

mersion ouverte quasi-compacte ([2], EGA IV, 1.6.2). La quasi-compacité provient de

ce que c’est une immersion fermée. D’autre part, w. est plat, puisque le composé

- X x S S. 1 - Si est plat par hypothèse et que X xs S. 1 2014~ Si est un mo-

nomorphisme (lemme 1.2 (i)) ; w. (X. ) est donc un fermé stable par générisation de

X x S. ; mais cet espace est noethérien, puisqu’il s’identifie à un fermé de X ;
ù i

donc w.(X.) est ouvert dans X x S. (regarder les composantes irréductibles qui
ne rencontrent pas w.(X.) ). Enfin, un monomorphisme plat quasi-compact dont l’i-

mage est un ouvert est une immersion ouverte ; d’où le résultat.

On peut donc supposer qUe, y pour tout i, X xs s. 1. "~ S1 est plat ; il ne res-

te plus qu’à démontrer le lemme suivant :

LEMME 5.2.4. - Soient S un schéma noethérien, et f : X 2014~ S un monomorphisme

quasi-compact tel que OS - soit injectif. Supposons que, en désignant par

S. les schémas intègres induits par S sur ses composantes irréductibles, les

morphismes X x S. 1 - S, 1 soient plats. Alors f est plat.

On se ramène immédiatement au cas où S est un schéma local dont le point fermé

se trouve dans f(x) ; montrons que l’application f est fermée ; soit Y un

sous-schéma fermé de X ; pour montrer que f(Y) est fermée il suffit de montrer

que y pour tout i, f(Y) n S. 1. est fermé ; cet ensemble est l’image du morphisme

composé Y S S. ~ X xs S. ~ S. ; or, la première flèche est une immersion

fermée, et X x S. -;&#x3E; S. est un isomorphisme puisque c’est un monomorphisme

quasi-compact fidèlement plat. D’où ce qu’on veut. En vertu du lemme 3.8.1, X est

un schéma local ; soient B son anneau, et A celui de S . Il faut montrer ceci :

soient A un anneau noethérien, ses idéaux premiers minimaux, et g : A ~ B

un homomorphisme injectif ; p si, pour tout i, ~ 8~~~. l B) est un 

phisme, alors g est un isomorphisme. Il suffit de montrer que g est surjectif ;

désignons par M le A-module B/A ; 9 d’après l’hypothèse, M = Pi M pour tout i;

donc ... p M . Mais, 9 dans un anneau noethérien, le produit des idéaux

premiers minimaux est un idéal nilpotent ; 9 donc ~2 ~ 0 , et g est surjectif.

C. Q. F. D.
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