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Tout ce qui suit peut 8tre considéré comme un procédé pour déduire certaines pro-

priétés d'un morphisme de schémas d'hypothéses faites sur son morphisme diagonal.

1. Généralités.
lar o o ana araV oW oot g

l.1. = Sont regroupés ici plusieurs résultats techniques constemment utilisés dans

A

la suite ; un lecteur pressé est tout invité & sauter ces préliminaires ; qu'il en

1]

retienne cependant 1'idée essentielle, d'ailleurs bien connue : soit f : X ->»7Y
un morphisme de schémas ; supposons que le morphisme diagonal Af : X = X Xy X
vérifie une certaine propriété (P) ; pour prouver que f lui-méme vérifie (P), on
construira un morphisme g : Z -»X tel que f o g vérifie (g) ; dlapres le lemme
qui suit, g vérifira (g) et cela suffira, en général, pour pouvoir conclure que

f 1lui aussi vérifie (P) (le cas le plus simple, et de loin le plus utilisé, est ce-

lui ot (P) est la propriété d'8tre un isomorphisme).

LEMME 1.2. - Soit (P) une propriété portant sur les morphismes de schémas, stable

par composition et changement de base, et telle que tout isomorphisme vérifie (g).

Soient, d'autre part, g: Z2->Y et f: Y -»X deux morphismes de schémas.

Alors

(i) 84 fog et by vérifient (), & vérifie () ;
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(11) 51 A, et b, ¥érifient (), a vérifie (B) ;

fog
(i4i) si be,, Yérifie (B), b, vérifie ().

(i) g se factorise en 2 5 7z Xy Yy “Is v s 11 suffit donc de montrer que

u et v vérifient (R) Or, le diagramme commutatif

7 ——— T x. Y

l X
Bp

Y -—-—-—-—-—>YXXY

est cartésien, et par hypothdse, A, vérifie (g) ; i1l en est donc de méme de u .

f

D'autre part, v : 2Z g Y -> Y s'identifie au morphisme déduit de f o g par

le changement de base Y -» X ; il vérifie donc (P).

(1i) Le morphisme diagonal Afog : Z => 2 x; Z se factorise en

A
7z -B> 7 x, 2 s 7 xy B

comme Ag vérifie (R) par hypothdse, il suffit de montrer qu'il en est de méme de

w 3 or cela se déduit du fait que le diagramme

% xy Z —_—— 7 xy %
b
Y £

est cartésien et de 1'hypothdse que 4, vérifie (p).

(iii) Gardons les notations de (ii) ; comme A, est une immersion (27, BcA I,
5.3.9), clest en particulier un monomorphisme ; il en est donc de méme de W ; b,
est donc un isomorphisme, et par suite vérifie (P) ; comme w o A_ = Afog vérifie
par hypothése (P), il en est de méme de Ag , d'aprés (i).

1.3, = Soient A un anneau, et B une A-algdbre ; nous désignerons par aB/A
1'idéal de B ®A

b® ¢ => be . Rappelons qu'un systéme générateur de aB/A est formé des éléments

B , noyau de 1l'homomorphisme surjectif B ®A B —=» B défini par

x® 1-1Q®x, o X parcourt un systéme générateur de la A-algébre B ;5 on en

ddduit immédiatement le résultat suivant ([2], BGA IV, 1.4.3.1)

LEMME 1.4. - Soit f ¢ X =>Y un morphisme localement de type fini ; alors, le

morphisme diagonal Af : X -> X Xy X est localement de présentation finie.
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Nous utiliserons un résultat plus précis @

LEMME 1.5. - Soient S wun schéma quasi-compact et quasi-séparé, et f : X ->S

un morphisme quasi-compact et séparé. Supposons que f se factorise en

X217 L5

oi h est un monomorphisme et g un morphisme affine. Alors, pour que le morphis—

me diagonal Af ¢t X -» X Xq X soit une immersion fermée de présentation finie,

il faut et il suffit que g se factorise en

1 1
p 2o B

ot g' est affine de type fini et le composé h' oh : X ->T' un monomorphisme.

——

L'hypothése faite sur f est, en particulier, vérifide si f est quasi-affine.

Utilisant le lemme 1.2 (ii), avec la propriété d'8tre de présentation finie, et

le lemme 1.4, on voit que la condition est nécessaire.

Montrons qu'elle est suffisante : comme g est affine, B8 = g*(QP) est une Cé‘
Algdbre quasi-cohérente, et T = Spec(B) ; d'apres [2] (EGA I, 9.6.6, et IV, 1.7.9),
® est limite inductive de ses sous—OS—Algébres quasi-cohérentes de type fini Bh 5
T est donc limite projective des S-schémas affines de type fini Tk = Spec(@h) ’
et, pour tout A , 1l'immersion fermée u : X X X -» X *g X se factorise en

jN A
X X X w=> Xx, X —=—>» Xx X ,

Th S

ou Uy et vy sont des immersions fermées ; enfin, les vy font de X X X une

~r

limite projective du systéme des X xg X . Notons que les hypothdses faites sur S
A
et f dimpliquent que X Xg X est quasi-compact ; d'autre part, Af se factorise

en

Ah

X —= X x; X L Xxg X

et, par hypothese, Ah est un isomorphisme ; u est donc une immersion fermée de
présentation finie ; enfin, 1'assertion sera prouvée si 1l'on montre qu'il existe un

indice A tel que vy soit un isomorphisme ; on est donc ramené au lemme suivant:

LEMME 1.6. - Soient Z0 un schéma quasi-compact, et Zk une famille filtrante

de sous-schémas fermés dont 1l'intersection (i. e. la 1imite4projective) est 2

si l'immersion 2 ->-ZO est de présentation finie, il existe un indice W tel gque

Z = ZK pour A W .
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Comme Z0 est quasi-compact, on est ramené au cas affine ; il suffit alors de
constater 1'évidence suivante : si un idéal & de type fini d'un anneau A est

réunion d'une famille filtrante d'idéaux %G il existe W tel que pour A Zp ,
Ct=¢.)\.

LEMME 1.7. - Soient uw : 2 ->Y une immersion fermée, et v : Y -> X un mono-

morphisme plat quasi-compact, Si 1'homomorphisme canonigue OX - (v u)* (GZ)

est injectif, u est un isomorphisme.

En faisant le changement de base Spec(@X x) ->X oy x e v(Y), on se ramdne au
cas ou Vv est un monomorphisme quasi-compa;t fidélement plat, donc un isomorphisme;
comme Vv © u est quasi-compact et séparé, "la formation de 1'image directe commute
aux changements de base plats", on a donc encore une injection o, —> (v ou) (@z);
mais comme v est un isomorphisme, v o u est une immersion fermée ; en vertu de

1'injection précédente, 1'Idéal qui la définit est nul ; c'est donc un isomorphisme.

LEMME 1.8. - Soient g: Z->Y et f: Y -»X deux morphismes de schémas.

Supposons que :

(a) f est séparé ;

(b) f o g est un monomorphisme plat quasi-compact ;
(c) @ ->g.(0,) est injectif.

Alors

(i) g est un monomorphisme plat quasi-compact ;

(ii) Pour que f soit un monomorphisme, il faut et il suffit que la projection

X

P, Y x, Y => Y soit un morphisme plat.

En effet, g se factorise en 2 4;29 Z Xy Y Is Y s montrons que u est un

isomorphisme : comme le diagramme

SE L gy

Y/
l Af
Y ————> Y g Y

est cartésien, on déduit de (a) que u est une immersion fermée ; comme Vv se dé-
duit de f o g par le changement de base Y ->X , v est un monomorphisme plat
quasi-compact, d'aprés (b) 5 utilisant le lemme 1.7 et 1'hypothése (e¢), on voit que

u est un isomorphisme. Cela prouve ().

Montrons (ii) ¢ il est clair que la condition est nécessaire puisque, si f est
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un monomorphisme, 12 est méme un isomorphisme. Réciproquement, supposons que le

morphisme Py ¢ Y Xx Y —= Y soit plat. Comme le diagramme

ZxXY -—-—k-l-——9 YxXY

l 2
Z -——§-—> Y

est cartésien, h vérifie la méme propriété (¢) que g . Posons Z!' = Z xx Y et

Yt =Y Xy Y . On a le diagramme commutatif suivant

.——i——-—)Y

u léf
h Y

| o — 1

N

&3

Comme, d'aprds ce qu'on a vu au début, u est un isomorphisme, Oy, => (h.ou)*(oz)
est injectif ; comme h o u = Af o g, GY' — (Af ° g)* (OZ) est injectif, donc
aussi QY' -> (Af)* (OY) ; mais, comme f est séparé, bp est une immersion
fermée ; c'est donc un isomorphisme, ce qui veut bien dire que f est un monomor-

phisme.

2. Epimorphismes d'anneaux locaux noethériens.
WW’VWWMWM

LEMME 2.1. — Soit f : A —=» B un épimorphisme local d'anneaux locaux. Si A

est un anneau local noethérien complet, f est surjectif.

Soit m 1'iddal maximal de A ; comme A4/m est un corps, 1'épimorphisme
A/m —> B/mB est un isomorphisme ([4], 1.2) ; pour montrer que f est surjectif,
il suffit donc de montrer que B est séparé pour la topologie m-adique ([1],

chap. III, § 2 et 9, corollaire 3 de la proposition 11). Posons J = N mt B et
n20

I= f—l(J) ; comme B/J est séparé pour la topologie m-adigue, 1'homomorphisme
composé A/I -> B/IB —> B/J est un isomorphisme ; comme A/I —> B/IB est un épi-
morphisme, on déduit du lemme 1.2 (1) que B/IB —erB/J est un isomorphisme, donc
aussi A/I ~> B/IB ; mais cela implique que .L/I2 —9»B/(12]§ est surjectif, donc
que B/(I2 B) est noethérien et, par suite, séparé pour la topologie m-adique ;
donc J = IB = I2 B ; mais IB est un idéal de type fini puisque A  est noethé-
rien, donc IB = O puisque B est local (lemme de Nakayama) s donc B est séparé

pour la topologie m=adique.

Tous les résultats qui suivent sont des conséquences plus ou moins directes de ce

lemme.
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’
THEOREME 2.2. - Soient A un anneau local noethérien, B wun anneau local, et

f: A->B un épimorphisme local. Alors, B est A-isomorphe & un localisé d'une

A-algtbre finie.

Désignons par m 1'idéal maximal de A , par A' le complété de A pour sa to-
pologie m—adique, et par f' : A' => B! = A! ®, B 1'épimorphisme déduit de £
par changement de base. Utilisant ([4], 1.2), on voit que n = mB est 1'idéal ma-
ximal de B, et que n' = mB! est l'unique idéal premier de B' tel que
f'—l(n') = mA' . L'homomorphisme B' -> B!, étant un épimorphisme, 1'homomorphisme
composé A!' —> B! -> B;I, est un épimorphisme local ; comme A' est complet, c'est
une surjection (lemme 2.1) ;3 soit I son noyau ; comme A'/I -> B!'/IB! est un
épimorphisme et que le composé A'/I -> B'/IB' ->» B'r'1' est un isomorphisme,

B'/IB' -> Bt"t’ est un isomorphisme (1emme 1.2 (i)). Mais I est un idéal de type

fini et IBL, = 0, il existe donc t!' € B' = n' tel que IB%, = 0 , donc tel que
B,é, —_ B;t' soit injectif, et par suite bijectif puisque le composé B! —->B1’:,-> Br'x’

est surjectif. L'élément t' de B' = A! Ry B peut s'écrire sous la forme

2 al ® t, , ol t; €B et al € A' 5 soit C la sous—A-algdbre de type fini de B
5 ‘
engendrée par les ti ; comme A -=> A' est plat, 1'homomorphisme C' = A' ®, C —>B'

est injectif ; de plus, il est clair que t' € C' . Considérons alors le diagramme

commutatif suivant :

A > (! = B!

Comme A' ~> BJ(';, est surjectif, C%, - B'l’;' est surjectif, donc bijectif, d'apres
ce qui précéde. Comme C —>C/, est plat et B ->Bl, fidélement plat, B —>C

est plat ([1], chap. I, § 3, prop. 7) ; mais 4 ->B est un épimorphisme, C —>B
est donc un épimorphisme plat (1emme 1.2 (iii)) ; on en déduit que, si p=nnC,
C ->B est un isomorphisme ([4], 2.4) 3 on a donc montré que B est isomorphe au

localisé CP d'une A-algdbre de type fini C .

Comme & —> CP est un épimorphisme, Spec(C?) -> Spec(4) est injective ; en
particulier, 1'idéal premier p est minimal parmi ceux qui contiennent 1C 3 dtau=-
tre part, comme le composé A/m —> C/p ->B/n est un isomorphisme, 1'injection

C/p -=> B/n est en fait un isomorphisme, donc p est un idéal maximal de C , et
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par suite est "isolé dans sa fibre" C/mC ; le théoréme principal de Zariski ([2],
EGA III, 4.4.7, ou [5]) montre qu'il existe une sous-A-algdbre finie D S C telle
que, si g=pnDdD, D ~>vCp soit un isomorphisme j; donc Dq -> B est un iso-

q

morphisme, ce qui achéve la démonstration du théoréme.

Remarque 2.3. — En raisonnant comme dans [2] (EGA IV, 18.4.6), on montrerait que
B est isomorphe au localisé d'une A-algeébre finie monogéne, et aussi au quotient

d'une A-algdbre strictement essentiellement étale (loc. cit. 18.6.2).

COROLLAIRE 2.4. = Soient A un anneau local noethérien, B un anneau local, et

f: A->B un épimorphisme local. Alors :

(1) B est noethérien, et dim(B) < dim(4) ;

(1) Si f est injectif et A universellement caténaire ([2], EGA IV, 5.6.2),
dim(B) = dim(A) ;

(iii) Si A est hensélien ([2], EGA IV, 18.5.8), f est surjectif.

(1) et (iii) sont des conségquences immédiates du théoréme 2.2.
Démontrons (ii) ¢ soit p un idéal premier minimal de A tel que
dim(4/p) = dim(8) ;

comme f est injectif, p = f—l(q) pour un idéal premier minimal q de B

comme dim(B) > dim(B/q) , il suffit, en vertu de (i), de montrer que
dim(B/q) = dim(4/p)

on est donc ramené au cas intégre, et c'est alors une conséquence du théoreme 2.2
et de [2] (EGA IV, 5.6.10).

PROPOSITION 2.5. - Soient A wun anneau local noethérien, B un anneau local, et

f: A->B un homomorphisme local. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) B est une A-algdbre essentiellement de type fini (i. e. est isomorphe 3 un

localisé d'une A-algdbre de type fini) ;

(ii) B ®, B est un anneau noethérien ;

(iii) L'idéal & (1.3) est de type fini.

B/A
Les implications (i) ==> (ii) => (iii) sont claires.
Montrons que (iii) ==> (i) : utilisant le lemme 1.5 avec X = T = Spec(B) et

S = Spec(A) , on voit qu'il existe une A-algdbre de type fini C , et un épimor-
phisme de A-algdbres C -> B ; soient n 1'idéal maximal de B , et p sa trace

sur Cj; C_—>B est un épimorphisme local, et CP est noethérien. D'aprés le

P
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théordéme 2.2, B est isomorphe au localisé d'une C_-algébre finie ; on en déduit

immédiatement que B est isomorphe & un localisé d'une A-algébre de type fini.

PROPOSITION 2.6. = Soient A wun anneau local noethérien d'idéal maximal m, B

un anneau local, et f : A ->» B un homomorphisme local. Pour que B so0it isomor-

phe & un localisé d'une A-algebre finie, il faut et il suffit que aB/A soit un
idéal de type fini et que B/mB soit une A/m-algdbre finie.

Les conditions sont évidemment nécessaires.

Montrons qu'elles sont suffisantes : d'aprés la proposition 2.5, il existe une
A-algdbre de type fini C et un idéal premier p de C tels que B soit A~
isomorphe & Cp ; comme, par hypothdse, (C/m.C)P = B/mB est une A/m-algdbre finie,
1'idéal premier p de C est isolé dans sa fibre C/mC : il est d'abord clair que
p/mC est un idéal premier minimal de ¢/mC 3 pour voir qu'il est maximal, il suf-
fit de remarquer que le corps des fractions k(p) de C/p étant de rang fini sur
A/m , est en particulier entier sur A/m ; 1'anneau intdgre C/p est donc entier
sur le corps A/m ; c'est donc un corps. D'aprés le théordme principal de Zariski
([2], BGA III, 4.4.7, ou [5]), il existe une A-algtbre finie D < C telle que, si

q=pnDd, D —e-Cp soit un isomorphisme ; d'ol le résultat.

q

by

Remarque 2.7. - Ce résultat est & rapprocher de la forme locale du théoréme prin-
cipal de Zariski j; il est plus précis que ce dernier dans la mesure ou les condi-
tions sont nécessaires et suffisantes, mais il a le défaut majeur de n'8tre valable
que sous des hypoth®ses noethériennes, alors que le théoréme de Zariski est mainte-

nant démontré sous des hypothdses tout-a-fait générales (cf. [2], EGA IV, 18.12.13,

ou [5]).

3. Monomorphismes de schémas.
PRV VT P VT e h aed e e el e e e e d

Les résultats présentés ici sont des '"globalisations" de ceux du paragraphe pré-

cédent ; c'est surtout le critére (2.6) qui servira dans les démonstrations.

3.1. - Rappelons d'abord quelques définitions : soit £ : X ->S5 un morphisme
quasi-compact et séparé ; on sait ([2], EGA I, 9.2.2) que f*(t‘)x) est une Og-
Algdbre quasi-cohérente ; par suite ([2], EGA II, 6.3.4), la fermeture intégrale «Q
de Oy dans f*(OX) est aussi une Og-Algdbre quasi-cohérente, et, pour tout ou-
vert affine U de S, I'(U, @) est la fermeture intégrale de T'(U , os) dans

r(£~(u) , OX) s le S-schéma entier S' = Spec(®) s'appelle la fermeture intégra-

le de S dans X, et f se factorise en X->8'->8.
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Rappelons aussi qu'un morvhisme f : X -»> S est dit plat en un point x € X,

si 1'homomorphisme GS,f(x) -9-OX,X est plat § f est dit plat, s'il 1'est en

tout point.

’ A\
THEOREME 3.2. - Soient S wun schéma localement noethérien, et f : X ->8 un

morphisme guasi-compact satisfaisant les deux propriétés suivantes :

(i) Pour tout s € S, le morphisme fibre X, =X xgq Spec(k(s)) => Spec(k(s))

est entier ;

(ii) Le morphisme diagonal Dp s X = X Xq X est une immersion fermée de pré-

sentation finie.

Alors, si S' désigne la fermeture intégrale de S dans X , le morphisme cano-

nique j : X -> S' est un monomorphisme plat quasi-compact.

De plus, les conditions (i) et (i) imposées & f sont vérifides dans les trois

cas suivants :

(a) f est un monomorphisme

(b) La (premiére) projection P, X Xq X => X est un morphisme fini ;

(c) Le morphisme diagonal Af : X =>» X Xg X est une immersion & la fois ou=

verte et fermée.

3.3. - Démontrons d'abord la derniére assertion : il est clair qu'un monomorphis-—
me vérifie (1) et (ii).

Soit maintenant un morphisme quasi-compact £ ¢ X -> S tel que sa premidre pro-
Jjection P, 50it un morphisme fini. Pour prouver (i), on est ramené au cas ou
S = Spec(k(s)) , et il suffit de montrer que f est fini ; mais, comme on est sur
un corps, f est alors fiddlement plat et quasi-compact, et cela est conséquence
de [2] (BGA IV, 2.7.1 (xv)). Montrons (ii) : le morphisme composé p, ©bp est

1lt'identité ; de plus, comme P, est fini, Ap est une immersion fermée de pré-
1
sentation finie (lemme 1.4) ; il suffit alors d'appliquer le lemme 1.2 (i) en pre~

nant, pour (R), la propriété d'&tre une immersion fermée de présentation finie.

La démonstration du fait que (c¢) implique (i) et (ii) est un peu plus subtile et

est laissée au lecteur.

LEMME 3.4. - Sous les hypothdses du théoréme, f vérifie la propriété :

(i) bis Pour tout s e S, le morphisme fibre X, —> Spec(k(s)) est fini.

On peut supposer que S = Spec(k(s)) , et i1 faut montrer que f est fini. Or,
dtaprés (i), X est affine, et son anneau A = I'(X, QX) est une k-algébre
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entidre (ici k = k(s) ). Dtaprés 1'hypothdse (ii) et le lemme 1.5 avec X =T , il
existe une k-algdbre finie A' et un épimorphisme de k-algébres A' —> A ; mais

A' est un anneau artinien, donc A' -> A est surjectif ([7], ProPe 7).

LEMME 3.5. - Soient f : X —> S un morphisme quasi-compact et séparé, s un

point de S, T = Spec(@S s) , pP: T —=>S le morphisme canonique, et
’

g:f(T): Y=XXST -> T

le morphisme déduit de f par changement de base. Alors, si S' désigne la ferme-

ture intégrale de S dans X , S!' x, T s'identifie 3 la fermeture intégrale de

3
T dans Y .

On peut se ramener au cas ou f est affine : en effet, comme f est quasi-
compact et séparé, f*(OX) est une OS-Algébre quasi-cohérente, donc, si
X' = Spec(f*(ﬂx)) , le morphisme canonique f' : X' ->8 est affine ; comme p
est plat, X' xg T s'identifie & Spec(g*(OY)) ([2], BGA IV, 21.12.3) ; enfin,
par définition (3.1), la fermeture intégrale de S dans X (resp. de T dans
Y ) est la fermeture intégrale de S dans X' (resp. de T dans X! g T) 3 on

peut donc supposer que X = X' , i. e. que f est affine.

On peut supposer de plus que S est affine : en effet, soit U un ouvert affine
de S contenant s ; p se factorise en T -»U —> S, et il suffit d'appliquer
[2] (BGA II, 6.3.4). Dens le cas affine, ce n'est autre que [1] (chap. Vv, § 1,
prop. 16).

Pour démontrer le théoreéme 3.2, on va d'abord se ramener au cas ou 8 = Spec(4) ,

obh A est un anneau local noethérien hensélien.

Comme f est quasi-compact et S' —> S entier, donc en particulier séparé,

j: X-=>38'" est quasi-compact ; il reste donc & montrer que c'est un monomorphis-—

me plat ; il suffit, pour cela, de montrer que, pour tout x € X,

(a) © Q) 0, . est un isomorphisme, et

81, 3( ,
~1/.
(v) 7)) = (=} ([6], 1.1).
En vertu du lemme 3.5, on peut supposer que S est un schéma local de point fer—

mé s = f(x) .

Posons A =0y , et soit T = Spec(hA) le spectre du hensélisé de A . La Og-

? ~
Al gdbre f*(®x) est quasi-cohérente, donc de la forme B ou B est une A-alge-

bre ; soit C 1la fermeture intégrale de A dans B, de sorte que 8' = Spec(C) .
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Comme A —> A est plat, si on désigne par g : Y =X xg T -> T 1le morphisme

déduit de f par changement de base, g%(6§) est isomorphe au faisceau de hAP

Algzbre associé & Bi@A hA ; en outre, comme le morphisme T -» S est nomal ([2],

EGA IV, 18.6.9 (ii)), C ?, By stidentifie 3 1a fermeture intégrale de By denms
B ®) hA ([2], EGA 1V, 6.14.4). On est donc remené & prouver ceci : soient

S = Spec(4) 1e spectre d'un anneau local noethérien hensélien A, f : X -»8
un morphisme quasi-compact satisfaisant les propriétés (1) et (ii) du théoreme 3.2,
j+ X->3' le morphisme canonique de X dans la fermeture intégrale S' de S
dans X , et x un point de X tel que f(x) soit le point fermé de S . Alors,

. . ~1/.
OS’,j(x) -9»OX’X est un isomorphisme, et j (j(x)) = {x} .

Posons Y = Speo(@X’x) ; on va montrer que le morphisme Y -> X est un isomor—
phisme de Y sur une partie ouverte et fermée de X : comme Y -> X est un mono-
morphisme, le morphisme composé Y -» X -» S satisfait les propriétés (i) et (ii)
dulthéoréme 3.2 ; d'apreés le lemme 3.4 et la proposition 2.6, GX,X est isomorphe
au localisé d'une A-algdbre finie ; mais comme A est hensélien, une A-algébre
finie est un produit d'anneaux locaux ; Y -> S est donc un morphisme fini. Comme
S est noethérien, Y ->» S est de présentation finie ; comme, par hypothese, Af
est de présentation finie, on déduit du lemme 1.2 (i) que Y -» X est lui aussi de
présentation finie ; comme c'est évidemment un monomorphisme plat, on déduit de [2]
(EGA IV, 2.4.6) que c'est une immersion ouverte ; il reste donc & montrer que
Y -=> X est un morphisme fermé ; or, comme Y —> S est un morphisme fini, c'est en
particulier un morphisme universellement fermé (COHEN-SEIDENBERG) ; comme, par hy-
pothese, Af est une immersion fermée, c'est aussi un morphisme universellement
fermé ; utilisant encore le lemme 1.2 (i), on en conclut que Y ->» X est fermé ;
comme Y est affine, on a donc montré que Y -> X identifie Y & une partie ou-

verte, fermée et affine de X .

Posons B =T(X, QX) et 7 = Spec(B) ; comme Y est ouvert et fermé dans X ,
B est isomorphe au produit d'anneaux r(y ’ @X) «xT(X-Y, OX) s+ comme de plus Y
est affine, Y = Spec(F(Y ’ @X)) 3 on Yoit donc que le morphisme composé Y —>X —>7
est un isomorphisme de Y sur une partie ouverte et fermée de Z ; il existe donc
un idempotent t € B tel que Bt —s.GX’X soit un isomorphisme. Comme t2 =1t,
t est entier sur A ; donc t est dans la fermeture intégrale C de A dans
B ; d'aprés [1] (chap. V, § 1, prop. 16), C, est intégralement fermé dams Bt H

t
considérons le diagremme commutatif suivant

A >

&

«Q

t
<t
M
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On a vu que A -a»OX x est un homomorphisme fini ; il en est donc de méme de
?

Ct “Q'OX,X s mais Bt —9»®X,X est un isomorphisme, et Ct est intégralement fermé
9

dens B, ; donc Cg —>0,  est un isomorphisme. Par définition, S' = Spec(C) ,
’
désignons par V 1'ouvert (et fermé) Spec(Ct) de S' ; d'aprés ce qu'on a vu
plus haut, jnl(V) n'est autre que la partie ouverte et fermée Y de X ; on en
déduit, en particulier, que j—l(j(x)) = {x} ; cela achéve la démonstration du théo-

\
reme.

COROLLAIRE 3.6. - Soient X et S deux schémas intégres, et f: X -> S un

morphisme quasi-compact birationnel ; supposons que S soit localement noethérien

et normal. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f est plat et séparé ;

(ii) f est un monomorphisme ;

(iii) La premidre projection Pyt X Xq X -» X est un morphisme plat, et f

est séparé ;-
(iv) La premidre projection p, : X xg X -» X est un morphisme fini ;

(v) Le morphisme diagonal Af : X — X Xg X est une immersion fermée de pré-

sentation finie, et, pour tout s € S, le morphisme X -> Spec(k(s)) est entier.

D'aprés le théoréme 3.2, (i1) => (iv) => (v) et (v) ==> (i) , puisque
S est normal ; d'autre part, il est évident que (i) implique (iii) ; il suffit

done de montrer que (iii) implique (ii), mais cela a été fait en 1.8.

COROLLAIRE 3.7. — Soient S wun schéma noethérien, et f : X -> S un morphisme

quasi-compact universellement fermé. Les propriétés suivantes sont équivalentes @

(i) f est fini

(ii) La premidre projection Py ¢ X X X =» X est un morphisme fini ;

(iii) Le morphisme diagonal est une immersion fermée de présentation finie, et,

pour tout s &S, X =X xg Spec(k(s)) est affine.

I1 est clair que (1) implique (i1) et (iii). Réciproquement, les hypothéses
(ii) ou (iii) permettent d'appliquer le théortme 3.2 : cela a déja été vu pour
(ii) 3 pour (iii), il suffit de montrer que les morphismes fibres X ~> Spec(k(s))
sont entiers ; or, ils sont affines et universellement fermés, ils sont donc en-
tiers d'aprés [2] (EGA IV, 18.12.8). Utilisant le théordme 3.2, on voit que f se

factorise en
X -39 S5 ,

ot j est un monomorphisme plat et u un morphisme entier, et, en particulier,
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affine. D'aprés le lemme 1.5, u se factorise donc en S! JJa»T A g o Vv est
fini et j' e j: X ->T un monomorphisme ; comme v est en particulier sépar,
Av est universellement fermé ; comme par hypothése, f est universellement fermé,
on voit, en utilisant le lemme 1.2 (i) avec, pour (g), la propriété d'&tre univer—
sellement fermé, que X -> T est un monomorphisme universellement fermé ; la con—

clusion résulte donc de la proposition suivante :

PROPOSITION 3.8. -~ Soient S wun schéma localement noethérien, et f : X -> 8

un morphisme de schémas.

(i) Pour que f so0it une immersion fermée, il faut et il suffit que f soit un

monomorphisme universellement fermé ;

(i1) Si, de plus, S est réduit, pour que f soit une immersion ouverte, il

faut et il suffit que f soit un monomorphisme universellement ouvert.

I1 est clair que les conditions sont nécessaires. Pour mohtrer qu'elles sont suf-

fisantes, on utilisera le lemme élémentaire suivant

LEMME 3.8.1. - Soient S wun schéma local, et f : X -> S un morphisme injectif.

Supposons que f est, soit fermé, soit ouvert et surjectif. Alors X est un

schéma local.

Dans les deux cas, il existe un point (et un seul) X, € X tel que 8g = f(xb)
soit le point fermé de S . Soient x un point de X , et Y = {x} son adhérence;
on va montrer que X, € Y :si f est fermé, f(Y) est fermé dans S, donc
8 € £(Y) , et cela résulte de 1l'injectivité de f ; si f est ouvert, f(X - 7Y)
est un ouvert de S , distinct de S puisque f est injectif, donc s £ fX-7),
done Xy # X =Y . Autrement dit, X est adhérent a tout point de X ; on en dé-
duit d'abord que tout ouvert affine de X contenant X est égal &4 X , donc que
X est affine ; comme tout point de X est une générisation de Xy s X est méme

local de point fermé Xy -

Dans les deux cas envisagés, comme f est injectif, f établit un homéomorphis-
me de X sur le sous-espace f(X) de S, qui est respectivement fermé ou ouvert.
En vertu de [2] (EGA I, 4.2.2), il suffit de montrer que, pour tout x€ X , si
s = f(x) , ®S,s - ox,x est surjectif dans le cas (i) et bijectif dans le cas
(ii). Or, soient S' = Spec(OS’s) ; et f': X'=Xx S' -> S8' le monomorphis-
me déduit de f par changement de base ; d'aprés le lemme 3.8.1, X' est un sché-
ma local, et par suite s'identifie & Spec(OX,X) ; de plus, dans le cas (ii), f!
est surjectif ; comme OS,s est réduit, on en déduit que C%,s -> QX,X est injec—

tif ; il suffit donc de montrer que dans les deux cas f' est une immersion fermée.
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Or, soit 8" 1le spectre du hensélisé de Gs,s ; par le changement de base S"-»3!',
on obtient un monomorphisme f" 3 X" =X Xg 3" -» 8" ; comme S" -» S' est fi-
délement plat, il suffit de montrer que f" est une immersion fermée ; mais, d'a-
prés le lemme 3.8.1, X" est un schéma local ; c'est donc une conséquence du co-

rollaire 2.4 (iii).

COROLLAIRE 3.9. ~ Un monomorphisme quasi-compact f : X =» S est quasi-affine

dans les cas suivants

(1) f est plat ;
(i) f est de type fini ;

(iii) S est localement noethérien.

Si f est plat, cela a &té démontré dans [6] (prop. 1.5) ;3 si f est de type
fini, cela est une conséquence immédiate de [2] (EGA IV, 18.12.12) ; enfin, si §

est localement noethérien, c'est une conséquence de (i) et du théoréme 3.2.

Nous ignorons si un monomorphisme quasi-compact est toujours quasi-affine.

4. Critéres de platitude.
Indiquons d'abord, sans démonstration, un critére de platitude trop particulier

pour &tre utilisable.

PROPOSITION 4.1, = Soient S wun schéma réduit localement noethérien et univer—

sellement caténaire, et f : X -=» S un monomorphisme affine. Pour que f soit

plat, il faut et il suffit que les conditions suivantes soient réalisées :

(a) f(X) est stable par générisation dans S

(b) L'image par f de tout point maximal de X est un point maximal de S ;

(¢) f est plat en tout point x € X tel que dim(O Y1 .

On peut montrer qu'aucune des hypothdses de cette proposition ne peut &tre sup-
primée ; le point faible de ce critére est la condition (e) ;s i1 faut la remplacer

par la condition analogue portant sur les localisés de profondeur < 1 .

PROPOSITION 4.2, - Soient S wun schéma localement noethérien, et £ : X =>3

un monomorphisme. Pour que f soit plat, il faut et il suffit que les conditions

suivantes soient vérifides :

(i) L'image par f de tout point maximal de X est un point maximal de S ;

(ii) f est plat en tout point x €X tel que prOf(OS,f(x)) <1l
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I1 est clair qu'un morphisme plat vérifie les conditions (i) et (ii). Réciproque-
ment, on peut supposer que S est un schéma local dont le point fermé est dans
£(X) , et il faut montrer qu'alors f est un isomorphisme ; soit S' 1le spectre
du hensélisé de 1'anneau local TI(S , OS) s comme S!' —> S est fiddlement plat, il
suffit de montrer que f!' : X' =X Xg 8! => S' est un isomorphisme ; soit xn
le spectre de l'anneau local de X' en l'unique point de X' dont 1l'image est le
point fermé de S' ; d'apres le lemme 1.2 (i), i1 suffit méme de prouver que le
morphisme composé f£" : X" -> X' -» 8! est un isomorphisme ; mais, en vertu du
corollaire 2.4 (iii), " est une immersion fermée et, en utilisant [2] (BgA IV,
2.3.7 et 6.3.1), on voit que f" vérifie les propriétés (i) et (ii) de 1'énoncé ;

on est donc ramené 3 démontrer ceci :

LEMME 4.2.1. — Soient A un anneau local noethérien, et « un idéal de A con-

tenu dans un idéal premier minimal de A 5 si aP = 0 pour tout idéal premier

poa tél que prof(Ap) €1, alors a=0.

Posons b = AnnA(a) ; i1 faut montrer que b = A . Comme tout idéal premier mi-
nimal & un annulateur non nul, b #0 . Si b# A, a+ b # A, puisque A est
local ; soit p un idéal premier de A minimal parmi ceux qui contiennent IL+Db;
comme a.b = 0 , on déduit du théordme de Hartshorne ([3],et [2], BGA IV, 5.10.7,
appliqué & X = Spec(AF) et Y = {pAF} ) que prof(AF) < 1 ; d'aprés 1'hypothése,
on adonc &« =0, i. e« P A b, ce qui est contraire au choix de P ; donc

P

COROLLAIRE 4.3. - Soient S un schéma intdgre localement noethérien, X un

schéma intdgre, et f : X -> S un monomorphisme birationnel. Désignons par T

1'ensemble des t € S tels que le morphisme

X xg Spec(og ) -> Spec(Og ,)

soit plat. Alors, pour que T soit ouvert, il faut et il suffit que T contienne

un ouvert non vide.

Comme T contient toujours le point générique de S , il est non vide ; la con-

dition est donc nécessaire.

Pour montrer qu'elle est suffisante, on peut supposer que S est affine d'anneau
A; si T contient un ouvert, il contient en particulier un ouvert de la forme
D(a) ou & est un élément non nul de A ; comme A est intdgre, a est A-
régulier ; soit F 1le fermé de S , adhérence de 1'ensemble fini Ass(a/ap) n (S=T).

On va montrer que F =S - T , ce qui montrera bien que T est ouvert ; il est
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d'abord clair que F n T = @ , puisque T est visiblement stable par générisation;
soit U 1le schéma induit par S sur l'ouvert S - F ; il faut montrer que le mo-
nomorphisme f-l(U) — U induit par f est plat ; en vertu de la proposition 4.2,
il suffit de montrer que tous les points s € U tels que pTOf(OS,s) € 1 sont

dans T 3 or, c'est évident si s € D(a) et si s e V(a) , 1'idéal premier p de

A correspondant & s contient a et est tel que prof(AF) = 1 ; donc

p € Ass(A/ah) ;
comme, par hypothdse, p € U , cela implique que p est dans T .

Nous ignorons si, sous les hypothéses de ce corollaire, 1l'ensemble T est tou-
jours ouvert ; comme cette propriété jouera un rdéle capital au paragraphe suivant,

il nous faut exhiber des conditions sur S pour gqu'il en soit ainsi.

, .

DEFINITION 4.4, - Soient A un anneau local, A' son hensélisé, A" son hensé-
1isé strict ([2], EGA IV, 18.6 et 18.8), et m et m' les idéaux maximaux de AY
et A",

On dira que A est quasi-unibranche, si Spec(A') - {m'} est connexe. On dira

que A est géométriquement quasi-unibranche, si Spec(A") - {m"} est connexe.

On dira qu'un schéma S est quasi-unibranche (resp. géométriquement quasi-

unibranche) si, pour tout s € S, 1'anneau local GS s est quasi-unibranche (resp.
9

géométriquement quasi—unibranche).

I1 est clair que S est quasi-unibranche (resp. géométriquement quasi—unibranch@,
si, et seulement si, Sred 1'est. Si S est réduit 2 un point, il est quasi-
unibranche, puisque 1l'ensemble vide est connexe. Si un anneau local A est uni-
branche ([2], EGA OIV’ 23.2.1), il est quasi-unibranche (resp. géométriquement

quasi-unibranche) en vertu de [2] (EGA IV, 18.6.12).

Un anneau local noethérien A de dimension 1 est unibranche, si, et seulement
si, il est quasi-unibranche, puisque le complémentaire du point fermé de Spec(A’)

est un ensemble fini discret.

Soit A un anneau local noethérien tel que prof(A) > 2 3 alors A est géomé—
triquement quasi-unibranche. En effet, comme A -> A" est plat, prof(A") > 2 , et
i1 suffit d'appliquer le théoréme de Hartshorne ([2], EGA IV, 5.10.7).

Le résultat suivant justifie partiellement 1'introduction de ces notions dans

1'étude des monomorphismes.

PROPOSITION 4.5. = Soit S wun schéma localement noethérien réduit et quasi-

unibranche. Alors, pour qu'un monomorphisme f : X -> S soit plat, (il faut et)
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il suffit que l'image par f de tout point maximal de X soit un point maximal de
S .

Remarque 4.6. — Il est possible que la réciproque soit vraie ; pour la démontrer,
il faudrait pouvoir résoudre la question suivante : si A est un anneau local noe-—
thérien et A' son hensélisé, quels sont les épimorphismes A' -=> B! qui "pro-
viennent" d'un épimorphisme local A -> B ? Nous ignorons méme si l'assertion sui-
vante est vraie : soit A un anneau local noethérien intégre de dimension 1 tel
que tout épimorphisme local injectif A —> B soit un isomorphisme. Alors A est

unibranche.

Démonstration de la proposition 4.5. = On peut supposer que S est un schéma lo-

cal dont le point fermé est dans f(X) , et que f est plat en tout point de

X - f—l(s) ; passant su hensélisé, on peut méme supposer que S est le spectre
d'un enneau local hensélien, et il faut montrer que f est alors un isomorphisme ;
en raisonnant comme dans la démonstration de la proposition 4.2, on est ramené &
prouver ceci : soit A wun anneau local noethérien tel que l'ouvert U complémen-
taire du point fermé de Spec(A) soit connexe 3 si a est un idéal de A tel que

V(a) nU £ 8 et tel que ap =0 pour pe V(a) nU , alors a=0 .

I1 suffit de montrer que U' = V(a) N U est ouvert dans U, puisque U est con—-
nexe. Or, soit b = AnnA(a) , et U" = V(b) N U ; coome a.b=0, U=0U!'yl";
d'autre part, si peU', ap =0, donc p £ U" 5 on en déduit que U!' nU" =0 ,

donc que U! = U -~ U" est ouvert.

PROPOSITION 4.7. - Soient A , B deux anneaux locaux noethériens tels que

dim(4) >1,et £: A->B un homomorphisme local tel que le morphisme corres—

pondant Spec(B) —» Spec(4) soit réduit. Alors :

(i) Pour que A soit géométriquement quasi-unibranche, il faut et 11 suffit que

B le soit

(ii) Supposons que le corps résiduel de B soit une extension primaire de celui

de A ; alors A est quasi-unibranche si, et seulement si, B 1'est.

L'hypothése " Spec(B) ~> Spec(4) est réduit" signifie que f est plat et que,
pour tout idéal premier p de A et toute extension k de k(p) , l'anneau
B3, k est réduit ([2], BGA , 4.6 et 6.8). D'autre part, une extension k —> k'
est dite primaire, si k est la plus grande extension algébrique séparable conte—

nue dans k' .

Nous ne démontrons pas cette proposition ; c'est une conséquence assez facile

d'un délicat théordme démontré dans [2] (8GA IV, 18.9.7).
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COROLLAIRE 4.8. - Soit A un anneau noethérien tel que Spec(A) soit quasi-

unibranche (resp. géométriquement quasi-unibranche). Alors, Spec(A[T]) est quasi-

unibranche (resp. géométriquement quasi-unibranche).

L'assertion respée se déduit immédiatement de la proposition 4.7 (i). Pour démon-
trer 1'autre, il faut remarquer qu'on peut supposer que A est local réduit et
qu'il suffit de montrer que les localisés B de A[T], tels que A ->B so0it un
homomorphisme local et que prof(B)~< 1 , sont quasi-unibranches ; or, soient m

1'idéal maximal de A, et k = A/m son corps résiduel ; on sait que
prof(B) = prof(4) + prof(B/mB) ;

donc, si prof(B/mB) = 1, prof(A) =0 , donc A est un corps puisque A est ré-
duit ; mais alors B est un localisé d'un anneau de polyndmes sur un corps, donc
un anneau intégralement clos et, en particulier, un anneau quasi-unibranche. Si
prof(B/mB) = 0 , B/mB , qui est un localisé de k[T], est un corps, donc est iso-

morphe & k(T) ; comme c'est une extension primaire de k , on peut appliquer la

proposition 4.7 (ii).

PROPOSITION 4.9. - Pour un snnesu noethérien intdgre 4 , soit (U(A)) la proprié-

té suivente : " Spec(A) possdde un ouvert non vide qui est un schéma géométrique-

ment quasi-unibranche.

(i) Soit A un anneau intégre noethérien vérifiant (u(a)) ; alors il en est de

méme de tout anneau de fractions S"1 A et de toute A~algdbre de type fini B

intégre et contenant A .

(1i) Soit A un anneau intdgre noethérien de corps des fractions K , tel qu'il

existe une A-algdbre finie B <K telle que Spec(B) soit géométriquement uni-

branche. Alors A vérifie (Q(A)). Bn particulier, un anneau local noethérien inté-

gre et un anneau japonais vérifient (U).

Démontrons (i) : soit B une A-algdbre de type fini intégre et contenant A ;
quitte & se restreindre & un ouvert de Spec(4) , on peut supposer que Spec(A)
est géométriquement quasi-unibranche, et qu'il existe des &léments ti € B, algé-
L tn]-algébre

finie ([1], chap. V, § 3, corollaire 1 du théoréme 1) ; utilisant le corollaire

briquement indépendants sur A , tels que B soit une A[t

4.8, on est donc ramené & prouver 1l'assertion lorsque de plus B est finie sur

&L . Soient X 1le corps des fractions de A, L celui de B, K' la fermeture
séparable de K dans L , et A!' = B n KXK' ., Montrons d'abord que A'!' vérifie (Q);
comme K' est une extension finie séparable de K , on peut, en se restreignant &

un ouvert convenable de Spec(4) , supposer que A' est un revitement étale de 4
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il suffit alors d'appliquer la proposition 4.7 (i). Pour terminer la démonstration,
il suffit de remarquer que Spec(B) —> Spec(A!) est un morphisme fini radiciel et

surjectif, donc un homéomorphisme universel.

L'assertion générale de (ii) est & peu prés triviale ; celle qui concerne un an-

neau local noethérien intégre est une conséquence immédiate de [2] (EGA OIV’ 23.2.5)

Remarque 4.10. - Compte tenu de la proposition 4.5, si A est un anneau noethé-
rien intégre vérifiant (2), et si f: A->»B est un épimorphisme injectif ou B
est intégre, alors f est "génériquement" plat ; cette propriété simplifie beau-
coup le critdre de finitude du paragraphe suivant. Nous ne connaissons pas d'an-
neaux noethériens intdgres qui ne vérifient pas (Q) 3 le contre—exemple le plus
simple serait celui d'un anneau noethérien intégre A tel que dim(A) = 1 , possé-
dant une infinité dt!'idéaux premiers m tels que A.m ne soit pas géométriquement

unibranche.

5. Critéres de finitude.

THEOREME 5.1. — Soient S un schéma noethérien, f : X =» S un morphisme

quasi-compact, (Xi)ieI la famille des composantes irréductibles de X . Pour tout

i , désignons par Si le sous—schéma fermé intégre de S, image fermée de Xi par

£, et par £, : Xi ~>kSi le morphisme déduit de f .

Pour que f se factorise en

x-2s1-255

ol j est un monomorphisme plat quasi-compact et u wun morphisme fini, il faut et

il suffit que les conditions suivantes soient satisfaites :

(1) Pour tout s € S, le morphisme fibre X, =X xq Spec(k(s)) —> Spec(k(s))

est entier ;

(ii) Le morphisme diagonal Af s X ~-» X Xq X est une immersion fermée de pré-

sentation finie

(iii) Les composantes irréductibles Xi sont en nombre fini ;

(iv) Pour tout i , il existe un ouvert non vide Ui de Si tel que la restric-

by

tion de f, & f;l(Ui) soit un morphisme plat.

De plus, la condition (iv) est conséquence de (i) et (ii) si, pour tout i , S,

posséde un ouvert non vide sur lequel il induit un schéma quasi-unibranche (défini~

tion 4.4).
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Démontrons d'abord la dernidre assertion : on peut supposer que X et S sont
intégres et f dominamt ; si f vérifie (i) et (ii), d'aprés le théorsme 3.2 et
le lemme 1.5, f se factoriseen X =>T->8, ou X =->T est un monomorphisme
et T -> S un morphisme fini qu'on peut supposér dominant ; d'aprés la proposition
4.9 (i), en se restreignant 3 un ouvert assez petit de S , on peut supposer que T
est gdométriquement quasi-unibranche et que T -> S est plat ; mais, d'aprés la

proposition 4.5, le monomorphisme X —> T est alors plat ; d'ou le résultat.

Démontrons que les conditions sont nécessaires : si f se factorise par un mono-
morphisme plat et un morphisme fini, ses fibres sont des morphismes finis, et en
particulier entiers, d'ou (i) 3 la condition (ii) est conséquence du lemme 1.5.
Comme u est fini et S noethérien, T est noethérien ; en particulier, T n'a
gqu'un nombre fini de composantes irréductibles ; comme Jj est un monomorphisme
plat, on en déduit que X a un nombre fini de composantes irréductibles, d'ou
(iii). Pour tout i , soit Ti 1'image fermée de Xi par J ; comme J est un
monomorphisme plat quasi-compact, Xi est isomorphe & X X Ti (1emme 1.7), donc
Xﬁ - Ti est plat ;3 comme fi se factorise en Xi —>~Ti —9»Si y OU Ti -> Si est
fini dominant, il est clair qu'au voisinage du point générique de Si ’ Ti -> Si

est plat, donc aussi fi .

5.2. = Pour démontrer que les conditions sont suffisantes, on procédera par éta~-

pes. Fixons d'abord les notations.

D'aprés le théordme 3.2, les hypotheses (1) et (ii) impliquent que f se facto-
rise en

X=>3"'=->8 ,

ob j: X =>3' est un monomorphisme plat quasi-compact et v : S!' -=> S un mor-
phisme entier. La OS—Algébre v*(GS,) est donc quasi-cohérente et entiére ; en
particulier, elle est réunion de la famille filtrante croissante de ses sous—C%—
Algébres quasi-cohérentes de type fini SX 3 si SX = Spec(Sx) , Vv se factorise
en S!' — SX -3, ou uy ¢ SX -> S est fini, et les morphismes entiers surjec-
tifs vy SR -a»Sx font de S' une limite projective du systéme des SX . On va

montrer qu'il existe un indice A tel que le morphisme composé

3 — 5 . ! -
J)\—V)\OJ, X"‘?S ;’S)\

soit un monomorphisme plat quasi-compact.

1° Réduction au cas ou f est un monomorphisme : D'aprés le lemme 1.5, il existe

un indice A tel que jk soit un monomorphisme ; il suffit donc de prouver que

jx vérifie (iv) s c'est une conséquence immédiate du lemme suivant
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LEMME 5.2.1. = Soient X , Y, et Z trois schémas intégres, j: X ->7Y un

monomorphisme dominant, et u : Y -» Z un morphisme fini surjectif. Supposons gue

7Z soit noethérien et que le composé f =ueo j: X ->2Z soit plat. Alors il exis-

te un ouvert non vide W de Z tel que le monomorphisme f—l(W) - u—l(W) déduit

de j soit plat.

Comme u est fini et que la question est locale sur Z , on peut supposer que Y

et 2 sont affines, soit 2 = Spec(4) et Y = Spec(B) ; A est donc un anneau
intdgre noethérien, et B une A-algebre finie intégre contenant A ; soient K
et L 1les corps des fractions de A et B respectivement, K' 1la cl8ture sépa~
rable de K dans L , et A' = B nK' . Comme A est noethérien, le schéma

7' = Spec(A') est fini sur A, et u se factorise en Y = Z' -> 2 . Comme K'
est une extension séparable de K , on peut, en se restreignant & un ouvert W de
Z , supposer que Z' ->Z est non ramifié ; par suite, le morphisme diagonal de
Z' «>» 7 est une immersion ouverte ([2], EGA IV, 17.4.2), donc un morphisme plat ;
en appliquant le lemme 1.2 (i) aux morphismes X -» Z' et Z' ->7Z , on voit que
X => 72! est plat. D'autre part, on vérifie tout-de-suite que Y ->Z' est radi-
ciel. Quitte & remplacer Z par Z' , on peut donc supposer que u : Y ->7Z est
un morphisme fini radiciel et surjectif, donc un homéomorphisme universel. Montrons
qu'alors X —>Y est plat. Par un changement de base appropriée, on peut supposer
que Z est le spectre d'un anneau local noethérien hensélien dont le point fermé
est 1'image d'un point x € X . Comme Y -=> 2 est un homéomorphisme fini, Y est
un schéma local dont l'anneau est lui aussi hensélien. D'autre part, comme X =>7Y

est un monomorphisme, il suffit de montrer que le monomorphisme composé
Spec(OX,X) -> X ->7Y

est un isomorphisme. Bref, on peut se ramener au cas o X , ¥ et Z sont des
schémas locaux. Notons qu'alors le composé X -» Y —-> Z est méme fideélement plat,
donc surjectif ; comme Y -> Z est bijectif, X -=>Y est surjectif ; mals, comme
Y est le spectre d'un anneau local hensélien noethérien et X —-> Y un monomor—
phisme, X -=>Y est une immersion fermée (corollaire 2.4 (iii)) surjective j comme

Y est réduit, c'est un isomorphisme ; d'ou le résultat.

29 Réduction au cas ou les Si sont les composantes irréductibles de S : Remar-

quons d'abord que Jj : X —=> S' établit une bijection entre les points maximaux de
X et ceux de S!' 5 conme j est plat, il transforme point maximal en point maxi-
mal, comme c'est un monomorphisme, c'est une injection ; enfin, comme par défini=-
tion de S', Ogr => j%(OX) est injectif, tout point maximal de S' est dans

j(X) (localiser en ce point maximal, et utiliser le fait que la formation de
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1'image directe commute aux changements de base plats).

I1 suffit donc de montrer que, pour un A assez grand, vy S! - Sk établit
une bijection entre les points maximaux de S' et ceux de SX s or, comme S est

quasi-compact, on peut supposer que .S est affine, et il reste & prouver ceci :

LEMME 5.2.2. = Soient A un anneau, et B une A-algdbre n'ayant qu'un nombre

fini d'idéaux premiers minimaux. Il existe une A-algdbre de type fini C < B

telle que 1l'application Spec(B) -> Spec(C) établisse une bijection entre les

iddaux premiers minimaux de B et ceux de C .

Comme les idéaux premiers minimaux 95 de B sont en nombre fini, il existe,
d'aprés le lemme d'évitement, une famille finie (ti) d'éléments de B tels que
ti €q; et ti ¢ qj pour Jj # i ; il suffit de prendre pour C la sous-A-algdbre
de B engendrée par les ti ; en effet, comme C < B , tout idéal premier minimal
de C se reléve & B ; d'autre part, pour tout i s, Cn 9% est un idéal premier
minimal, sinon il contiendrait un idéal premier minimal, donc un C n q pour un

J # 1 sy Ce qui s'oppose au ch01x des ti .

3° Démonstration dans le cas ou X est intégre : Remarquons qu'on n'utilise pas

ici le fait que S' est la fermeture intégrale de S dans X , mais seulement les
deux propriétés suivantes :+ j : X —-> S' est un monomorphisme plat quasi-compact,

et S!' => S est entier.

D'aprés le 1° et le 2°, on peut supposer que f est un monomorphisme et que S
est intégre. Pour tout A , soit Uk 1'ensemble des points t € SK tels que le
morphisme

X Xq Spec(®S t) - Spec(ﬂs t)

A \? A

déduit de X -a»Sh par changement de base soit plat. Comme, d'aprés le lemme

3y e
A
5.2.1, le monomorphisme jh vérifie (iv), on déduit du corollaire 4.3 que Uh est
ouvert dans Sh . Comme uy * Sx -> 3 est fini, c'est en particulier un morphisme

fermé, donc FX = uA(S) - Ux) est un fermé de S pour tout A . D'autre part,

pour W > A , le morphisme composé X Xq UX -> S *xq
A HoS)
utilisant le lemme 1.8 (i), on en déduit que Fu < FK , donc que la famille (FX)

JX -> Uk est plat ; en

est filtrante décroissante. lontrons que N Fx =@ : soient s €S, A= OS s et
)\ H

T = Spec(4) ; 8! xg T est un schéma affine dont 1'anneau est une A-algdbre en-

tidre contenue daﬁs le corps des fractions de A . En utilisant [2] (BcA OIV’

23.2.5), on voit que, pour \ assez grand, le morphisme S' xg T -> SK g T est

radiciel. Or, on a le lemme suivant :
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LEMME 5.2.3. - Soient X , Y et 2 trois schémas intégres, Z étant noethérien,

j: X—=7Y un monomorphisme plat, et v : Y -»Z un morphisme entier bijectif,

tels que le composé v o j : X —=>7Z soit un monomorphisme. Alors v o j est plat.

On se raméne comme d'habitude au cas o Z est un schéma local dont le point
fermé est dans v o j(X) , et il faut voir qu'alors v o j est un isomorphisme.
Mais, comme v est injectif et entier, Y est alors lui aussi un schéma local, et
son point fermé se trouve dans j(X) ; comme j est plat, il est fiddlement plat,
et comme c'est un monomorphisme, c'est un isomorphisme. v o J est donc un mono-

morphisme entier, donc un isomorphisme (proposition 3.8).
Appliquant ce lemme au morphisme composé X Xg T —> 3! g T => Sh Xg T, on

voit que c'est un monomorphisme plat j; en particulier, u;l&Q c Uk , donc s @& Fk ’
ce qui prouve bien que l'intersection des Fh est vide. Comme S est quasi-
compact, il existe A tel que FX =g , ce qui veut dire que UX = Sh , donc que

jk est plat.

0 ’ k3 A ] ° ° .
4° Réduction am cas ou, pour tout i, f, : Xi -> Si est plat s Pour tout i,

soient S{ et (Sk)i les images fermées de Xi par J et jh respectivement.
I1 est clair que S{ est limite projective du systéme des Si—schémas finis (Sk)i;
comme j : X =» 3! est un monomorphisme plat quasi-compact, Xi -> S{ gt X

est un isomorphisme (Lemme 1.7) ; donc Xi - S{ est un monomorphisme plat quasi-
compact ; enfin, Si —a»Si est évidemment entier ; utilisant le 3° et le fait que
les Xi sont en nombre fini, on voit donc qu'il existe A tel que, pour tout i ,

X, - (Sk)i soit plat j il suffit de remplacer S par 8, .

Remarquons que cela implique, en particulier, que les Xi sont noethériens ([6],
1.2), donc que l'espace topologique X , rdunion d'un nombre fini d'espaces noethé-

riens, est noethérien.

50 Fin de la démonstration : Supposons effectudes toutes les réductions précéden-—

tes ¢ f: X ->3 est donc un monomorphisme quasi-compact tel que, pour tout 1 ,
fi : Xi - Si soit plat, et les Si sont exactement les composantes irréducti-
bles de S ; enfin, OS ->nf*(®x) est injectif.

Montrons qu'on peut se ramener au cas ou, pour tout i , l'immersion fermée
LA Xi -> X xg Si est un isomorphisme.

I1 suffit de montrer que W, est de présentation finie ; en effet, supposons ce

point acquis ; w, se factorise en

- | -
Xi > X Xy Si > X XS)\ (S)\)i -> X Xq Si ’
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ot la premidre fldche est un isomorphisme puisque X =» S' est un monomorphisme
plat quasi-~compact (lemme 1.7), et les deux autres des immersions fermées ; il suf-

fit alors d'appliquer le lemme 1.6.

Pour prouver que W, est de présentation finie, on va montrer que c'est une im-
mersion ouverte quasi-compacte ([2], BGA IV, 1.6.2). La quasi-compacité provient de
ce que c'est une immersion fermée. D'autre part, W est plat, puisque le composé
Xi -> X xg Si -> Si est plat par hypothese et que X X Si -> Si est un mo-
nomorphisme (lemme 1.2 (i)) ; Wi(Xi) est donc un fermé stable par générisation de
X Xq Si ;s mais cet espace est noethérien, puisqu'il s'identifie & un fermé de X ;
donc Wi<Xi) est ouvert dans X g Si (regarder les composantes irréductibles qui
ne rencontrent pas Wi(Xi) ). Enfin, un monomorphisme plat quasi-compact dont 1'i-

mage est un ouvert est une immersion ouverte ; d'ou le résultat.

On peut donc supposer que, pour tout i, X Xq Si -> Si est plat ; i1 ne res—

te plus qu'a démontrer le lemme suivant :

LEMME 5.2.4., - Soient S wun schéma noethérien, et f ¢ X -=> S un monomorphisme

quasi-compact tel que OS ->-f*(®x) soit injectif. Supposons que, en désignant par

Si les schémas intdégres induits par S sur ses composantes irréductibles, les

morphismes X Xg Si - Si soient plats. Alors f est plat.

On se rambne immédiatement au cas oi S est un schéma local dont le point fermé
se trouve dans f(X) ; montrons que 1'application f est fermée ; soit Y un
sous-schéma fermé de X ; pour montrer que f(Y) est fermé, il suffit de montrer
que, pour tout i , £(Y) n Si est fermé ; cet ensemble est 1l'image du morphisme
composé Y Xq Si -> X xq Si - Si s or, la premiére fléche est une immersion
fermée, et X Xq Si - Si est un isomorphisme puisque c'est un monomorphisme
quasi-compact fiddlement plat. D'ol ce qu'on veut. En vertu du lemme 3.8.1, X est
un schéma local ; soient B son enneau, et A celui de S . Il faut montrer cecis
soient A un anneau noethérien, p; ses idéaux premiers minimaux, et g : A ->13B
un homomorphisme injectif ; si, pour tout i, A/pi —>-B/(pi B) est un isomor-
phisme, alors g est un isomorphisme. Il suffit de montrer que g est surjectif ;
désignons par M 1le A-module B/A ; d'aprés 1'hypothése, M = P M pour tout i
donc M = Py Py oeeer Py M . Mais, dans un anneau noethérien, le produit des idéaux

premiers minimaux est un idéal nilpotent ; donc M =0, et g est surjectif.

Co Q,o Fo Do
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