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Séminaire P. SAMUEL ‘ 5~01
(Algdbre commutative)
Année 1967/68, n°® 5 6 et 13 décembre 1967

UN GRITERE D'EFFECTIVITE DE DESCENTE

par Michel RAYNAUD

1. Monomorphisme Elat.

Par définition, un morphisme de schémas f : X ==Y est un monomorphisme si,

pour tout schéma T , 1l'application canonique Hom(T , X) => Hom(T , ¥) est in-
jective. Il revient au méme de dire que le morphisme diagonal X ~E>- X Xy X est
un isomorphisme. Si f est un morphisme de Spec(B) dans Spec(4) , f est un

monomorphisme de schémas si, et seulement si, le comorphisme de f est un épimor—

phisme de l'anneau A dans l'anneau B au sens des autres exposés de ce séminaire.

Commengons par étendre am cas des schémas, certains résultats établis par LAZARD

dans le cas des schémas affines.

PROPOSITION 1.1. = Soit f : X —= Y un morphisme de schémas. Alors les proprié-

tés suivantes sont équivalentes :

(i) Le morphisme f est un monomorphisme plat.

(ii) Le morphisme f est injectif et, V x € X , le morphisme canonique :

OY,f(x) -Q‘OX,X est un isomorphisme.

Démonstration.
(i) ==> (i) : Si f est un monomorphisme, f est &videmment injectif ; d'au-

tre part, si f est plat, V x e€eX , f induit un monomorphisme fidélement plat,
affine, Spec(OX ) —=> Spec(0 ) , qui est donc un isomorphisme (exposé 4,
X Y, (x)

§ 1.2).

(ii) =D (i) : Soient T wun schéma, uy et u2 deux morphismes de T dans
X , tels que fu1 = fu2 , et montrons que u, =1, . Comme f est injectif, u,
et U, coincident ensemblistement. On peut donc se ramener am cas o X , Y , T

sont affines, auquel cas la propriété résulte de l'exposé 4, § 2.4.

b

Si X est un schéma, X désigne 1'espace topologique sous—jacent a3 X j si

f: X->Y estun morphisme de schémas, f : X =>7Y désigne 1'application

continue sous—~jacente.

Sous les conditions générales de 1.1, f- 1 X ~»Y n'induit pas en général un

homéomorphisme de X sur f£ (X ) , contrairement & ce que l'on a vu dans le cas
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affine (exposé 4, § 2.2). En effet, prenons par exemple Y = Spec(gD , et soit P
1l'ensemble des nombres premiers. Pour tout p € P , soit Xp le spectre de 1l'an-
neau de valuation discréte, localisé de Z en p . Le point générique de X.P sti=
dentifie canoniquement & Spec(Q) , et est ouvert dans X.p . Nous pouvons donc re-
coller les schémas Xp (p € P) , suivant l'ouvert constitué par leur point géng-
rique. Si X désigne le schéma ainsi obtenu, les monomorphismes évidents X.p -—> Y
se recollent en un morphisme f : X =»Y , qui est un monomorphisme plat surjectif.
Mais f n'est pas un homéomorphisme puisque X~ n'est pas quasi-compact, tandis
que Y 1l'est. Hn fait, tous les ennuis viennent de 13, comme le montre la propo-

gition suivante @

PROPOSITION 1.2. = Soit f ¢ X -E>'Y un monomorphisme plat quasi-compact. Alors:

(1) Ltapplication £~  induit un homéomorphisme de X~ sur soh image £(%7) ,

ot le schéma X est cenoniquement isomorphe & 1'espace anneld induit par (¥ , OY)

sur le sous~espace f (X ) .

(ii) §1_ Y est localement noethérien (resp. noethérien), il en est de méme de
X .

Démonstration. = Soit Z un sous-schéma fermé de X . Le morphisme composé

Z ->X -»Y est quasi-compact et séparé (N.-B. - C'est un monomcrphisme), de sorte
*
que 1'on peut considérer 1'image formée schématique %' de % dans Y (EGA ()
I, 9.5.1). Je dis que f-l(Z') = 7 . Ce point se vérifie sur les anneaux locaux de
X . Comme la formation de 1l'image fermée commute aux changements de base plats
1
Tt - Y (ECA Opy

supposer d'aprés 1.1 que f est un isomorphisme, auquel cas la propriété est clai-

’ 1.7.21), quitte & remplacer Y par Spec(OY’f(x)) , on peut

re. Ceci entrafne immédiatement (ii), et montre que f~ est un homéomorphisme de
X sur f (X7) . Comme f 4nduit un isomorphisme sur les enneaux locaux, il en
résulte bien que 1'espace ammelé (X , OX) est isomorphe & l'espace annelé induit
par (¥, OY) sur £ (X7) (voir aussi EGA IV, 2.3.11).

COROLLAIRE 1.3. — Soient Y un schéma, et £ une partie de Y . Alors il

existe & un isomorphisme prés, au plus un monomorphisme plat quasi-compact

Fi K=Y s tel que £ (X)) =E .

’ — -
DEFINITION 1.4. — Soient Y un schéma, et E une partie de Y . Nous dirons

que E est admissible (dans Y ), s'il existe un monomorphisme plat quasi-compact

(*) Voir [2].
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c -y -
fi: X=>Y, tel que £ (X ) =8 . D'aprés ce qui préedde, il revient au méme de
dire que l'espace amelé E = (B , &) induit par (Y~ , OY) sur le sous—espace

n)

E , est un schéma, et que E  est rétro—compact dans Y .

C
PROPOSITION 1.5. = Soit f ¢ X -==>Y un monomorphisme plat quasi-compact. Alors:

(i) I1 existe un plus grand ouvert U de Y , contenant f(X) , tel que, dans

x-—-—E-—-—;Y
WA
g i
U

la factorisation canonique

g soit un morphisme affine.

(i1) 8i Z = Spec f*(OX) (EGA II, 1.3.1), et si 1'on considdre la factorisation
canonique
Z
S
Y

alors le morphisme J est une immersion ouverte (i. e« f est quasi-affine).

’

(iii) on'a Y - U = h(z2 - X) (ot la barre désigne 1l'adhérence dans Y ).

Démonstration.

(i). I1 existe évidemment un plus grand ouvert U de Y , tel que f soit affi-
ne au~dessus de U j il faut voir que U contient f(X) . Pour ce faire, on peut
supposer Y affine. Soient alors x un point de X , et V wun ouvert affine de
X contenant x . D'aprés 1.2, V est la trace sur X d'un ouvert W de Y .
Comme W est contenu dans Y affine, W est séparé, donc le morphisme V —> W
est affine (EGA II, 1.6.3) ; d'autre part, W contient £(x) .

(11) et (iii). Notons d'abord qu'il rémulte de HGA (I, 9.2.1) que £,(0;) est
une Oy~algdbre quasi-cohérente, de sorte que Z = Spec(f*(ox)) est défini, et est
affine sur Y . Au-dessus de U , J est un isomorphisme puisque g est affine,
donc j est bien une immersion ouverte et h(Z - X) est contenu dans Y -~ U ,
donc h(Z - X) €Y - U . D'autre part, au-dessus de l'ouvert Y - h(Z - X) , J
est une immersion ouverte surjective, donc est un isomorphisme, donc f est affine
au-dessus de Y - h(Z - X) . Vu la définition de U , on en ddduit UcY-h(Z2-X) .
Bref, Y - U = h(Z - X) .
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REMARQUE 1.6.

>

(i) On voit facilement que si Y est localement noethérien, Y - U est de codi~-
mension au moins 2 dans Y .
(ii) 8i 2 est localement noethérien, % - j(X) est aussi de codimension au

moins 2 deans 2 (cf. BGA IV, 21.12.6).

2. Un critére pour qu'une partie E d'un schéma Y soit admissible.
Notons d'abord deux lemmes, le premier étant trivial et le second résultant de
EGA (TV, 1.10.1).

LEMME 2.1. - Soient Y un schéma, et B une partie de Y . Alors les condi=-

tions suivantes sont équivalentes s

(i) Le sous—-espace E est stable par générisations.

(ii) E- est l'intersection de ses voisinages ouverts dans Y .

Si de plus E- est quasi-compact, ces conditions sont encore équivalentes & @

(ii bis) La partie E-  est intersection de ses wisinages ouverts quasi-compacts.

LEMME 2.,2. - Soit F une partie ind-constructible (EGA IV, 1.9.4) d'un schéma

Y , qui contient une partie @&  stable par générisations. Alors F contient un

voisinage ouvert de E .

PROPOSITION 2.3. - Soient Y un schéma, et E  uh sous—espace de Y stable

par générisations et rétro-compact dans Y  (cette dernidre condition étant tou-

jours réalisée si Y  est localement noethérien). Soient E = (E- , &) 1'espace

annelé induit par Y = (¥~ , OY) sur E ,et £f: E->Y le morphisme canoni-
que. Alors :

(i)‘§i Y est quasi-séparé, et si V  est un ouvert quasi-compact de E ,

1'application canonique

lém r(w, op) - (@ , 8 ,

ot U parcourt les voisinages ouverts quasi-compacts de V  dans Y , €3t un iso—

mogghisme.

(ii) Le faisceau de O

Y—algébres f*(g) est quasi-cohérent, de sorte que si

Z = Spec f*(S) , on a une factorisation canonique :

B —-—Q———> Z

2 N f

Y .
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" De plus, j : E —>7Z induit un homéomorphisme de E  sur son image, et cette

dernidre est rétro—compacte dens Z et stable par générisations.

(iii) "La formetion du diagramme (*)" commute & la localisation aux points de Y.

Démonstration.

(i) Soit donc 7V un ouvert quasi-compact de E , et soit s e I'(V" , &) . Par
définition du faisceau induit & , pour tout point v e V. , il existe un ouvert
affine Uv de Y , contenant v et s, € I"(Uv ’ OY) s qui induit s sur V n'Uv.
Comme V  est quasi-compact, on peut recouvrir V par un nombre fini, n , des
ouverts Uv « Par récurrence sur n , oh est ramené 3 prouver que si l'on a deux
ouverts quasi-compacts U1 et U2 de Y qui recouvrent V et deux sections
s, € F(Ui y OY) (i=1, 2), telles que s; oprolonge s | v7n U, , alors il
existe un ouvert quasi-compact U de Y , contenant V™ , tel que s se prolonge
4 U. Comme Y est quasi-séparé, U, nU, est quasi-compact. D'autre part, s

1 2
et S5 coincident sur 1'ensemble quasi-compact U1 nU

1

5 N ' y donc sur un voisi=-

. nage ouvert quasi-compact W de ce dernier, dans U1 n U2 . Le fermé F::UlrnUz-W
de Ul n U2 y est alors une partie constructible de Ul U U2 qui ne rencontre pas
vV, done Ul 1

D'aprds 2.2, cette partie contient un ouvert quasi-compact U contenant V . Par

U U, = F est une partie constructible de U, U U, qui contient V.

construction, on a alors U N (U1 n U2) c W, donec ) et s, se recollent en une

section de OY sur U qui prolonge évidemment s .
(ii) L'assertion & démontrer est locale sur Y , de sorte que 1'on peut supposer
T affine d'anneau A . Pour voir que f*(S) est quasi-cohérent, nous devons véri-

fier que f*(g) est isomorphe au faisceau sur Y , associé au A-module

r(y , £,(8)) =1(z", & .
Lorsque a parcourt les éléments de A , on sait que les ouverts Ya de Y , for-
ment une base de la topologie de Y . Il nous suffit donc de montrer que, pour tout
a € A, le morphisme canonique I‘(Ya ’ f*(S)) <« TI(Y ’ S)a est un isomorphisme,
ou encore, posant E; =E n Ya s, que le morphisme canonique

(%) P(E; , &) < T(8", S)a

est un isomorphisme. Soit U wun ouvert quasi-compact de Y , qui contient E; .
dors F = Ya - U est une partie constructible de Y , qui ne rencontre pas E- ’
donc (2.2), Y - P contient un voisinage ouvert W , d& E , que 1'on peut suppo-

ser quasi-compact (2.1). On a alors W,=WnY cU.D'apres (1), on a

(e , &) = l%m L, 0y)
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oi U parcourt la famille filtrante I des ouverts quasi-compacts de Y contenant
E; - Vu ce qui précéde, on voit que les ouverts U de la forme Wa s o W est un

ouvert quasi-compact de Y contenant E , sont cofinaux dans I . Donc

I‘(E; , €) = lin 1"(wa , O

) .
W T

Mais d'aprds EGA (I, 9.3.1), le morphisme canonique I'(W , Oy), => r(w&L » Oy)
est un isomorphisme. On en déduit bien, par passage 3 la limite inductive, que le
morphisme canonique (**) est un isomorphisme. Par ailleurs, il est elair que j-
induit un homéomorphisme de E  sur son image, et que j- est quasi-compact. Le
fait que j (E7) soit stable par générisations va résulter de (iii), que nous al-

lons maintenant démontrer.

(iii) Précisons d'abord le sens de 1'assertion (iii). Soit y € Y , et soit
Yy = Spec(OY y) . Nous identifions Y; 3 un sous-espace de Y . Nous verrons dans
, Cad - -~ —
un instant que Ey =E n Yy est quasi-compact ; d'autre part, E_ est évidemment

stable par générisations. Nous pouvons considérer 1'espace annelé Ey = (Ey , Sy)

induit par OY sur E; s et le morphisme canonique fy : Ey —>';y . D'aprés (ii),

(f ), (8) est quasi-cohérent, et 1'on peut introduire le schéma
y'E Ny

= = E- .
Z, Spec(fy)% (8y> Spec T'( v Sy)

On a alors un diagramme commutatif canonique :

B > B
y |
jy ! J
\
(32) £ Z 1 >
y v fT‘ /Z
‘ .
v v
Yy >»Y

et i1 s'agit de montrer que le '"carré" inférieur est cartésien, i. e., que le mor-
phisme canonique Zy -> 7 Xy Yy est un isomorphisme. Comme Yy est le localisé
de Y en y , il est clair qu'il suffit de montrer que le morphisme canonique

rE ,86) - linI(v, £,()) =TUNE , & ,
y y i g
o U parcourt les voisinages ouverts de y dans Y , est un isomorphisme. Pour
établir ce point, on peut supposer Y affine. D'apres i.l1, E  est intersection

d'ouverts quasi-compacts, donc est pro-constructible (EGA IV, 1.9.4). Par suite
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(EGa IV, 1.9.5 (vi)), E; est pro-constructible dans Yy , donc est quasi~compact.
I1 résulte alors de (i) que 1l'on a

(B, , &) =1nr(U, 0 ,

y y i
oiu U parcourt les ouverts quasi-compacts de Y contenant E; . 31 U est un tel
ouvert, comme E est pro-constructible, il en est de méme de B - U . Or ce der-
nier ensemble ne rencontre pas Yy . I1 résulte alors de 2.2, qu'il existe un ou-
vert quasi~-compact W de Y , contenant Yy , telque Wn (B -U) =0 .0na
donc les inclusions : E; CE NWCSWnNUCSU ., Il en résulte que 1'on a

F(E; , gy) = 1%p (B nw, 8 ,

ob W parcourt les voisinages ovuverts de y .
C. Q' Fl D.

PROPOSITION 2.4, — Soient Y , B , E comme dans 2.3, et considérons la factori-

sation canonique :

Alors

(A) Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) B est admissible (1.4).

(i1) E est un schéma.

(ii1) 357(87) est ouvert damns Z .
(iv) n(z - 3(E) nE =4 .

(B) Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) E  est admissible, et le morphisme f : B -»>7Y est affine.

(ii) Le morphisme j est un isomorphisme.

(iii) L'application j~ est surjective.

(iv) vye¥Y , 11 existe un monomorphisme plat quasi-compact, affine,

f ¢« X =>»8 0 dont 1'image est E_ = E n Spec(0 .
y y pect Y,y) P 22 = y pect Y,y)

Notons d'abord qu'il résulte immédiatement de 2.3, (ii) et (iii), que l'on a le

corollaire suivant ¢



5-08
COROLLAIRE 2.5.

(i) L'espace annelé E s'identifie canoniquement & 1l'espace annelé induit par le

schéma Z sur le sous-espace j (B ) .
(ii) n(z - §j(B)) nE =4 .

Démonstration de 2.4.

(&) L'équivalence de (i) et (ii) est mise pour mémoire ; d'autre part, 1'étude

directe (1.5) nous a montré que (ii) ==> (iii) et (ii) => (iv) .

(iii) we> (ii) résulte de 2.5, (i), et (iv) => (iii) est bien clair.

(B) (i) <=> (ii) et (i) ==> (iv) sont bien clairs, (ii) <==> (iii)
résulte de 2.5, (1).

Prouvons que (iv) ==> (4iii) . Pour voir que j est surjectif, on peut, comp-

te tenu de 2.3, (iii), supposer Y 1local. Mais alors, la propriété résulte de
1'hypothdse faite dans (iv), et de (1) = (iii) .

REMARQUE 2,6. = Lorsqu'on n'impose plus eu morphisme f d'8tre affine, on n'a
plus de critére local d'admissibilité comme dans 2.4, (B) (iv). Par exemple, pre-
nons pour Y 1'ouvert complémentaire du point fermé du spectre d'un anneau local
noethérien, normal, de dimension au moins 3 . Pour E , prenons le complémentaire
dans Y de 1l'ensemble (infini) des points fermés de Y . Comme Y est normal et
que E  contient les points de Y de codimension £l,ona Z=Y . Nais B
n'est pas ouvert dans Y , donc E n'est pas admissible (2.4 (4), (i) <=> (iii)),
9

Pourtant, pour tout point y de ¥, B n Spec(OY‘y) est ouvert dans Spec Oy
b4

donc est admissible.

"y

COROLLAIRE 2.7 = Soient Y wun schéma dont les anneaux locaux sont factoriels,

et soit E une partie rétro-compacte de Y , stable par générisations. Alors,

pour que B  soit admissible, il faut et il suffit qu'il existe un voisinage ou-

vert U de E dans Y , tel gque, si y €U et si tous les points de codimension
1 de Spec O

sont dens E , alors y est dans E .

T,y

Démonstration. — La nécessité d'une telle condition est facile 2 établir (et est

valable d&s que Y est localement noethérien, ou bien dds que Y est un schéma de
Krull). On peut prendre par exemple, pour ouvert U , celui introduit damns 1.5, (i).
Prouvons maintenant la suffisance. Quitte & restreindre Y , on peut supposer

Y =U . On va alors chercher un monomorphisme f : E -> Y qui soit affine. D'a-
pres 2.4, (B) (iv), on peut supposer Y local, donc factoriel. L'hypothése faite
sur B entrafne alors que, ou bien E  est vide ou réduit eu point générique de

Y , auquel cas l'existence de E est claire, ou bien B =Y = U (ﬁ;) y OU X,
i
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parcourt les points de Y , de codimension 1 , qui ne sont pas dans E . Comme

A =T(Y) est factoriel, il existe f, €A, tel que Y - E; = Spec(Af ) . T1 est

i
clair alors que E = Spec AS » ou S est la partie multiplicative de A engendrée

par les fi , répond & la question.

Indiquons comment la question de savoir si certaines parties de schémas sont ad-
missibles se rencontre dans les problémes de passage au quotient. Soient S wun
schéma noethérien, X wun S-gschéma de type fini, R wun sous-schéma fermé de
X *q X qui est le graphe d'une relation d'équivalence sur X telle que les deux
projections canoniques Py 2 Pyt R :Eix soient plates. On sait alors que, si
l'espace annelé quotient de X par R, soit X/R, est un schéma, X/R est aussi
le quotient de X 'par R pour la topologie fid®lement plate quasi-compacte [7],
de sorte que le morphisme canonique p : X - X/R =Y est fiddlement plat. En
particulier, si x € X, on a p(Spec OX,x) = Spec OY o(x) ? et par suite le saturé,
par la relation d'équivalence R , de Xx = Spec(OX’xs , est représentable par le

schéma p-l(Spec OY p(x)) = Satx . On a donc un monomorphisme plat guasi-compact :
’

Sat_ —> X . Evidemment, Sat; = p;(p;)—l (X;) , de sorte que ce dernier ensemble
est nécessairement admissible dans X . Signalons, sans démonstration, la récipro-

que trés partielle suivante :

Soient k un corps algébriquement clos, G un k-groupe algébrique lisse, affi~-
ne, connexe, sans caractdre non nul (i. e. le radical résoluble de G est égal &

son radical unipotent), et supposons que G opére sur 1l'espace affine

V= Spec k(T , ..., Tn) .
Soit X un ouvert de V au-dessus duquel G opere librement et proprement. Alors,
pour que X/G soit un schéma, il faut et il suffit que, pour tout x € X s le sa-

turé sous G de Spec(OX x) soit admissible. De plus, si ces conditions sont réa-
’

lisées, X/G est quasi-affine.

3. éﬁglication aux morphismes entiers.

Commengons par donner une généralisation d'un théoréme classique de Chevalley
(BGA II, 6.7.1).

PROPOSITION 3.1. — Soit f : X -> Y wun morphisme entier surjectif, et supposons

X affine, alors Y est affine dans chacun des cas suivants :

(i) Y est normal et intdgre.

(ii) Y est noethérien.
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Démonstration. — (i) : Quitte & remplacer X par un sous-schéma fermé intdgre

daminant Y , on peut supposer X intégre. I1 suffit alors d'appliquer le lemme

suivant

LEMME 3.2. = Soit f : X ->Y wun morphisme entier surjectif de schémas intégres,
et supposons Y mnormal. Alors r(x) = r(x , O est entier sur T(Y) = I'(Y ’ OY)'
Si de plus X est affine, Y est affine.

5)

Soit a € F(X) , et notons M 1la sous—OY—algébre (quasi—cohérente) de f*(OX)
engendrée par a . Comme X est entier sur Y, M est un OS-module,de type fini.
Le schéma Y é&tant normal, on voit, en "faisceautisant" (EGA II, 6.4.3), que le
polyndme caractéristique de la multiplication par a dans M , a ses coefficients
dans T(Y) . Comme M est sans torsion ( X étant intdgre), HANILTON-CAYLEY four-
nit une relation de dépendance intégrale de a sur (YY) . Ceci prouve la premidre

assertion de 3.1, la seconde résulte plus généralement du lemme suivent :

LEMME 3.3. - Soient S, X, Y trois schémas, tels que l'on ait un diagramme

commutatif

X s ¥
N A

s L)

On suppose f entier, g surjectif, et h séparé. Alors h est entier.

Démonstration. - Notons que h est quasi-compact et quasi-séparé, de sorte que

1l'on peut considérer le S-schéma Z = Spec h%(OY) et la factorisation canonique :

Y —2 s 7
N A
S

oui u est dominant et v affine. Comme f est entier, il en est de méme de

uo g ; d'autre part, u est dominant et g est surjectif, donc u o g est domi=-
nent et par suite surjectif. Il résulte alors de EGA (II, 5.4.3 et 5.4.9) que v
est universellement fermé. Btant de plus affine, v est entier (EGA Iv, 18.12.8).
Pour montrer que h est entier, il nous suffit donc de montrer que u est un iso=-
morphisme. Quitte & remplacer S par Z , on peut donc supposer de plus que

h*(OY) = OS . Pour wir que h est un isomorphisme, on peut supposer S local
(1.1 et 1.2), puis par descente plate, on peut supposer S hensélien (EGA IV, 18),

de point fermé s . Notons d'abord que la fibre Ys de Y au-dessus de s est
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entidre sur s . En effet, comme Xs est entier sur s , tout ouvert quasi-compact
de XS est & la fois ouvert et fermé dams Xs « Comme U est fermé et surjectif,
il est clair que tout ouvert affine de YS est & la fois ouvert et fermé dans Ys
et est entier sur s . Il en résulte bien que YS est entier sur s . Ceci étant,

si Ys n'était pas réduit a un point, on pourrait réaliser YS comme réunion de

deux ouverts affines non vides, disjoints, (Vi)s (1 =1 , 2) . Posons
(). =ui(v.). .
i’s s “'i’s

Comme X est entier sur S hensélien, on voit par passage & la limite, a partir
du cas fini, que X = UllJ.U2 , OU Ui est un sous-schéma & la fois ouvert et fer-
mé de X dont la fibre au~dessus de s est (Ui)s . Soit alors V; le fermé de
Y~ égal & 1'image de U; . La fibre en s de V; est donc (Vi); s et par suite
(v'l' nv'2‘) n Y's' =@ . Comme h est fermé (EGA II, 5.4.3 et 5.4.9) et S local de

point fermé s , on a V1

ment au fait que h*(OY) = Oy « Donc Y_ est réduit & un point y . Soit alors U

n V; =@ , et par suite Y n'est pas connexe, contraire-

un ouvert affine de Y contenant y . Comme h est fermé et S local, on a né-

cessairement U =Y , par suite h est affine, donc est un isomorphisme.

Prouvons maintenant 3.1 dans le cas (ii) ot Y est noethérien. Nous allons re-
prendre, en la modifiant 1égérement, la démonstration de EGA (11, 6.7.1). Par ré-
currence noethérienne, nous pouvons supposer que tout sous—schéma fermé Z de Y ,

distinct de Y , est affine, et nous devons montrer que Y est affine.

ler cas ¢+ Y n'est pas réduit. Alors Yred est affine, donc Y est affine
(BCA I, 5.1.9).

2¢ cas ¢ Y est réduit. Soient Y le normalisé de Y dens son amneau total de
fraction, g ¢ ¥ —> Y 1le morphisme canonique, =X Xy T , T 1le morphisme de
X dans Y déduit de f . Comme g est affine, X est affine. Si l'on applique
(1) (cas o Y est normal intdgre) & chacune des composantes irréductibles (en
nombre fini) de ?’, on voit que Y est affine. Pour montrer que Y est affine,
i1 suffit, d'aprds le critdre de SERRE (EGA II, 5.2), de voir que H'(Y , F) = 0
pour tout OY-module quasi-cohérent F . Pour cela, considérons la suite exacte de

OY-modules quasi-cohérent :

3
(%) 0 => K =—> F —> £, £ (F) —> Q@ —> 0 ,

ou r est le morphisme canonique. Comme Y est le normalisé de Y sy & estun
isomorphisme au-dessus de tout point maximal t de Y , et par suite il en est de

méme de r . On a donc Kt = Qt =0 . Comme Y est noethérien, K est limite
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inductive de ses Oy-modules cohérents K, (i ex) (EGA I, 9.4.8). A fortiori, on
a (Ki)t = 0 , de sorte que Ki s'identifie & un faisceau cohérent sur un sous-—
schéma fermé Zi de Y , distinct de Y (par exemple, le sous—schéma fermé défini
par l'annulateur de Ki ). Vu 1'hypothese de récurrence, on a

1 1
H (zi , Ki) =H (Y, Ki) =0 .

Par passage & la limite inductive, on en déduit que Hl(Y , K) = 0 ; on prouve de
méme que Hl(Y , Q) = 0 . D'autre part, comme g est affine, on a
1 3* 1,7 ¥*
BH(Y , £, £ (F)) =87(Y , £ (7))

~

3 ~
(EGA III, 1.3.3), ot HY(Y¥, £ (F)) = O puisque Y est affine. Il résulte alors

de (*) et de 1la suite exacte de cohomologie que l'on a Hl(Y , F) =0.

THéORﬁME 3.4. ~ Soient u : Y' ->7Y un morphisme entier surjectif, et E  une

partie de Y , telle gue (u—)-l(Eu) = B! gsoit admissible dans Y' (1.4). Alors

E- est admissible dans Y dans chacun des deux cas suivants :

(i) Y est normal.

(ii) Les ammeaux locaux de Y sont noethériens.

Démonstration.

1° Comme u est surjectif et B!  rétro-compact dans Y' , il est clair que E
est rétro-compact dans Y . Je dis que E  est stable par générisations. Pour éta-
blir ce point, on peut supposer Y 1local de point fermé y € E , et on doit alors
montrer que E =7Y . Soient x€ Y, x' un point de Y' au-dessus de x , x'
1'adhérence de x' deans Y' . Comme u est fermé, x' contient un point y' au-
dessus de y , donc y' € B' . Comme BE'" est admissible, donc stable par généri-

sations, E' contient x' , donc x€ E .

20 Notons f' : E' —>Y' 1le monomorphisme plat quasi-compact d'image E'  , et
soit U' un ouvert de Y' contenant E' tel que E' —» U' soit affine (1.5).
Si F'=Y'-U', F=u(F') est un fermé de Y qui ne rencontre pas E . Quitte
3 remplacer Y par Y - F, on peut donc supposer que f' est affine. On va alors
chercher un monomorphisme plat quasi-compact f : B -» Y , d'image E- , qui soit
affine. D'aprés le 1° ci-dessus, les conditions de 2.3 sont satisfaites. Nous pou-
vons donc considérer la factorisation canonique f = hj introduite dans 2.3, (i1),
et pour voir que E- est admissible et T affine, il nous suffit de montrer que

j~ est surjectif (2.4 (B), (iii) => (i) ).
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3° Etudions d'abord le cas ou Y est normal. Il est clair que Z est alors lui
aussi normal. Quitte & remplacer Y par Z , on peut supposer que h est un iso-
morphisme. Gréce & 2.4 (B), (1) => (iv) s on peut supposer de plus Y 1local,
donc intégre. Quitte & remplacer Y' par une composante irrdductible réduite domi-
nant Y , on peut supposer Y' intdgre. Comme Y est affine, il en est de méme de
Y', donc de E' d'aprds la réduction faite dans le 2°. On a alors

r(s', og,) = T(B') = 1 T(W' , 0y,)
W'

ou W' parcourt les voisinages ouverts de BE' dans Y' . L'application u  étant
fermée, W' contient un ouvert de la forme u—l(U) , ou U contient E , de sor-

te que

re) = un T, o)

ou U parcourt les voisinages ouverts de E dans Y . Par ailleurs, on a

Lin r@, oy) = T(8) =T(z , 0,) (2.3, 1)) ,

et F(u 1(U) , OY') est entier sur T(U , O ) (3.2). On voit donec que T(E') est
entier sur TI'(Z) , donc le morphisme composé E!' —=-> B —Qa-z (o4 B! —>E est le
morphisme canonique déduit de u ) est entier. Comme il est évidemment dominant, il

est surjectif j; a fortiori, j~ est surjectif.
‘ C. Q. F. D.

4° Etudions maintenant le cas eu les anneaux locaux de Y sont noethériens. Rai-
sonnons par 1'absurde, done supposons que Jj n'est pas surjectif, c'est-a-dire
que h(z - j(E)) n'est pas vide. Comme les anneaux locaux de Y sont noethériens,
h(Z - j(E)) posséde alors un point y maximal (i. e. aucune générisation stricte
de y dans Y n'appartient & h(Z - j(E)) ). Faisons le changement de base
Spec(OY’y) ->Y . Comme 1la formation de 2 commute & la localisation (2.3, (iii)),
nous sommes ramenés au cas oi Y est local de point fermé y , et au cas ou
h(Z - j(E)) = y . Mais alors h(Z - j(E)) est fermé, et comme y £ &  (2.5),
£(E‘:'3?E77'n E =g . I1 msulte alors de 2.4 (A), que E est un schéma. D'autre
part, comme Y , donc aussi Y' , est affine, il résulte de la réduction faite dans
le 2° que E!' est affine. Or le morphisme canonique E' -» E s'identifie évidem=—
ment au morphisme déduit de wu par le changement de base f : E ->Y , donc est
entier surjectif. Comme E est noethérien (1.2, (ii)), E est affine (3.1, (ii)).
Mais alors Jj est un isomorphisme (2.4 (B)), contrairement su fait que h(Z - j(E))

contient y . Ceci achdve la démonstration de 3.3.
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PROPOSITION 3.5. = Soit X -> Y un monomorphisme plat quasi-compact, et suppo-

sons X quasi-affine et Y quasi-séparé. Alors X est contenu dans uh ouvert

‘quasi-affine U de Y .

Prouvons d'abord deux lemmes.

LEMME 3.6. - Soit X wun schéma quasi-compact et quasi-séparé. Alors, pour que X

soit quasi-affine, (il faut, et) il suffit qu'il existe une femille £f,, iel,

d'éléments de T'(X ’ OX) tels que les Xf soient quasi-affines et recouvrent X.
‘ i

En effet, on doit montrer que le morphisme canonique u : X =» Y = SpecI(X, OX)
est une immersion ouverte. Or, si f e I'(Y , OY) , u-l(Yf) = X, et le comorphisme
I‘(Yf s OY) e I‘(Xf y OX) est un isomorphisme (EGA I, 9.3.3). Donc uIXf est une

immersion ouverte si, et seulement si, Xf est quasi-affine.

LEMME 3.7. - Soient Y wun schéma, et E§ une partie quasi-compacte de Y .

- Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) I1 existe un ouvert quasi-affine U de Y qui contient E .

(ii) ¥ x e E , il existe un ouvert V. de Y, quasi-séparé, contenant E ,

et fx € T(Vx ’ OY) , tels que (VX)fX soit quasi-affine et contienne x .

(1) s=w> (ii) est bien clair.

(i1) ==> (i) : Comme E  est quasi-compact, on peut recouvrir E par un nom-

bre fini des (Vx)f correspondant aux points X, , ... , X - Nous notons Vi et
X £

fi les objets Vx et fX . Posons V=10 Vi qui est un voisinage ouvert de E
i i i
dans Y , et soit W un voisinage ouvert quasi-compact de E dans V . On a
Wf =Wn (Vi)f , donc Wf est un ouvert d'un schéma quasi-affine j il est quasi-
i i i
compact (car rétro~compact dans W ), donc il est quasi-affine. D'autre part, les
Wf recouvrent E . Quitte 2 remplacer W par la réunion des Wf , on peut sup-
i i
poser que W est un ouvert quasi-compact recouvert par les ouverts Wf . Comme
i
Wec Vi s W est quasi-séparé ; il résulte alors de 3.5 que W est quasi-affine.
Ceci étant, prouvons maintenant 3.5. Nous allons vérifier la condition (ii) de
3.7. Soit donc x e X, et soit U un ouvert affine de Y contenant x . Comme X
est quasi-affine, il existe f € I'(X, OX) tel que Xf contienne x et soit con-
tenu dans U n X . Soit V wun ouvert quasi-compact de Y , contenant X , tel que
f soit la restriction sur X d'une section (notdée encore f ) de OY sur V

(2.3, (i)). Considérons 1'ouvert quasi-compact Vf s on a donc Vf NX<cUnX, de
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sorte que le fermé F de Vf égal & Vf -Un Vf ne rencontre pas X . Mais F
est constructible dans V , donc (2.2), il existe un ouvert Vx de V , contenant
X , qui ne rencontre pas F . On peut supposer Vx quasi-compact. On a alors

x €V_ et (vx)f contenu dans U , donc quasi-affine.

C. Q. F. D.

COROLLAIRE 3.8. = Soient Y un schéma dont les anneaux locaux sont noethériens,

et u: Y'->Y un morphisme entier surjectif dont les fibres n'ont qu'un nombre

fini de points. Alors, pour qu'une partie finie F de Y soit contenue dens un

ouvert affine de Y , il faut et il suffit que ' = u—L(F) soit contenu dans un

ouvert affine de Y! .

Démonstration. - La nécessité est claire, prouvons la suffisance. Quitte & res~

treindre Y & un voisinage ouvert convenable de F , on peut supposer Y gquasi-
compact et Y' quasi-affine, donc séparé., Comme u est entier surjectif, Y est
aussi séparé. On peut supposer que deux points distincts de F ne sont pas spécia-
lisations 1'un de l'autre ; les points de F' possddent alors la méme propriété ;
de plus, F' est fini puisque les fibres de u ne possédent qu'un nombre fini de
points. Soit E  (resp. B! ) la réunion des générisations des points de F

(resp. F' ). Le morphisme u é&tant fermé, il est immédiat que 1l'on a
(W)™ ET) =37

L'ensemble fini F! - est, par hypothese, contenu dens un ouvert affine j; il en ré-
sulte que E' est admissible dens Y' . Plus précisément, il existe un monomor-
phisme plat E' —> Y! d'image B' , et E' est affine semi-local. D'aprés 3.3,
E est admissible. Soit f : E ->Y 1le monomorphisme plat quasi-compact d'image
E- . Comme les amneaux locaux de Y sont noethériens, E est noethérien, mais
alors E est affine (3.1). D'aprés 3.4, il existe un ouvert quasi-affine U de Y
qui contient E , a fortiori, il existe un ouvert affine V de U qui contient

1lt'ensemble fini F .

Application. - Soient S un schéma, et A un S-schéma abélien (i. e« un S~
schéma en groupes, lisse, propre, & fibres connexes). Alors, toute partie finie de
A qui se projette dans un ouvert affine de S est contenue dens un ouvert affine

de A (N.-B. - BEn général, A n'est pas projectif sur S [6]).

On peut supposer S affine, puis, par passage & la limite (cf. EGA IV, 8), on
peut supposer S de type fini sur Z , donc noethérien. Soit, alors, S 1le norma-
lisé S? Sred . D'apres [5] (application au théortme 4), L= AJ@S S est projectif
~sur S , donc tout ensemble fini de points de A est contenu dans un ouvert affine;

il suffit alors d'appliquer 3.7.
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4. Application & la descente fidélement plate guasi-compacte.

Pour ce qui concerne la théorie de la descente fidélement plate quasi-compacte
(en abrégé : f. p. q. c.) et la théorie élémentaire des faisceaux pour une topolo—

gie de Grothendieck, le lecteur pourra consulter [1] (chap. IV), et [4].

A
THEOREME 4.1. - Soient P un schéma, P' —=> P un morphisme fidélement plat

quasi-compact, X un P-faisceau pour la topologie f. p. g. c., tel que son image

réciproque sur P! : X! = X Xp P! soit représentable par un P'-schéma localement

de présentation finie. Soit, d'autre part, Q —=> P un morphisme entier surjectif,

et supposons que Y = X *p Q soit représentable. Alors :

R est représentable. Notons v, et

(1)§£ R=Qx;, Q, le faisceau %= X x )

P
V5 les deux fldches canoniques de Z ->7Y .

(ii) Pour que X soit représentable, il faut et il suffit que, pour tout point

y de Y, v, v-l'l(y) soit contenu dans un ouvert affine de Y .

La démonstration de ce théordme est compliquée par un certain nombre de passages
a4 la limite techniques. Aussi, nous allons d'abord traiter un cas plus simple, ou

1l'on fait des hypothéses noethériennes.

’
THEOREME 4.2, - Soient P' => P un morphisme fidélement plat quasi-compact, X

un P-faisceau f. p. g. c., tel que X' =X D P' soit représentable par un P!

schéma localement noethérien. Soit, d'autre part, Q -> P un morphisme fini sur-

jectif, tel que Y =X Xp Q soit représentable. Alors

(i) 88 R=Q xp @, le faisceau 2 =X x, R est représentable. Soient v, et

v, les deux projections canoniques 3 2y,

(ii) Pour que X soit représentable, il faut et il suffit que, Vy €Y,

v, v-l'l(y) soit contenu dans un ouvert affine de Y .

Démonstration de 4.1 et 4.2. — Fixons d'abord les notations. On pose f: P'->P,

P" = P! x_ P!, fi et f! les deux projections de P" dans P' . On note

P 2
p: Q->P le morphisme entier surjectif donné, et a4 5 9 les deux projections
R=Q *p Q 3 Q. Onnote u: Y -—>X le morphisme de faisceaux déduit de p ,
et v, , Vv, s Z= T g ¥ =2 Y 1les deux projections déduites de a5 9y ¢ On
affecte d'un indice ' (resp. " ) les objets déduits d'objets au~dessus de P

par le changement de base f : P! ->»P (resp. ffi = ffé : P"->P ),

L'assertion (i) de 4.1 et 4.2 est immédiste, puisque Z est isomorphe au produit

fibré R xq Y , pour l'une ou l'autre des projections 4; » 95 8 R :3 Q. La
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nécessité de la condition énoncée dans (ii) est claire, également, puisque'

) =i ®, o x=u() .

Pour voir que X est représentable, on peut supposer P affine ; P' est alors
quasi-compact. Quitte & remplacer P' par une somme disjointe finie d'ouverts af-
fines qui recouvrent P' , on peut également supposer P' affine. Vu 1l'effectivité
des données de descgnte f. p. q. c. sur les schémas quasi-affines (LB], VIII, 7.9),
pour voir que X est représentable, il suffit de montrer que tout point x' de
X' est contenu dans un ouvert quasi-affine de X' , stable par la donnée de descen-
te.

Fin de la démonstration de 4.2. — Soient donc x' un point de X', y' un relé-

vement de x' dans Y' , y 1l'image de y' dans Y . Comme p est fini, il en

est de méme de v, et vy

Y . contenant y , et on a évidemment v;l(T) = vIl(T) . Par hypothése, il existe

done T = v, vzl(y) est un ensemble fini de points de

un ouvert affine de Y contenant T . On peut alors considérer le monomorphisme
C
plat quasi-compact j : F -->Y , dont 1'image est 1l'ensemble des générisations

des points de T , et F est un schéma affine semi-local.

LEMME 4.3. - On a vgl(F) = vzl(F) , ces deux objets &tant identifids & des sous-

foncteurs de 7 .

z . "'1
En effet, comme v, (1 =1, 2) est entier, donc fermé, le morphisme Vs Gﬂ->z
est un monomorphisme plat quasi-compact, qui a pour image 1'ensemble des générisa~

tions de vgl(T) , et on a remarqué que vzl(T) = vgl(T) .

Soit alors j' ¢ F! -S>'Y' le monomorphisme plat quasi-compact déduit de J

par le changement de base Y' -» Y . Il résulte de 4.3 que 1'on a
(vD)HE) = (w)THE

Donc F' = (u'b)'l(E") , ot E'"  est une partie de X' qui contient évidemment
x! . Comme X' est noethérien, il résulte de 3.3 que E' est admissible dans
X' . Notons i' : B! -SevX' le monomorphisme plat quasi-compact associé a E' .
On a alors F! ::(u')-l(E') .0r, P,P' et F sont affines, donc F' est affi-
ne, et par suite (3.1, (ii)), E' est affine. Comme X' est localement noethérien,
done quasi-séparé, il résulte de 3.4, qu'il existe un ouvert U' de X' , conte-
nant B' , qui est quasi-affine. Pour achever la démonstration, il suffit de mon-
trer qu'il existe un ouvert U' de U!' contenant B! , qui est stable par la don-

née de descente ; en effet, U' sera bien quasi-affine., Pour établir ce point,
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considérons 1'image réciproque V' de U' dans Y' . Comme Y' est 1ocaleﬁent

noethérien (car fini sur X' ), Y' - V' est pro-constructible dans Y' , et il en
est donc de m8me de son image M dans Y (EGA IV, 1.9.5, (vii)). Comme V' con-
tient F' , ona MnF =0, et par suite (2.2), il existe un ouvert V de Y ’

contenant F , tel que Vol = $ . Comme v, et vy sont fermés, on voit (compte

tenu de 4.3), que, quitte a remplacer V par l'ouvert Y - v2(vzl(Y -7)), on
peut supposer que 1l'on a de plus v L) = l(V) . L'image réciproque V' de V
dans Y' est évidemment contenue dans v, et l'on a (v‘) 1(V’) = (v’) 1(V 1) ’
donc V' est 1l'image réciproque par u' d'un ouvert Tt de U! , ot U’ con—
tient E' . I1 reste & voir que T' est stable par la donnée de descente sur X' ,
i. e. que les deux images réciproques de U' dens X" coincident. Or, comme

I" - X" est surjectif, il suffit de voir que les deux images réciproques de v

dans Y" coIncident, ce qui est bien clair puisque V' provient de V.

Fin de la démonstration de 4.1.

1° ¥ peP, la fibre X.p de X est représentable. — Pour établir ce point, on

peut supposer que P est le spectre d'un corps k , et que Q est le spectre d'un
corps K entier sur k . Soient alors y €Y , et U wun ouvert affine de ¥ con-
est fermé, U - v vIl(Y - U) est un ouvert de Y ,

2 2
contenu dans U , donc quasi-affine ( U étant noethérien), contenant y , et tel

tenant v, vzl(y) . Comme v

que vzl(U) = VII(U) . On voit donc que 1'on peut recouvrir Y par des ouverts

quasi~affines, stables par la donnée de descente f. p. gq. c. relative a
Spec(K) -> Spec(k) ’
d'ol la représentabilité de X .

Procédant comme dans la démonstration de 4.2, nous choisissons un point x' de
X', un point y' de Y' au-dessus de x' , et soit y 1l'image de y' dans Y .
Nous allons construire un ouvert quasi-affine de X' , contenant x' , stable par

la donnée de descente sur X' relative au morphisme P' ->P .

29 Réduction au cas ot X' est ségaré. - Soit V un ouvert affine de Y conte-

nant v, v 1(y) . Considérons l'ouvert W=7V - v, v (Y - V) qui est contenu dans
v, donc est séparé, qui contient y , et est tel que v 1(W) -l(W) . Comme

Y' —> X! est fermé, W' est 1l'image réciproque d'un ouvert U' de X' . Quitte &
remplacer Y par W et X' par U' , on peut donc supposer Y séparé, auquel

cas X' est aussi séparé.

3° Réduction au cas ou p est fini, de présentation finie, et X' de présenta-

-1
tion finie sur P! . = Soit encore V un ouvert affine de Y contenant 'v2v1 60,




5-19

et considérons Q comme limite projective de P schémas finis, de présentation
finie Qi (i € I) . A fortiori, le morphisme Qi -> P est surjectif. Comme X'
est, par hypothese, localement de présentation finie sur P! , Y est localement
de présentation finie sur Q , et par suite, V est de présentation finie sur Q .
On peut donc supposer qu'il existe i0 €l etun Qio-schéma affine, de présenta-
tion finie Vio , tel que V provienn§ de ViO par le changement de base Q-eﬂ%o.
Pour i 2.i0 , notons Vi 1l'image réciproque de Vi par le morphisme Qi -a-Qi .

0 0
Comme X' est localement de présentation finie sur P' , le foncteur X commute

aux limites inductives d'anneaux (cf. EGA IV, 8.14), en particulier, on a

x(v) = 1im X(V,) .
—y 1
1A,

Pour i assez grand, le morphisme canonique V => X obtenu par restriction de u
a V , provient donc d'un P-morphisme Vi -> X ., Ce dernier définit un Qi—morphis—

me Vi _"XQ « Soit V{ ~> X', le morphisme obtenu par le changement de base

Q)
i i
Q{ —>»Qi . Par passage & la limite, on obtient 1l'immersion ouverte V! ->7Y' ,

donc, pour i assez grand, Vi ->‘Xéi est une immersion ouverte, et par suite, il

en est de méme de Vi -> X . Bref, pour i assez grand, il exi ste un ouvert af-

Q
i
fine Vi de XQ1 qui, par le changement de base Q -> Qi , donne ltouvert V . On
note
R,o=0Q % Q » u; XQi -> X, (vi)l et (vi)2 : XRi ~9-XQi

les projections canoniques. Soient p 1l'image de y dance P , et x 1l'image de

y dans Xp (qui est représentable, d'aprds le 1°). Par hypothdse, V contient

ugl(x) =V, vzl(y) « On peut donc supposer i choisi assez grand pour que Vi

contienne (ui);l(x) . Soit alors <Vi)j l'ouvert de X, , image réciproque de
i

V, par le morphisme (vi)j (j =1, 2) « Comme X' est séparé d'aprds le 2°,
(Vi)l n (Vi)2 est un ouvert affine, de sorte que (Vi)2 - (Vi)l est une partie
constructible de (Vi)? . Le morphisme (vi)2 étant de présentation finie (car

Q; =>P est de présentation finie), (vi)2 ((Vi)2 - (Vi)l) est une partie cons-
tructible de V, (EGA IV, 1.8.4.1), de sorte que son complémentaire W, dems V,
est une partie constructible de Vi . Comme Q,i ->P est fini, W& est un ouvert;
étant constructible, il est quasi-compact, et par suite il est quasi-affine, de

présentation finie sur Qi . D'antre part, il est clair que Wi ‘contient Gﬁpglbd,
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et que (vi)1 (Wi) = (Vi)z (wi) - L'ouvert W! de Xéj,. est donc 1'image récipro-
que d'un ouvert U' de X' . Il nous suffit alors de remplacer Q par Qi , Y

par Wi y et X' par U' , pour 8tre ramené au cas ou p est fini, de présenta-

tion finie, Y quasi-affine et X' de présentation finie.

4° Réduction au cas ou f : P! —>P est de présentation finie. - Comme P et

P' sont affines, P! est limite projective de P-schémas affines P, (ie1),
de présentation finie sur P (bien sfir, on ne demande pas que les morphismes
Pi —> P soient plats). Le schéma X' &tant de présentation finie sur P' (d'a-
prés le 3°), X' provient, pour 1 assez grand, d'uh Pi—schéma Xi s de présen—
tation finie sur Pi . Un raisonnement analogue & celui fait dans le 3°, montre
alors que l'on peut supposer que Xi = XP . Désormais, 1l'indice i est fixé, as-
sez grand, pour que XP soit représenta%le par le schéma Xi .

i

5° Réduction au cas ou P est noethérien. - Le schéma affine P est limite pro-

jective filtrante de schémas affines PY (o € A) ; de type fini sur Z . Pour «

assez grand, les schémas Q , Y , P. , X, , qui sont de présentation finie sur P ,

i 1

proviennent de schémas Q% , ¥, P?.L’ ’ X‘Z , de présentation tfinmie sur T¥ . Un pout

de plus supposer que le morphisme QO[ - b% est fini, surjectif. Comme Y est
l'image réciproque de X , Y est muni d'une donnée de descente D , relativement
au morphisme p : Q =>P . Pour « assez grand, on peut donc supposer que les

conditions suivantes sont réalisdes :

(%) La donnée de descente D provient d'une donnée de descente DX sur Y%,

relativement au morphisme Qa -,

(##) L'ensemble fini T = v, v-l'l(y) , de points de Y , provient d'un ensemble

fini T de points de b s, stable par el , et contenu dans un ouvert affine de

™.

Posons alors Qq = QO" X P‘? y Ya =YY x Q‘? , et soit DC.( la donnée de des—
i p¥ 1 i o i i

cente sur Yi’ , relativement & Q?_’ —»Poil s déduite de ¥ par le changement de
oo ' _ _ _ _
base Py ~->P . Comme l'on & Y, =7 x; P, =X x, Q = (Xi) xPi Q; » on peut sup

poser, pour « assez grand, que la condition suivante est réalisée :
. o . . a ~ o ,
(##%%) I1 existe un Q;~isomorphisme T, : Y‘z > Xi’ %o Q; » ot la donnée de

a 03 - . Y d Y ’ ]
descente Di sur Yi[ , s'identifie, gréce a T 0 @ la donnée de descente canoni-

(o . . o o
que sur Xi XPQ' Qi s relativement au morphisme Ql ->Pi .
i
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6° Fin de la démonstration. - Comme T est contenu dans un ouvert affine de

¥ , on peut considérer le monomorphisme plat quasi-compact & ~59-Ya , qui
a pour image 1l'ensemble des générisations des points de il , et ¥ est affine,
semi-local. Comme T% est stable sous ” (*ﬁ), il en est de méme de &% (cf.
4.3). Soit alors

o c ~

2y o s ¥ &

i i i i
i

le monomorphisme plat déduit de ¥ par le changement de base Qg - ¢ y suivi de

la composition avec 1l'isomorphisme Tg . I1 résulte alors de ce qui précede et de
(***), que sg est stable par la donnée de descente canonique sur Xg xPa dz y TEe—
lativement au morphisme Qg -9-P§ . Mais alors, d'aprés 3.3, sz provien% d'un mo~
nomorphisme plat quasi-compact r? : Eg -S>lﬁ§ . De plus, comme ¥ oest affine,
il en est de méme de Fg , donc aussi de Eg (3.1). Dtapres 3.4, Eg est contenu
dans un ouvert quasi-affine Uia de Xg . Procédons alors comme dans la fin de la
démonstration de 4.2. Soit V{d 1'image réciproque de U{a dans Y? y ot soit Ul

1lt'image de Yg - Via dans Y¥ . Mors M est une partie constructible de pad ’

ot M AT =g . I1 existe donc un ouvert V¢ de Y¥ , contenant ¥ , tel que
VWar® =g (2.2). Comne F est stable sous ¥ , et comme & ->P¥ est uni-
versellement fermé, on voit que, quitte & diminuer 7 , on peut supposer de plus
que V¥ est stable sous D% . L'image réciproque Vg de V% dens Yg est alors
stable sous Dg , donc, d'aprdés (sww), est 1'image réciproque d'un ouvert Ui de

Xg . D'autre part, il est clair que Uz contient E? s et que Uz est contenu

dans U{a , donc est quasi-affine. Soient alors V 1'image réciproque de 7@ dens
T, v, (resp. V! ) l'image réciproque de V? dens Y, (resp. Y' ), Uy (resp.
U! ) 1'image réciproque de Uz dans Xi (resp. X' ). Il résulte alors des cons-
tructions faites, que V' est & la fois l'image réciproque de V par le morphisme
Y' > Y et 1'image réciproque de U' par le morphisme Y'!' -> X' . Comme Q ->P
est surjectif, il en résulte immédiatement que U' est stable par la donnée de
descente sur X' , relative & P' -»> P . D'autre part, U' est quasi-affine et

contient x' , ce qui achdve la démonstration de 4.1.

Applications. - On trouvera quelques applications de 3.7 et 4.1 concernant les

schémas en groupes et les espaces homogénes sous iceux, dans [6], chap. IX.
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