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CARACTÉRISATION DES ÉPIMORPHISMES

PAR RELATIONS ET GÉNÉRATEURS

Pierre MAZET

Séminaire P. SAMUEL

(Algèbre commutative)
Année 1967/68, n° 2

Cette caractérisation repose sur le lemme suivant (cf. BOURBAKI, Algèbre Commuta-

tive, ch. I, § 2, n° 11, lemme 10).

LEME. - Soient A un anneau unitaire, E un A-module à droite et F un A-

module à gauche 9 une famille de générateurs de E , (x. ) .  une fa-

mille de générateurs de F y une f amille à support fini de vecteurs de

F ; alors 
’

équivaut â :

Il existe (aA- . )À . ÍB~"I ,famille à support fini de scalaires telle ue :,3. I

et

La condition est évidemment suffisante car

La condition est nécessaire :

Soient XÀ les vecteurs de la base canonique de A-module à droite A()d , et w
le morphisme de A()d dans E défini Par = On a la suite exacte

d’où la suite exacte
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donc

Il existe donc famille à support fini de vecteurs de Ker cp y telle

que

Or l’on a une décomposition

support fini , et

(X.) étant une base de on a y pour tout ~ y f =Za.. x_ ~ et

B~. 6 Ker (p s* écrit

C.Q. F. D.

Dans la suite, les anneaux considérés seront toujours commutatifs et unitaires.

Soient alors A un anneau, et B une A-algèbre unitaire (on ne suppose ni l’as-

sociativité, ni la commutativité de B ).

Pour tout A-module désignons par 6 (a y M) la partie de formée

par les vecteurs z tels que, pour toute double flèche de A-algèbres (unitaires)

on ait, dans C 0A M ,

Il est clair M) est unsous-module de B M et qu’il contient

x pour tout x de M (nous noterons 1~ ~) M le sous-module des x ).

Il est clair également que B opère dans B 0 M de telle façon que

Avec ces conventions, on peut alors énoncer le théorème suivant :
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THÉORÈME. - Les éléments de ë (B , M) sont exactement ceux qui admettent une
décomposition du type z==Ia . b ~. ~ où a . est une famille à support fini. 

- 

- 

- 

n 
. 

-..... - .- jL H .L 20142014. n ~ i - - ... , 
- - 

.. 

- 

.- . -- -. ’ , ..- -

de scalaires, b 
n 

une famille d’éléments de B y s. une famille d~ éléments de

B0.M . et, pour tout i ,

et pour tout n ~

En effet, si z admet une telle décomposition, et si cp , ~ est une double flé-

che B t) C , alors :

et alors

donc z ~ ë(B ~ M) .

Réciproquement, si z ~ ë~(B , Pi) , considérons l’algèbre B 0A B et les applica-
tions canoniques ~.1 et i2 de B dans B ~A B définies par

Prenant alors pour double flèche particulière y la double flèche i1 , i2 ’ nous
aurons

Soit (bn)n~ une famille de générateurs du Alors z admet une dé-

composition du type z =I b @ x , où g est une famille à support fini dansn n n

M , et la relation (1) s’écrit:
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Soit z, i est une famille de générateurs de B 0A M ; comme 1B et les b n en-

gendrent B , on trouve en appliquant le lemme deux familles de scalaires a . et
n,i

a. à supports finis, telles que

Donc

(2) montre que 2 a . z. E M , et (3) montre que l a . b. E A.1B .n,1 1 n,1 1

Remarques. - La démonstration montre également M) est le noyau de la

double flèche

Un cas particulier est celui où M = A , y alors il y a un isomorphisme canonique

entre B 0A A et B qui identifie EA(B , A) à une partie de B appelée épicen-
tre de B, et C’est le noyau de la double flèche i , i~ ; c’est
donc une sous-algèbre de B . Ses éléments ont une décomposition du type

Si B est associative ou commutative, il en est de même de B ; on peut donc

reprendre la théorie en remplaçant "algèbre" par "algèbre associative" (ou commuta-

tive, ou les deux).

Représentation matricielle. - Soit z = 03A3 a . b z, une décomposition d’un élé-
ment M) . Limitons les ensembles d’indice 03C0 et I à des parties fi-

nies et 10 de façon que 03C00 x 10 supporte an,i. Notons B la matrice-

ligne des la matrice-colonne des z. , A la matrice des a . y on a :
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avec les conditions : B A à coefficients dans A.1B’ et A Z à coefficients

dans 

Mais si alors At est une matrice équivalente à A ( A~ ~ ( avec M, N

à coefficients dans A ), posons :

On a [z] = B’ A’ Z’ et B’ At = B A N est à coefficients dans A,1 ; de même
A’ Z’ = M A Z est à coefficients dans M .

En si A est un corps, toute matrice est équivalente à une matrice

du type

donc les éléments de $A(B, M) ont une décomposition du type: 1

d’où EA[B , M) = 1B ~ M , et en particulier = 

Changement d’anneau de base..- Soient un morphisme d ’ anneaux , B une

A-algèbre unitaire et M un A-module. Par extension de l’anneau de base on défi-

nit la B = Bt et le A’-module At 3 M = Î’Î’ .

On sait qu’il existe alors un isomorphisme canonique entre BI MI et

( B i~ M) 0 donc Mt .

THÉORÈME. - Cet isomorphisme identifie 11’ ) et $A(B , M’) .
Il suffit de voir que l’on a le double diagramme commutatif :

où les flèches horizontales sont les doubles flèches résultant des applications ca-

noniques



2-06

et les flèches verticales sont les isomorphismes canoniques. Les noyaux des doubles

flèches horizontales sont donc identifiés par ces isomorphismes ; or ce sont respec-

Mt) .

Applications. - Soient A un anneau, B une A-algèbre unitaire, M un A-

module et p un idéal premier de A . Désignons par K le corps des fractions de

A/p et 03BE le morphisme canonique A ~ K ; il permet de définir B’ = B ~A K ,
M 1 = l’Î A K .

M) , il est clair M’] . Or, K étant un

corps, EK[B’ , M’) = M’ ; il existe donc un élément x’ de Mt tel que

z ~ 1K s’ identif ie à x’ , c’ est-à-dire

Or tout élément x’ de Mt peut s’écrire x a où q est la classe dans

A~~ de q ( q, élément de A, avec q ~ ~ et x G 14 ) . On a donc

c’est-à-dire

Ceci signifie qu’il existe r E A - p avec

en posant rq = a, a ~ ~ et rx = y , on voit qu’il existe un ’a # p , avec

En particulier si A est intègre, on peut prendre ? = {,0~ y et il existe a 1 0

tel que 

Application à l’étude des morphismes d’anneaux. - On sait que se donner un mor-

phisme unitaire d’un anneau A dans un anneau B équivaut à se donner une struc-

ture de A-algèbre sur B . Pour tout morphisme Qf : A 2014~ B ~ on peut donc parler

de l’épicentre de B .

Cet épicentre permet de caractériser

- les morphismes stricts par &#x26;(B) = A.1 ;
- les épimorphismes par B ;

c’est évident d’après la définition de &#x26;(B) .

Les résultats déjà obtenus montrent que :
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- Pour que cx soit un. épimorphisme strict, il faut et 11 suffit que a soit surjec-

tif.

- Pour que a soit un épimorphisme, il faut et il suffit que tout z E B ad-

mette une décomposition du type z = Fi P N , où M et il sont des matrices à coef-

ficients dans B, et où P, MP , PN sont à coefficients dans A (ou A.1B ).
- Tout épimorphisme issu d’un corps est surjectif.

Remarque. - La deuxième remarque nous amène à considérer l’ensemble 0 des tri-

plets (P , U , V) où P, U , V sont des matrices à coefficients dans A de di-

mensions respectives :

P m .lignes n colonnes, 
,

U 1 ligne n colonnes,
V m lignes 1 colonne.

Nous voyons alors que si A -2014~B est un épimorphisme, pour tout z de B , on

peut trouver et X, Y matrices à coefficients dans B tels que

Mais si z’ E B et si X’ Y’ sont à coefficients dans B avec

on aura :

Donc, y si on note 0Z la partie de C formée par les cléments (P , U , V) pour

lesquels il existe X et Y avec alors

les S sont deux à deux disjoints.

En outre, l’on munit S des deux lois + et o ainsi définies :

où :

et (P,U, V)o(P’ , U’ , V’)= (P~P~ , après avoir fait une
convention sur l’ordre à prendre pour les vecteurs de la base du produit tensoriel.

On voit que, pour z et z’ dans B , y on a
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Ce qui montre que, si G- = U 0 , ~- est fermé pour les lois + et o ; de
vB 

~EB 
z -B

plus, les forment une partition de , donc peuvent être considérés comme
les classes module une certaine relation d’équivalence R, qui est stable pour les
lois + et o y et donc que B s’identifie à 

Donc tout épimorphisme de source A s’obtient comme quotient d’un sous-truc de

5o * Ceci a deux conséquences importantes :

1° Pour tout anneau A , il existe un ensemble E d’épimorphismes de source A

tel que, pour tout épimorphisme 03B1 : A il existe al de A dans B’ ,
avec E , et un isomorphisme u : B’ --&#x3E;B tel que a = u 0 a’ .

2° Si A est infini, comme S est réunion dénombrable des parties pour les-

quelles les matrices du triplet ont une dimension et comme ces parties sont

équipotentes à An pour un certain n, on conclut

Donc, si A 2014~B est un épimorphisme, on a

(Remarque : Cette dernière assertion est encore vraie si A est fini.)


