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ANNEAUX DE GORENSTEIN,
ET TORSION EN ALGEBRE COMMUTATIVE .

6 0
- el -

En janvier 1967, dans le cadre du Séminaire d'Algébre commutative, dirigé par
Pierre SAMUEL, Maurice AUSLANDER a donné quatre conférences a 1'Ecole Normale Supé-
rieure de Jeunes Filles., On trouvera la matidre de ces conférences dans les chapi-
tres 2 et 3 de ce texte. Pour en rendre 1'étude plus accessible, les rédacteurs les

ont faits précéder par :

- le chapitre O, qui est un survol rapide de toutes les notions et de tous les ré-

sultats d'algébre homologique supposés connus. Pour avoir plus de détails, les

lecteurs pourront se reporter & 1'Algdbre locale de J.-P. SERRE [ 8], ol toutes ces
notions, sauf celle du grade, sont largement explicitées. Les propriétés du grade,
bien gque moins connues, sont toutes des conséquences immédiates de la proposition 1

du chapitre O.

- le chapitre 1, qui suit de trds prés un article de H. BASS [2], sur les anneaux

de Gorenstein. La théorie des enveloppes injectives est supposée connue, on peut

la trouver dans un exposé de P. GABRIEL [7] au Séminaire Dubreil-Pisot.

La technique développée au chapitre 2 est l'esquisse d'une théorie homologique
qui est loin d'&tre close. Maurice AUSLANDER, au cours de conversations qu'il a
eues avec les rédacteurs, a laissé entendre qu'il fallait reformuler le probléme
dans le cadre plus large de la théorie des satellites, et étudier simultanément le
foncteur F et la catégorie C qui sont des notions duales de celles étudiées

daﬁs ce chapitre.

L'outil construit a donné la clef du chapitre 3, ou l'on voit des résultats de
pure algdbre commutative. On obtient, au moyen de la G-dimension et des anneaux de
Gorenstein, des résultats semblables au théordme sur la profondeur des modules de

dimension projective finie et au théoréme de Hilbert-Serre.

Cette similitude conduit directement & plusieurs conjectures, dont la plus inté-

ressante est la suivante : Sur un anneau noethérien quelconque, un module de type

fini, qui est ponctuellement de G-dimension finie, est-il globalement de G-dimen-

sion finie ?

Ce texte s'adresse d'abord aux auditeurs du Séminaire, mais aussi aux mathémati-
ciens ayant un minimum de connaissances d'algdbre commutative et d'algébre homolo-

gique. Les rédacteurs remercient le créateur du Séminaire, Pierre SAMUEL, pour son
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aide et seg conseils, et bien entendu Maurice AUSLANDER, pour sa participation in-
tense au Séminaire et pour les nombreux autres contacts fructueux qu'ils ont eus

avec lui.
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Chapitre O

Préliminaires
(et e e e a e e e aararabe g

Sauf mention du contraire, tous les anneaux considérés seront commutatifs, uhi-

taires et noethériens, tous les modules seront de type fini.

§ 0.1. Suites M-réguliéres.

{
DEFINITION. - Soient A un anneau local, et M un A-module ; une suite

d'éléments non inversibles de A , sera dite une M-suite (ou une suite M-régulid-

re), de longueur n , si, Vi=1, «.. ,n, fi n'est pas diviseur de zéro dans
W/(£o M+ oou + £,

M) , od 1'on a posé f. =0 .

1 0

PROPOSITION 1. - Soient A un anneau local, M et N deux A-modules ; les

propositions suivantes sont équivalentes :

(1) Exti(M,N):O pour i=0, ... ,0n=1;

(ii) Il existe une suite N-régulidre, de longueur n , contenue dans 1'annula-

teur de M .

PROPOSITION 2. - Soient A un anneau local, M un A-module, et f un élément

A-régulier et M-régulier ; alors, dans la catégorie des A/fA-modules, on a les

isomorphismes de foncteurs :

Extﬁ/fA(M/fM , o) gExtz(M , 2, vn>0,

e, M), ¥n>o0.

n n+1
ExtA/f_A(. , M/fM) ~ Ext, (

§ 0.2. La profondeur.

DEFINITION. - Soient A wun anneau local de corps résiduel k , et M un A-

module. On appelle profondeur de M (et on note prof(M) le plus petit entier
i>0 tel que Exti(k , M) #£0 .

PROPOSITION 3, — Soient A un anneau local et M un A-module. Toutes les

suites M-régulidres maximales ont méme longueur ; cette longueur est égale & la

profondeur de N .




5

PROPOSITION 4. - Toujours sous les mémes hypothéses, toute suite MN-régulidre se

prolonge en un systéme de paramétres de N . Si pe Ass(M) , on a

prof (i) < dim A/p < dim M .

DEFINITION. - 8i prof(M) = dim(M) , on dira que M est un module de Cohen-
Hacaulay.

PROPOSITION 5. - Toujours sous les mémes hypothéses, si 0 => M' =» I == M" <> 0

est une suite exacte de A-modules tous différents de O , on a :

(i) Si prof(M') < prof(M) , alors prof(M’) =1+ prof(M“) s
(i1) 8i prof(i") < prof(lM) , alors prof(i') = 1 + prof(i")
(iii) Si prof(M) = prof(M') =r , alors prof(M") >r =13
(iv) 81 prof(i) < prof(M') , alors prof(ll) = prof(u")

§ 0.3. Le grade.

DﬁFINITION. - Soient A wun amneau, et M un A-module. On appelle grade (M) le
- . i
plus petit i >0 tel que ExtA(M s A) £0 .

PROPOSITION 6. - Soient A un anneau local, et M un A-module ; toutes les

2

suites A-régulicres maximales contenues dans l'annulateur de M ont méme longueur

égale a gradeﬂM) .

PROPOSITION 7. - Soient A wun anneau, et M un A-module ; on a

3

grade(M) = inf prof A .
peSupp (1) P

$ 0.4. La dimension projective.

9

DéFINITION. - Soient A wun anneau, et I un A-module quelconque ; on appelle
dimension projective de M (et on note dp(M) ) le plus petit positif i tel que
ExtXﬂ(M , D =o0.

PROPOSITION 8. — Soient A wun anneau local, k son corps résiduel, et M un

A-module ; les propositions suivantes sont équivalentes :

(1) dap(m) < n ;
(ii) Extﬁ*l(M , k) =0 .
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PROPOSITION 9. = Soient A un anneau, et KV n A-module ; alors, si dp(M) =n

Extz(ﬂ , N) £0 pour tout A-module (i. e. de type fini).

PROPOSITION 10. - Soient A un anheau local, et M un A-module de dimension

projective finie ; on a

ap(m) + prof(if) = prof(4) .

§ 0.5. La dimension injective.

7
DEFINITION. - Soient A un anneau, et N un A-module quelconque, on appelle

dimension injective de 1 (et on note diA M ) le plus petit entier positif 1

tel que ExtX+1(. 5 M) =0 .

PROPOSITION 11. - Pour que di M < i, il faut et il suffit,que ExtX+1(N , M) =0

pour tout A-module monogéne N .

Chapitre 1

Anneaux de Gorenstein

§ 1.1 Rappels sur les enveloppes injectives (GABRIEL [7]).

, .
SFINITION. - Soient A un anneau, M et E deux A-modules, et M —1> E une

injection ; on dira que i : M —> E est extension essentielle de M si, pour

tout sous-module N de E , les propositions suivantes sont équivalentes :

(1) i"Yw) = o0 ;
(ii) N =0 .

PROPOSITION 1. = Soient A un amneau, et N un A-module ; alors il existe un

A-module E et une injection i : M - E ui vérifient les propriétés équiva-
J s @ 1Y q

lentes suivantes :

(i) E est un module injectif, et i : M ->E est une extension essentielle

de M ;
(ii) E est injectif et, pour tout injectif F tel qu'il existe une injection

j: M= F , il existe une application injective p : E -» F telle que D oi=3;

m

(iii) i ¢+ M -=E est une extension essentielle de M et, pour toute extension

essenticlle j ¢ il == F , il existe une injection p : F -» E telle que p o j=i.




Un tel E est appelé une enveloppe injective de M , on le notera souvent, par

abus dt!écriture, E(M) . Toutes les enveloppes injectives de M sont isomorphes.

DEFINITION, - On dit qu'un module injectif est indécomposable, s'il est indécompo-

sable en tant que module.

PROPOSITION 2. - Soient A un anneau, et M un A-module. Les propositions sui-

vantes sont équivalentes :

(i) (0) est irréductible dans M ;

(ii) B(M) est indécomposable.

PROPOSITION 3. ~ Soient A un anneau, et M un A-wodule. Alors HM) est somme

directe d'injectifs indécompossbles. Si 0 = iﬁl N, est une décomposition de (0)

dans M ol tous les Ni sont irréductibles, alors E(M) o~ é%) E(M/Ni) .
i=1

PROPOSITION 4. ~ Soit A un ammeau ; alors, si p est un idéal de A , E(A/p)

est un module injectif indécomposable. Il existe une correspondance bijective entre

1'ensemble des E(A/p) pour p € Spec(A) et 1'ensemble des modules injectifs in-

décomposables .

DEFINITION. - On appelle résolution injective minimale d'un A-module toute suite

exacte @

£, T,
0 >HM > B —enEB = .o, >E, —=»E _ = ...
0 1 i i+l

ou Ei est une enveloppe injective de Im(fi—l) .

D'aprés les propositions précédentes, pour tout module M , il existe une réso-
lution injective minimale de I . Pour tout 1> 0 , on a

B, ~ T w(p ) B(a/p) (1)
peSpech

ou les ui(p , M) sont des cardinaux qui ne dépendent que de i , p et M . On

vérifie que si 1 est le petit entier tel que Er+ =0, alors r est égal & la

1
dimension injective de M .

(1) Pour des raisons de commodité, on a adoptd ici la notation additive, plutdt

- . I
que la hotation multiplicative |l E(A./p)ul P , car, dans tous les cas que nous

étudierons, les ui(p , M) seront finis.



§ 1.2. Propriétés des ui(p , M) .
Fava avaravavala VoVl e a are vy
Dans ce numéro, A sera toujours un anneau noethérien.

PROPOSITION 5. = Si S est une partie multiplicativement stable de A , ne ren-

contrant pas O , alors Sm1 EA(M) est une enveloppe injective du (S-1 A)—module

"'1 e £ . . . . . o -
S ° M . En conséquence, les résolutions injectives minimales se localisent.

Démontrons d'abord que sl E est un (Sul A)-module injectif.

On sait (proposition 11) qu'il suffit de montrer que si { est un idéal de S-IA,
et que si on a une application { - S-1 E(M) , elle se prolonge en une applica-
tion St A -» S E@M) . On a, pour tout module de type fini N (BOURBAKT [47,

Chap. 2, § 2, n° 7, prop. 19) un isomorphisme canonique

-1 -1

Hom , (s™P N, s7! E(M)) ~ S”F Hom, (N , E(M)) .
SERY - A

Comme il existe un idéal g de A tel que { = S—1 6 , l'application { —= S_;E(M)
provient d'une application ¢ - E(M) , qui se prolonge en une application A 4>E34)

et finalement en une application s7ly & g7t E(M) .

=1 % . Posons E(M)=E;

1

Montrons que S_1 E(MM) est une extension essentielle de S
Soit y € sTLE tel que y # 0 . I1 faut montrer qu'il existe A € S~ A tel que
Ay #0 et Ay € S—1 M . On peut prendre y = X/l avec x € E , et sx # 0 pour
tout s € 38 . Soit @ un élément maximal parmi les annulateurs de sx ou s par-
court S . Alors o est maximum : en effet, si ¢ = ann(sx) , soient t €3S et

N € A tels que Atx =0 , alors Atsx-=0 , d'ol A\ € ann(stx) ; or,
ann(stx) o) ann(sx) .

donc A€ g . Comme sx # 0 , il existe A' € A tel que A'sx # 0 , et \'sx €M,

on a donc
Atsx # 0O pour tout t € S ,
clest-a-dire

\'sy # O et  Asyesim.

COROLLAIRE de 1la pfoposition 5. = Pour tout A-module M , on a

1o ai _ sTtugai
S TA

20 diA M = sup di, N

p maximal p P

°

LM



3081 »n S = ﬁ , alors ui(p 5 M) = pi(s‘l I S-1 i) pour tout i >0
4o u(p , M) =0 si p¢ Supp i .

Ce sont des conséquences immédiates de la proposition 5.

PROPOSITION 6. — Soient M wun module de type fini sur l'anneau local A , et

do_
0 =» M -> EO —— E1 -,

une résolution injective minimale de 1T . Si f est un élément A-régulier et

M-régulier, et si D = do(EO) , on a une suite exacte

0 - HomA(A/fA , D) == HomA(A/fA , El) - ... HomA(A/fA , Ei) - ...

qui est une résolution injective minimale du A/fA—module HomA(A/fA , D) . Ce der-

nier est isomorphe 7 M/fM .

Comme A/Af est de dimension projective 1 , on a Exti&A/fA , .) =0 pour i=>2

Ceci montre liexactitude de la suite écrite.

Considérons le diagramme commutatif

0 HomA(A/fA , D)

Les lignes et les colonnes sont ezactes. Si N = Ker(EO —£> EO) , NnM=0, donc
f

N=0, car EO est une extension essentielle de Ii . Montrons aussi que EO-—> EO
est surjective. Soit x € E . Alors g(f) = x définit une application &3 Af->.EO
qui se prolonge en une application g' : A -> E. .81 y= g'(l) , alors x = fy ,

p 0
done Coker(Eo _— Eo) =0 .

Le "diagramme du serpent" montre alors 1'isomorphisme

HomA(A/fA , D) -S> M/flu .

La proposition résultera du lemme suivant.
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LEME 1. -=S1 O -»D -»E -» C = 0 est une suite exacte de A-modules, ou E

est 1'enveloppe injective de D , alors la suite :

0 ~» HomA(A/a , D) = HomA(A/a , B) - HomA(A/a , C),

EE g est un idéal de A , est exacte, et Hom(A/a , E) est une enveloppe injec-
tive du A/g-module HomA(A/a , D) .

On sait (BOURBAKI [3], § 5, n°2, Remarque 4) que HomA(A/a , B) est injectif.

Montrons que c'est une extension essentielle de HomA(A/a ’ D) . Soit
£
w € HomA(A/a , E)

Posons o(1) =e , o 1 est l'image de 1 dans Aa . I1 existe N € 4 tel que
Ae€ D et Ae # O . On voit que
Ap € HomA(A/a , D) et Mo # 0 .

c. Q. F. D.

COROLLAIRE. - Sous les hypothéses de la proposition précédente, si p est un

idéal premier contenant f , alors

wy (p/A , W/m) =y, (p 1) .

En effet,

HomA(A/fA y Bj) = 2 wi(p s 1) HomA(A/fA , B(a/p))

Spech
" =2 w;(p , u) Hom (a/2a , E(a/p)) .
fep

Comme HomA(A/fA , B(4/p)) est l'enveloppe injective du A/fA-module Ay 5 le
corollaire est démontré.
PROPOSITION 7. = On a

pi(p , M) = dimk(p) Extip(k(p) , Mp) = dimk(p)(Exti(A/p , M))p .

En particulier, si il est de type fini, ui(p , M) <o .

D'aprds le corollaire de la proposition 5, on peut supposer que A est local

d'idéal maximal p . Dans ce cas, on a le lemme suivant

LEMME 2. - Soit A un ammeau local d'idéal maximal p et de corps résiduel k .

Si E est l'enveloppe injective de k ,et M un A-module de longueur finie,

on a
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2() = g (Hom, (1 , E))

Raisonnons par récurrence sur z(M) . Pour i(m) =1, ona #H~5Xk. Alors
HomA(k , B) ={x eB tel que xp =0} .
Si xy =0 et x#0, on sait qu'il existe A € A Tel que Ax ek et Ax#O0.
Mors A est inversible, ceci implique x € k .
Pour 4(i) > 1 , on a une suite exacte :
0=k ->M->N->0.
On en déduit une suite exacte :

0 -= HomA(N , B) -» HomA(M ,E) = k -= 0.

Ce qui démontre le lemme.
Revenons & la proposition : D'apres le lemme 1 ,

HomA(k , Ag) =0 implique HomA(k , B(a/g)) =0,

car E(A/q) est extension essentielle de A/¢ . On a donc
Hom (X E;) = Hom,(x , wy(p o 1) B(K)) = wi(p, M) Xk

N di ‘ . s . .
ou O =» M - EO - .. =P Ei -3 Ei+1 - ... est une résolution injective mini-

male de M .
Considérons la suite :
T,
1 N
0 - Hom(k , ) -» Hom(k, B, - ... = Hom(k, E,) -—=> Hom(x, E,)
"'"'> ce e

Montrons que fi =0 pour tout 1 >0 . Soit x € HbmA(k s Ei) . Comme Ei est

une extension essentielle de Ker di , il existe AN € A tel que Ax € Ker di .
Comme )\ est inversible, ceci implique x € Ker di , donc fi(x) =0 ., On en dé-

duit
by — — i
ui(p , M)k = HomA(k ’ Ei) = ExtA(k , M)

Done

wi(o , M) = aim (Bxty(c , W)
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PROPOSITION 8 (DIEUDONNE). - Joient A un anneau local artinien, et m son

idéal maximal. Les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) A est un A-module injectif ;
(11} wolm, &) =1

(i) = (ii).Comme A est indécomposable, 4 = BE(k) , ou k = A/m..
(ii) =» (i).on a E(4) = E(x) , donc A s‘*injecte dans E(k) . Comme

4(B(k)) = g(Hom (4 , E(k))) = £(a) d'aprés le lemme 2 ,

A
on en déduit
A= E(k) .
§ 1.3. Modules de type fini de dimension injective finie.

LEMME 3. - Soit M un A-module de type fini. 81 q et p sont deux idéaux

premiers de A tels que dim(Ab/qu) =1, alors ui(q 5 M) #0 = ui+1(p ,M: # 0.

On peut supposer que A est local d'idéal maximal ¥ . Posons

B=4A/q .

Soit x un élément de A tel que x & q et xe€ p . Alors C = B/xB est un mo-
dule de longueur finie sur A . De la suite exacte 0 —= B LS00 , on

déduit une suite exacte

ExtX(B ) =S Extz(B M) = Exti+1(c , 1)

l+l(c

A , M) # 0 . Supposons £(C) > 1 . La suite exacte

qui montre que Ext

Q=>k=>0->0C -0

donne une suite exacte :
Extz+1(0' , M) - ExtX+1(C‘, M) - Extz+1(k , M)

Ce qui montre qu'il existe toujours un module N tel que 1 < (W) < 4(C) et tel
que Ext;fl(N , M) £ 0 . On en déduit que Exti+1(k , M) £ 0 .

COROLLAIRE. - Soit M un A-module de type fini de dimension injective finie.

Alors, on a
dim M £ di N

et si r =di i1 , alors ur(p , M) # 0 entraine p maximal.
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Soit v € Supp il . 51 g S p est un idéal premier minimal de Supp M , on a
(Hom, (&/q M)q £0,
donc
uo(q , M) £0 .
3i s = dim(Ap/qu) , on déduit du lemme précédent que us(p , M) # 0, donc
s<diM=r.
Donc, il reste bien que dim M < di M (ceci montre, entre autre, que dim M < » ).

laintenant, soit p tel que p,r(p , M) #0 . Si p n'était pas maximal, il

existerait un idéal premier ¢ tel que

(q ,» 1) #0,

wr+1

ce qui est évidemment impossible.

PROPOSITION 9. = Soit M un module de type fini non nul et de dimension injec-

tive finie sur l'anneau local A . Alors di, M = prof A .

A

Posons s = prof A et r =di M . Soient p 1'idéal maximal de A , et k son

corps résiduel. On a
r
Ext, (k , 1) ~w(p s M)k,

donc Eth(k , 1) £ 0 d'aprés le corollaire du lemme précédent. Soit f = &‘,..,fs)

une suite A-régulidre maximale. On sait que dp A/QA = s . La suite exacte
0 = k = A/fA

donne une suite exacte :
Ext, (/24 , M) - Bxt,(k , B) - 0

qui montre que E:ti(A/ﬁA , M) # 0 , donc que r < s . Hais Exti(A/ﬁA , M) £ 0

d'aprés le § 0.9. Donc s <r , et il reste ss=1T .

~

COROLLAIRE. - Si un anneau local est de dimension injective finie sur lui-méme,

il est de Cohen-Macaulay, et sa dimension injective est dgale & sa dimension de

Krull.

PROPOSITION 10. = Soit H un A-module de type fini. 8i »n est un idéal pre-

mier de A , les deux propositions suivantes sont équivalentes :




14

(i) ai, Mp = ;
(ii) ui?p , M) # 0 pour tout i >h(p) .

(i) => (ii). On peut évidemment supposer A = Ap . Raisonnons par récurrence sur
n(p) . Pour h(p) =0, on a

Ei(M) = ui(p 5 M) E(A/p) pour tout 1 ,
et la proposition est évidente.

Pour h(p) > 0 , supposons qu'il existe un idéal premier q ¢ p , tel que

Si s= dim Ap/qu , on a

h(q) + s < hlp) .

D'aprés 1l'hypothése de récurrence, on a

ui(q , M) #0 pour i 3 h(q) ,

donc

“i+s(p . M) £0 pour i > n(q) .
Ceci implique

wylp , M) #0 pour j > h(p) .
Si, pour tout idéal premier g ¢ b, diAq Mq <w , 0N a

gi(q , M) =0 pour i > prof Aq R
donc

ui(q , H) =0 pour i g,h(p) .
On en déduit

Ei = ui(p , M) E(A/p) pour i > h(p) .

Ce qui démontre la proposition

(ii) == (i) est évident.
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PROPOSITION 11. = Soit M un A-module de type fini. Les conditions suivantes

sont équivalentes :

(1) diA Mp < o pour tout idéal premier p ;
s}

(ii) ht(ann(ExtX(N , M))) > i pour tout i >0 et tout module de type fini N.

(1) = (ii). On a

A
P

4i, M, < h(s) ,
done

i i N .
.ExtAp(Np , Mﬁ) = ExtA(N , m)p =0 pour i > h(p) ,
ce qui exprime bien que h(ann(ExtX(N , M) > i

(1i) = (i). si h(ann(Extz(N , M))) >1i pour 130, ona

(ExtX(N , M))p =0 . pour h(p) <i,
done
i . .
Ex’cA(I\I!0 ’ Mp) =0 pour h(p) <i.
En particulier,
Ext, (k(p) , M) =0  pour i>n(p),
p )
ce qui d'aprés la proposition 10 implique diA M <o .
p

§ 1.4. Anneaux de Gorenstein.
) PPN IS IS I NI NI NININI NI NI I NIII

Posons ui(p , A) = ui(b) ’

PROPOSITION 12. — Soit A un anneau, et soit p un idéal premier de A ; les

propositions suivantes sont équivalentes :

(i) ai, A <o

A
P

(ii) ui(p) = 0 pour toutv i> h(p) 5
(iiﬂ il existe 1 a,h(p) tel que ui(p) =0

(1v) u.(») = {O pour i < h(p) ;
Y 1 pour i =h(p) ;
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(v) ui(q) = 51 h(q) pour tout g S1n et pour tout i .
b

Les assertions (i) = (ii) = (iii) = (i) résultent des propositions 9 et 10

du paragraphe précédent.

(i) = (iv). Raisomnons par récurrence sur dim A . Pour dim A =0 , c'est le
théoréme de Dieudonné. Pour dim A > O ,on sait qu'il existe un élément fA -régu-
lier puisque A est de Cohen-Macaulay (corollaire de la proposition 9). D'aprés
la proposition 6 du paragraphe 2, A/fA est de dimension injective finie sur lui-

méme. L'hypothése de récurrence montre alors,

ui(p/Af) =0 pour 0 < i< h(p) -1 et gi(p/Af) =1 pour i = h(p) -1.
On sait que ui(p/Af) = pi+1(p) , donc
ui(p) =0 pour i =1, ... , h(p) -1 et ui(p) =1 pour i = h(p) .

I1 reste & démontrer que uo(p) =0 . Mais Hom(k(p) , A) =0 , car Ap est de

Cohen-Macaulay de dimension > O . Cecli montre hien

uo(p) =0 .
(iv) == (ii). On a
ExtX (k(p) , Ap) =0 pour O <iK h(p) -1
p
et
pxt) (k(p) , 4) =x(p)  pour i=n(p),
»
j
done Ap est un anneau de Cohen-iiacaulay. Pour dim(Ap) =0, diA Ap =0
p

d'aprés le théordme de Dieudonné. Pour dim A = 4. , soit (f1 y eee fd) =f

une suite A ~réguliére maximale., Alors, A“/pr est de dimension O . On voit,

par un décalage évident, que

Hom, (k(p) , Ap/pr)fz x(p) ,

done Ab/pr est de dimension injective finie sur lui-méme, d'aprés le théoréme
é.

de Dieudonné. Ceci implique

ui(p/pr s Ap/pr) =0 pour i>1 donc ui(p) =0 pour i>h(p),

clest-a-dire (ii).
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(i) == (v). En effet, dlAp A.p < » , donc diAq Aq <o et ui(q) = Gi,h(q) .

(v) == (iv) est évident.

rd Y
THEOREME 1 (thdordme local). — Soit A un anneau local de dimension n , d'idéal

maximal p et de corps résiduel k . Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) di, A <o 3

A

(ii) A est un anneau de Cohen-Macaulay tel qu'il existe un systime de parame-

tres de A engendrant un idéal irréductible ;

(iii) . Tout systdme de paramdtres de A engendre un idéal irréductible ;

. _ (0 pour i <mn ;
(iv) ui(p) - { 1 pour i=n;

(v) A est un anneau de Cohen-Macaulay et ExtX(M , A) ::HbmA(M , B(k)) pour

tout A-module M de longueur finie (1'isomorphisme étant fonctoriel) 5

(vi) ui(q) = 6i nt(4) pour tout idéal premier q de A .
s

(i) == (iv) == (vi) d'aprds la .proposition 12.

(iii) = (ii). Si dim A = 0 , c'est le théordme de Dieudonné. Pour dim A = n> 0

montrons que prof A >1 . Soit £ = (£ ’ fn) un systéme de paramétres de

1 9
A . Posons

r
£I,=(ff9 cee g fn) ’

c'est aussi un systdme de paramétres de A . On a

Hom,(k , £ /£ ) #0

comme HomA(k R A/p ) est un k-espace vectoriel de dimension 1 1le contenant,

~r+1
on a alors,

£r+1 :pc QT pour tout r .

Donc

0Otpen(f,,, tp)cenNg, =0.
r T

Raisonnons maintenant par récurrence sur n . Soit f un élément A-régulier.

Comme A/fA vérifie (iii), c'est un anneau de Cohen-Macaulay, et A aussi.

(i1) == (iii). Soit £ = (fl y eee s fn) un systéme de paramdtres de A . On a
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Hom(k , A/f) ~ Exty(x , 4)

par décalage. Dire que f est irréductible, c'est dire que uO(A/i) =1, clest
donc dire que Extﬁ(k , A) est un k-espace vectoriel de dimension 1 . Donc, si
un systéme de paramétres engendre un idéal irréductible, tout systéme de parametres

engendre un idéal irréductible.

(ii), (iii) <=>» (iv). Comme gi(p) = din,_ Exti(k , A) , on a une équivalence :
ui(p) =0 pour i<n ==» A anneau de Cohen-Macaulay.

On peut donc supposer, dans la suite, que A est de Cohen~lMacaulay.

Soit f = (fl s eee g fn) un systéme de paramdtres, donc une suite A-régulidre.

un(p) =1 <= ug/i(P/i)'=‘1 == (0) dirréductible dans A/f (prop. 2)

(iv) == (v)° Soit M un module de longueur finie. La suite exacte

0O>A->E ->..-=E  -=E >0, oh E = E(x) ,

0 n-1
donne une suite :

Hom (M , En_z) - Hom(M , En_l) - Hom(M , E(k)) = 0 .

I1 suffit donc de montrer que Hom(M , En—l) = 0 . Comme “n—l(p) =0, il n'y a

que des E(a/q) ou q ¢ p dans la décomposition de En— I1 suffit donc de mon-

-
trer

HomA(M ’ E(A/q)) =0 pour q ¢ p -

Comme BbmA(k ’ A/q) =0 et que E(A/q) est une extension essentielle de A/q ,

alors
Hom , (X Efa/q)) =0 .

0 . La suite exacte

Montrons, par récurrence sur 4(M) , que HomA(M » E(&/g))

Ok =>H->=N->0
donne une suite exacte :

0 = HomA(N , B(a/q)) - HomA(M , B(4/q)) - HomA(k , BE(4/0)) - 0.

O

comme £(N) < (M) , ceci démontre que HomA(M , B(a/q)) =
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(v) == (iv). En effet, comme A est de Cohen-Macaulay, ui(p) =0 pour 1i<mn.

Posons M = k . Ceci donne
Extz(k , 4) = Hom, (x , E(x)) =k (lemme 2),
1 —a—di - .
clest-a~dire un(p) 1

Remarque. — GROTHENDIECK a démontré, au moyen de la cohomologie locale, qu'il

n'était pas nécessaire de supposer A de Cohen-ilacaulay dans (v),

COROLLAIRE. - Soient (A ’ p) un anneau local noethérien satisfaisant aux condi-

tions du théordme 1, et q un idéal p-primaire. Alors, les conditions suivantes

sont équivalentes :

(1) q est _irréductible ;

(ii) ExtX(A/q , A) est monogéne (resp. libre sur A/q ).

En effet,
ExtX(A/q , A) ~ Hom(4/q , E(k))

qui est égal & 1l'enveloppe injective de k considérée comme A/q—module. Si g
est irréductible, alors A/q est un A/q—module injectif d'aprés le théoréme de

Dieudonné, donc HomA(A/g , B(k)) est égal & A/q . Réciproquement, comme

4(ton, (4/q , E(K)) = 2(&/q)

alors, si HomA(A/q , B(k)) est monogdne, il est isomorphe & A/q . Donc, A/q

est un A/q-module injectif, donc ¢ est irréductible.

/ \
THEOREME 2 (Théoréme global). - Soit A un anneau noethérien, Les propositions

suivantes sont équivalentes :

(i) Pour tout idéal premier » de A (resp° maximal), A est de Cohen-

Macaulay, et il existe un systdme de parametres de Ap engendrant un idéal irré-

ductible de Ap 3

(ii) Pour tout idéal premier p de A (resp. maximal), tout systdme de parame-

p b
(iii) Pour tout A-module de type fini H , grade(Extl(M s A)) >1i pour 1

tres de A engendre un idéal irréductible de A _
.;J

\Y

03

(iv) Pour tout idéal premier p de A, di, A <o ;

p
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(v) Mi(p) =8 h(p) pour tout idéal premier p de A .
, ae

Si A est de dimension finie, ces propositions sont équivalentes &

(vi) di, A <o .

Le seul probléme est de montrer (iii) === (iv) par exemple. On sait que

n(ann Ext*(1 , 4)) = inf dinm A (pour EXtip(Mp , Ap) 4£0)
et que

grade(Exti(M , A)) = inf prof Ap (pour Extip(Mp , Ap) £0) .
On a donc

h(ann Bxt (i , A) > grade ExtT(M , 4) ,
et clest une égalité lorsque Ap est de Cohen-ilacaulay pour tout idéal premier P .
(iii) == (iv) d'aprds la proposition 11.
(iv) =» (iii) toujours d'aprds la proposition 11, et parce que (iv) implique Ap

de Cohen-lMacaulay pour tout idéal premier p de A .

DEFINITION. - Un anneau vérifiant les conditions équivalentes du théordme 2 est

appelé un anneau de Gorenstein.

PROPOSITION 13. - Soient A wun anneau local de Gorenstien, et B un anneau quo-

tient de A , tels que dpA B<o et que B soit un anneau de Cohen-Macaulay. Les

conditions suivantes sont équivalentes 3

(i) B est un anneau de Gorenstein ;

(ii) Si q=din A - dim B, alors Ext}(B , 4) est monogdne ;

(iii) Exti(B ’ A) est un B-module libre.

Raisonnons par récurrence sur p = dim B .

Pour p=0, alors g=n, et (i) <= (ii) est le corollaire du théoréme 1.

(ii) === (iii). On a Extz(B , &) ~ Hon (B , E(k)) , ce qui implique
o(Bxt) (3 , 4)) = 4(B) .

Comme ExtX(B , M) est un B-module, cette égalité entraine 1'équivalence.
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Pour p > 0 , nous aurons besoin dtt lemme suivant ;

LEMME 4. - Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un anneau local A

soit de Cohen-Macaulay est que, pour tout A-module M , on ait :

grade 1 + dim M = dim A .

On voit immédiatement que la condition est suffisante en prenant M = k , corps

résiduel de A . Montrons qu'elle est nécessaire. On a

grade(l) = inf (prof(a )) = inf (ht(p)) ;
peSupp (1) P peSupp(M)
comme dim(M) = sup (dim A/p) , et comme le spectre d'un annesu de Cohen-
pesSupp (M)

Macaulay est bi-équidimensionel, on a 1'égalité voulus.
Revenons & la proposition.

D'aprés le lemme, on a grade(B) = q . Comme prof(B) =p, on a dpA(B) =q . On

en déduit
Exti(B , 4) =0 pour i # q .
Si f est un élément de A qui est B-régulier, la suite exacte

o->B-§>B—>B/fB->o

donne une suite exacte 3
(1) 0 -» Exti(B/fB , A) - Ext}_(B , A) I Exti(B , 4) - Ext%*l(B/fB , A) =>0.

Mais dtaprés le lemme gradeA(B/fB) =q + 1 , clest-d~dire Exti(B/fB , A) =0 .

On a donc un isomorphisme :
mctd(B, a)/2 Ext(B , 8) & Extf{"l(B/fB L A) .

On a

Exti(B , A) monogdne == Ext2+1(B/fB , A) monogéne

et

Bxtd(3, 4) libre sur B == mxt?*N(3/rB, 4) Libre sur B/1B,
car f est aussi Eth(B , A)-régulier d'aprds la suite exacte (1). Comme

B Gorenstein ==>» B/fB Gorenstein,
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la proposition se déduit de 1'hypothése de récurrence.

Cette proposition montre l'accord avec la définition de Grothendieck des anneaux

de Gorenstein.

Chapitre 2

La catégorie € .

§ 2.1. Le foncteur F .

(e ave e et araV e

Soient C et ® deux catégories abéliennes. On suppose que C possede assez
d'objets projectifs. Soit F un foncteur de C dans ® . On construit le fone-

teur F: C - & de la fagon suivante :
1° Soit C un objet de C . Si P est un objet projectif de C tel que
P>C->0
soit une suite exacte, on pose
F(¢) = Coker(F(P) -= F(C)) .
Montrons que E(C) est indépendant du choix de 1l'objet projectif P .

Considérons le diagramme commutatif suivaent ou la ligne et la colonne sont exac-

tes.
C
A
P £ C 0
\Ifl
NP!

Les objets P et P' étant projectifs, on a construit les fleches o« et p

factorisant les fldches f et f' . D'ou le diagramme commutatif suivant :

2(p) F(f); F(C) ——> Coker(F(f)) —— 0O

o Fla)
7 (p r(£")

- w(pY)

Soit D un objet de ® et soit une fléche € : F(C) == D tels que & o ®f') =0.
Mors,
£ o F(f') o Flw) = C .
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Donc
Eo F(f) =0 .

Ceci implique que § se factorise uniquement par 7(c) -» Coker F(f) . On en

o

déduit que
Coker F(f) = Coker F(f') .
Ce qui montre que E(C) est indépendant du choix de 1l'objet projectif P .
D

P(f) Té’

P(p) =4 F(c) —> Coker(F(P) — 0

F(p')
Dans toute la suite, lorsqu'on écrira une suite exacte

PC - C = 0,
il sera sous-entendu que vPC est un objet projectif.

2° Soit g : C -» C' une floche de € . Considérons le diagramme commutatif

suivant ;
PC - C = 0
|
PC’ -~ C' - O Y
il existe T PC -3 PC‘ tel que le diagramme suivant soit commutatif :
PC - - 0

P —=>C = 0

On obtient alors le diagramme sommutatif
r(e,) - F) = ¥c) = o0
F(ﬂ)\L \LF(E)
F(PC,) - PF(c') = F(c') = 0 )
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i1 existe une fldche unique F(g) : F(C) -» F(C') rendant le diagramme commutatif

suivant :

r(py) = F(c) = E(C) = o0

[rm p o

F(py,) - F(c') - B(C') = 0 .

On a montré que F est un foncteur de C dans ® .

On vérifie aisément que le morphisme F p-> F donne un foncteur de la catégorie

abélienne Hom(C , ®) dans elle-méme

PROPOSITION 1. - Dans la situation décrite, on a les propriétés suivantes :

(a) Pour tout objet projectif P de C, F(P) =0 . Si une fldche f : C —» C'

se factorise & travers un objet projectif, on a F(f) = 0 ;

(b) Les propositions suivantes sont équivalentes s

(i) ¥ -> F est un isomorphisme de foncteur ;

(ii) F(P) = 0 pour tout objet projectif P , de C ;
(iii) F=F ;

(c) Si F est semi-exact, F est semi-exact.

Démonstration,

(a) est évident.
(0)=(i) == (b)~(ii) par (a). On vérifie trivialement (ii) == (iii) et (iii) => (J).
(c). Considérons le diagramme suivant, ol les lignes et les colonnes sont exactes

,C 1 PC "

on peut le compléter de la fagon suivaente :

P

0 —-> P ~—~> P an

\bc' c
0 — c' I
\)

0

Lo

oL aE— X
Oé-C)
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ot Py, x Py, -> C = (PC'qC) + (PCQ*C) et ol les lignes et les colonnes sont

exactes.

On obtient alors le diagramme commutatif :

0 — F(py,) —s F(p,, xPy,) ——> F(p,) — 0

\I

CD AN pc)  FEL p(em)

Tt
/

F(c') En), g(fc) ), F(c")

/ v A4
0 0 0

Les deux premiéres lignes et les 3 colonnes sont exactes. Montrons que la 3e ligne

est exacte.

Comme F(g) F(1) m' = 0 , la 3e ligne est une suite nulle (2). Soient
K = Ker(F(g)) et N = Ker(F(g)) .
On vérifie ll'existence du diagramme commutatif suivant :

0 —— F(p,,) —— F(B, xPy,) —> F(P,,) — O

0 =——> K
A\ / \
F(ct) r(c) —s (o)
vV
0 w—g—> N
/ \\ /
r(c!) — 7(C) — F(c")
v
0 0 0

Comme F(C!') —=» K est un épimorphisme, il suffit de montrer que K -» N est un

épimorphisme pour montrer que F(C!') -> N est un épimorphisme.

Soit N = Coker(F(PC,) - K) , on a le diagramme commutatif

(2) Nous appelons "nulle" une suite dont la fléche composée est nulle,
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0 —— Fr(p,) —— F(p, x PC") — PF(P,,) ———> O

Cl C"

0 ——> K  ——3 P(c) — F(C")
™~
N
/‘ \ ! /
N — F(c) — F(c")
\ \/ )
0 0 0

D'aprds le "diagramme du serpent", la 3e ligne est exacte, donc (N' => N) est

un épimorphisme et (K ~> N) aussi.

COROLLAIRE. - 8i C posséde assez d'objets injectifs, et si F est exact & gau-

che, alors Rl F est semi-exact ; de plus, pour tout 1 et pour toute suite exac-

te 0-»C'=>C->»C"-> 0, on a une suite exacte :

B r(c') - rREF(C) = REP(e") - rre) - ®Hlw(e) - rMLow(em)

Démonstration. ~ La premidre assertion est une conséquence immédiate de (c).

Considérons le diagramme commutatif :

P
C =» (" —~—= 0

L

0

n

ou la ligne et la colonne sont exactes. La flache (PC" - C) a pu 8tre construite

car PC" est projectif. Il donne le diagramme commutatif :

R” F(P,)

LN

r(c") —s R p(ct) —> R

| :

R 7(C) R_F(cv)

AAmAA—~

i+l F(C)
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La suite R© F(PC") - RT F(C") = gttt P(C') est nulle. Donc, il existe une
fléche unique g2 Rl F(C") -3 Rl+1 F(C‘) rendant commutatif le diagramme sui-

vant :

0 0
\\\§s ,/’;vﬁi F(Pgu)

" Ker 7

Rt p(c) —S 5 3* p(cv)

Ker ¥

0 ////77 | 0

0

(a) Exactitude en R T+ F(C') . - On a oy = ¢ =0, donc @y =0 , car B est

un épimorphisme. Le diagramme suivant est commutatif :

Rl w(en) T RMp(er) s R R(C)

0
Ona ¢'g=17"', or M' estun épimorphisme ; par conséquent ' est un épimor-
phisme, et la suite est exacte en R1+1 F(C‘) .

(b) Bxactitude en R™ F(C") . - Ona {¢s¢=Tw=0 . Comme ¢ est un épimorphis-

me, &6 =20 . Congidérons le diagramme commutatif suivant ¢
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0

{
] 1

0 ———> Ker 7| ——> R F(C") —ls Ker ¢ ——> O

A id.

/
1 1

0 ——> Kery —s RF(e") U s Ker ¢ ———> 0

0 0

D'apres le "diagramme du serpent", l'application v 3 Ker T| p-> Ker § , rendant

le diagramme commutatif, est telle que
0 -» Cokery =>» O

est une suite exacte, donc v est un épimorphisme. Considérons le diagramme commu-
tatif

B* F(C) —%> Ker | —> R F(C")

o v B

. ' .
R F(C) —2—s Ker y ——> R_F(C")
Comme ' et sont des épimorphismes, il en est de méme de §'
A

C. Q. F. D.

PROPOSITION 2. - Si C posséde assez d'objets injectifs, et si F est un fonc-

teur exact & gauche, alors, pour tout i > 0 , les propositions suivantes sont

équivalentes :

1° Pour toute suite exacte de C: 0 ->C! = C ->» C" - 0 , la suite

gt p(e) - R P(e") - 27lE(er) - R R(0)
est exacte ;

20 Pour toute suite exacte de C: 0 = C' > C ->C", ou C est projectif, la

fldche B #(¢") = R P(C') est un isomorphisme ;

30 pitl F(P) = 0 pour tout objet projectif P de C .

Démonstration. - Remarquons d‘'abord que la fléche Rt r(c") -> Rl+1 F(C') est

la composée des fléches
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B F(en) - R p(or) ot 7t p(e) = T op(e) .

Les implications, 1° == 2° , et 3° == 1°, sont des conséquences immédiates

du corollaire et du (b) de la proposition 1.
I1 reste & démontrer que 2° == 3° .
Soit P un objet projectif. Considérons le diagramme commutatif s

0 —» K —> P —> I/P — O

ou I est un objet injectif et ol 1l'existence et l'unicité de la fléche KX = P

se vérifient évidemment. Les lignes et les colomnnes sont exactes. Soit

L= Ker(PI - I).

on a (L - Py => 1/P) = (L = Py > 1> I/P) = 0 , donc il existe un monomorphis-

me de L dans K rendant commutatif le diagramme :

La premiére colonne est exacte d'aprés le "diagramme du serpent", donc, les lignes

et les colonnes du diagramme sont toutes exactes.

Considérons le diagramme commutatif dont les lignes et les colonnes sont exactes.
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0

Dlaprés 2°, on a le diagramme commutatif :

gt e ~ rMr)

\ |

rUp(1/R) ~ R

F(K)
|

R pp) - rM! w(p) =0

ou les colonnes sont exactes d'aprés le corollaire de la proposition 1 et ol
pitl F(I) =0 car I est injectif, et pttl F(P) =0 car P est projectif. Le
diagramme montre que la fldche R~ F(I) -=» R F(I/P) est un épimorphisme, donc

que R E(P) =0 .
§ 2.2. La catégorie C .

DéPinition. - Soit € une catégorie possédant assez d'objets projectifs. Si C
et D sont deux objets de C , soit R 1la relation d'équivalence définie dans
Hom(C , D) par ERN) <===> €& - T se factorise & travers un projectif. On appe-
lera € 1a catégorie ayant les mémes objets que C (pour éviter les confusions,
on représentera en majuscules grasses les objets de T ) et dont les fldches sont

définies par

Homz(C , D) = Homp(C , D)/R

pour tout C et tout D de C.
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On a un foncteur canonique plein U de C <dans C , défini par u(c) = C , et,

pour £ € Hom(C , D) , U(E) = classe de £ modulo R .

PROPOSITION 3. - Les foncteurs Homo(C , .) et Hom(E(g , ) ol de C dans la

catégorie des groupes abéliens sont isomorphes.

Soit D un objet de C , et PD > D ->» 0 une suite exacte. On vérifie que dire

que " E € Hom(C , D) se factorise & travers un projectif" est équivalent & dire
que " £ se factorise & travers PD ", On a donc une suite exacte de groupes abé-

liens

Home(C , Py) =-»> Homg(C , D) -» Homg(C, D) -> 0

qui domne bien un isomorphisme canonique unique de HomG(C , D) dans Homqfﬁ ’ Q).

Soit ® une catégorie abélienne ; considérons les foncteurs suivants :

U Hom(€ ,®) -> Hom(C ,0) , défini par U(F) = F o U

Hom(C ,®) -» Hom(CT ,0) , défin* par ¥(F)(c) = £(C)
et ¥(r)(U(g)) =r(g)

¥

oo

(on vérifie que ¥ est bien défini).

PROPOSITION 4. — Le foncteur ¥ est un adjoint & gauche de U (c'est-a-dire que

pour tout G € Hom(C , ®) et pour tout F e Hom(E,®) , on a un isomorphisme

Hom(¥ (¢) , F) ~ Hom(g , U(F)) .

Soit y € Hom(G , Uu(F)) ; soient C et D des objets de C , et soit E: C - D

une fléche,

On a le diagramme suivant :

F o'U.(PC) < G(PC)
Foulc) «—ile) a(c) ce) o o) > % o)
v\\\ ’/,)
W (gl ~ \ /,”’
“y(e)(g) @R ve) (@)
/
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Le diagramme sans les pointillés étant commutatif, et U(QJ étant nul, on en dé-
duit 1'existence et l'unicité de u'(g) (et donc aussi de '(D) , rendant commu-
tatif le diagramme. On a donc associé a y 1le morphisme y' € Hom(¥(Gg) , F) . On

vérifie que cette application est un isomorphisme de groupe.

/ \
THEOREME 1 (ECKMANN-HILTON). — Soit C une catégorie abélienne possédant assez

d'objets projectifs. Le foncteur

@Y - Hou(c, Ab)

défini par ¢ -» Extl(C , .) et par u(g) - Ext1(§ , o) si E: C=-»D

est une fléche de C , est pleinement fiddle.

Supposons que ¢ se factorise par un projectif P . Alors le diagramme commuta-
tif
1
Ext* (P, .) =0

y Exel(e,.)

Ext1(D ExE AGady metl(e , L)

montre que Extl(g , .) est nul. Donc le foncteur est défini.

LEMME 1., - Dans la catégorie Hom(C, AQ) , les foncteurs Hom(4 , .) sont des

objets projectifs.

Soit G e Hom(C, ég) . On sait que Hom(Hom(A , .) , G) est isomorphe & G(A)

(fonctoriellement en G )’

Soit 0 =» G'~> G =» G" -» 0 une suite exacte de Hom(C, Ab) . Alors, pour tout
A, la suite 0 => G'(A) =» G(a) = G"(4) -> O est exacte, donc la suite que voici
est exacte :

0 - Hom(Hom(A ’ B G') -> Hbm(Hom(A , o) G) - Hom(Hom(A s .) ’ G") -> 0
Ceci exprime que Hom(A , .) est un projectif de la catégorie Hom(C , Ab) .

Revenons maintenant au théordme d4'Eckmann-Hilton, et montrons que le foncteur est
pleinement fidele.

(a) Toute fldche Extl(C y o) = Extl(C' , .) provient d'une fldche C' — C .
En effet, considérons les suites exactes :

0 =» K ->» PC - C =>» 0

0 - K' -» PC' - C' - 0
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On en déduit le diagramme :
) = Hm(k, .) = EBExti(c,.) = 0

0 -» Hom(c', .) = Hom(PC, , .) => Hom(K' , .) => Bxti(ct , .) = O

0 - Hom(C.,.) = Hom(PC ,

Le lemme montre que la fldche Extl(C , L) > Extl(C' , .) provient d'une fldche
Hom(C y .) -3 Hom(C' ; ,) .
clest-a-dire d'un élément de Hom(C' , C)
(b) En considérant toujours le méme diagramme, si on suppose que
Exti(c, ) - Exti(c', .)

est 1a fléche nulle, on en déduit que toute fléche Hom(C , .) =-» Hom(C' , .) ,
rendant le diagramme commutatif, est homotope & zéro, c'est-ad-dire qu'il existe une

fldche Hom(PC , .) => Hom(C' , .) telle que le diagramme

Hom(C , .) —> Hom(PC , o)

Vo

Hom(C! , .)

soit commutatif, donc que la fléche C' -» C , dont provient Hon(C, .) - Hom(c,.),

se factorise & travers le projectif P, . On a démontré que le foncteur était non

C
seulement plein, mais pleinement fidéle.

LEMME 2 (SCHANUEL). - Si les deux suites

0-»>K~->P ->C >0 et 0 -»K' =»P!' > C >0

sont exactes, il existe un isomorphisme entre K®P' et XK' ®@P .

Si P Xa P' est le produit fibré de P et P' sur C , on peut construire le

diagramme ¢
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On vérifie facilement que les lignes et les colonnes sont exactes. Comme P et P!

sont projectifs, on a des isomorphismes :

P@I{'sz P'f_V_P' @ K

C
ce qui démontre le lemme.
Considérons maintenant le diagramme commutatif H
0 - K - P, = C = 0
boopok
0 = KX = P,, == C' = O
ou PC et PC' sont projectifs.

D'aprés le lemme précédent, si C=C' et ¢ = id, , alors on a, dans
v

H{e]

, des

isomorphismes canoniques

2

3

ExKOPy =K 0P 5 K

A

Remarquons aussi que si @ est nulle, il existe une fl&che PC -> K' rendant le
diagramme commutatif, c'est-a-dire qu'on a u(y) = 0 . Ceci nous permet de poser

la définition suivante :

/
DEFINITION. - On appelle foncteur de suspension de § dans ¢ , le foncteur dé-
fini par Ql(g) =X et Ql(u(a)> = Uy) .

On écrirs
Elo) = '@ He)) et ) =¢ .

PROPOSITION 5. = On a un isomorphisme de foncteurs entre Extl(A . o) et
Hom (0"(4) , .)

Raisonnons par récurrence. Pour i = 0 , c'est la proposition 3. Pour i >0 ,

considérons les suites exactes

0->K, =P, = ,.. ==P, -=»>A >0
i i 1

PC ->C -0

ou les Pi et PC sont projectifs.

T,

De la suite exacte 0O -» Ki - Pi -> K,

iey ™ 0 , on déduit le diagramme commuta-
tif
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< 1 5
Hom(P, , P;) —> Hom(k; , B)) Y Ext'(x, , , 7)) —> Ext'(p, , B;) =0

l L |

Hom(P, , ) —> Hom(k, ,¢) £ metl(c_ ,0) — mtl(p,

T
| ! | 1

C) ——-

o)

k4

D'aprés un "diagramme du serpent", ¢ est un isomorphisme. On a
Hom(K, , -) = Hom (0(4) , )

Comme, par décalage,
Bett (K, ) e Exti(a, )

la proposition est démontrée.

COROLLAIRE 1. - Les propositions suivantes sont équivalentes :

(1) L'homomorphisme canonigue Hme(Ql(Q) , o) => Homm(Qi+1(§) , Ql(,)) est

un isomorphisme ;
(i1) wxt™(c, P) = 0 pour tout projectif P de C .

Dtaprés la proposition, on a
i i
HOHL\E(Q (Q) ? ~)ZE§,§ (C ’ °) s
et par abus d'écriture

song (07 *1(0) , '(.)) = Bt (e, @!(L))

M

Le corollaire résulte alors de 2° <=2 3° dans la proposition 2, appliquée au

foncteur Hom(C ’ .)

COROLLAIRE 2. - Soient n >1 et C un objet de C . Si Ext (¢ , P) = 0 pour
tout projectif P 8t pour 1<i<n-1, alors, pour tout D € C , 1'homomorphis-

~

me canonique de HomG(g ’ 2) dans Hom(Extn(D ’ .) ’ Extn(C , .)) est un isomor—
ghisme.

Pour n=1, c'est le théoréme de Eckmann-Hilton.

Pour n > 1 , d'aprés le corollaire 1, on a un isomorphisme canonique
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Hogg (¢ , D) ~ Homg (&"71(2) , @71 (D)) .
Par abus d'écriture, le théorecme d'Eckmann-Hilton nous permet d'écrire
N1

Homg (0™71(¢) » @"7H(D)) ~ Hom(Ext (@ H(D) L, L), Extl(@NE) L L) .

On en déduit le corollaire par décalage.

§ 2.3. Modules n=-sphériques.

Sauf mention du contraire, les anneaux considérés sont noethériens et les modules

de type fini.

/
DEFINITION. - Soit A un anneau. On dira qu'un A-module M est n-sphérique

si dp,M<n ebsi Bxt™(M, a) =0 powr tgign-1.

PROPOSITION 6. — Soient A un anneau, et N un A-module tel que grade N >n ,

ol n >0 est un entier. Alors, il existe un A-module n-sphérique M tel que

N szxtn(M , A) . De plus, pour tout foncteur G de la catégorie des A-modules

dans elle-méme, l'application canonique :

Hom(Ext™(11 , .) , a(.)) - Hom(Ext™(M , 14) , c(a))

est un isomorphisme.

Soit Xn - .. = XO -> N ~» 0 une résolution projective de longueur n de N .

N .
Pour tout A-module C , nous écrirons HomA(C , A) =C . Comme Ext (N, A) =0

pour 0<i<n-1, la suite

* ¥*
O = X, =>» . = X
0 n
est exacte.
¥* %* ¥* 3
Soit M = Coker(Xn_l - Xn) , alors la suite exacte 0 -» X ... =>X —>MN -> 0
donne, en dualisant, une suite
M* N 0
0 -> - Xn - ... => XO -» N > R

qui est évidemment exacte.

Les deux dernidres suites exactes montrent que M est n-sphérique et que
N = Ext"( , 4) .
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LEMME 3. - Soit T wun foncteur additif et covariant de la catégorie des A-modu-

les de type fini dans elle-méme. On a un homomorphisme canonique de foncteur de

T(A) ®A . dans T . Pour que cet homomorphisme soit un isomorphisme, il faut et

il suffit que T soit exact & droite.

Soit X un A-module. Pour tout x € X , on notera Ex ¢ A - X 1'homomorphis-

me défini par SX(l) = X . On en déduit un homomorphisme

T(E;X) s T(a) -> 7(X) .
On définit ey : (4) ® X -> T(X) par ch(a ® X) = T(SX)(a) . On vérifie ai-
sément quton a défini ainsi un homomorphisme de foncteurs. Si cet homomorphisme

est un isomorphisme, T , étant isomorphe & un foncteur exact & droite, est exact

a droite.

Réciproquement, congidérons une présentation L > P > X -»> 0 de X . On en

déduit le diagramme

(L) —  7(p) —  7(X) — 0
%TZ TZ Pp T‘Px
(4) ®, L —> T(A)@AP — T(a)9X —> 0

?1, et 9p étant des isomorphismes, il en est de méme de og
Revenons & la proposition. D'aprés le lemme, il suffit de montrer que

Hom (¥ ® . , @) - Hom, (N ® 4 , G(4))

est un isomorphisme. Soit X un A-module. Considérons le diagramme commutatif

suivant
fA
N A —=s G(4)
138, G(e.)
f \%

N X —2s a(x)

o feHm(N® ., G) et ot x est un élément de X .

Le diagramme pouvant &tre construit pour tout x , il montre que 1l'application
gque nous avons définie est injective et surjective, moyennant quelques vérifica-

tions.
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COROLLAIRE., - Soient N Nr des modules de type fini sur l'anneau A

1 7 =" 2
tels que grade(Ni) >21i pour i=1, ..., r . Alors, il existe un module M tel

que dpA Mg<r et Extl(M , A) :Ni pour i=1, ..., r . Réciproquement, si

M est un module de dimension projective finie, alors grade Exti(M . A) > i pour

tout 1 .

D'apres la proposition 6, il existe des A-modules Mi i~sphériques tels que
i .
ExtA(Mi y A) ~ N, . Posons M =@Mi . On a alors :

ap,(11) < sup dp,(M,) < = et Ext (M , A) =$Extl(Mj , A) = Extz(Mi , A) .
3

Réciproquement, si M est de dimension projective finie, on a

grade(Extz(M , 4)) = inf (prof 4 ) .
ve Supp(Ext™ (1,4))
Mais, pe Supp ExtX(M , A) exprime que Exti (Mp , Ap) # 0 . Comme Mp est de
dimension projective finie sur Ap , on en déduit que 1 < dpA Mp < prof Ap pour
P

tout p € Supp Extl(M , A) , c'est-a—dire

i < grade ExtX(M ’ A) .

CI Qc F. DO

PROPOSITION 7. - Soient A wun anneau et M un module sur A , tels que

Exti(M , A) =0 pour i=1, ... , n -1 et tels que grade ExtE(M , A) >n .

Alors, il existe un module n-gsphérique N et une application € : M —> N tels

que

Extz(g , A) : ExtX(N , A) > Eth(M , A)

solt un isomorphisme.

D'aprés la proposition 6, il existe un module n-sphérique N tel que
ExtX(N , A) soit isomorphe & Extz(M , A) . Montrons qu'il existe g€ : M >N

tel que cet isomorphisme soit Extﬁ(g , A) .

D'aprés la 2e partie de la proposition 6, on a un isomorphisme canonique

Hom(ExtX(N , ) ExtX(M , L)) = Hom(ExtK(N , A, Extﬁ(m , A)) .

Mais le corollaire 2 de la proposition 5, nous donne un isomorphisme canonique de
\ n ne..
Hom@(ﬁ , §) dans Hom(ExtA(N A ExtA(M , 4)) .
C. Q. F. D.
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PROPOSITION 8. — Soient A un anneau et M un module sur A tel que

grade(Exti(M , 4)) >1i pour 1<ign. Alors, il existe un A-module libre F

et une suite M@ F = MO ) Ml D oeee D Mn tels que :

(a) Mi—l/Mi est i-sphérique (i=1, ..., n) ;

(b) IL'homomorphisme canonique Mi—l - Mi—-l/Mi donne, pour j =1, «.. , 1

un isomorphisme

3w -~ J
Ext A(Mi_l/Mi , &) == BExt A(M].L__1 , L)

Raisonnons par récurrence. Pour n = 0 , 1'hypothése et la conclusion sont vides.

Supposons la propriété vraie pour n - 1 . On a la suite exacte :

n-2 _ L0200 n-2
Bxt (Mn_Z/Mn_l , 4A) s Bxty (nn_2 , &) = Ext, (Mn_1 , A)

n-1 n=1 n=-1
~» Ext (Mn_2/Mn_1 , A) ~, Ext, (Mn_2 , L) - Ext, (Mn_1 , A)

n n S o
- Bxt\(m /M _, ,A) - Bxt, (M . ,4) -> BExt,(M _,,4)>0

Elle montre que

i .
EXtA(Mn-l ’ A) =0 pour ig<n -1
‘et que
n .n
n! ~ E o .
Ext A(Mn__.2 , A) ~ Bxt A(mn_l , A)
On vérifie de méme que
n n, .
ExtA(Mn_i , A) :'EXtA(Mn—i+1 , A) pour 1<ig<n-2.
On en déduit que
n n
Ext, (M , A) o Ext A(Mn_1 , A)

Ceci implique grade(ExtK(Mn_l , A)) >n . On peut donc appliquer la proposition 7
a Mn__1 . I1 existe un module N , n-sphérique, et une application € : Mn-l - N
telle que Extz(g , A) soit un isomorphisme. On peut prendre un module libre de

type fini L tel qu'on ait une suite exacte Mn___1 @L - N->0.

Soit Mn = Ker(Mn_1 ®L -» N) .On vérifie facilement que la suite

M. +L>...0M . +L>o... 2M + L oM
0 n-i n-1 n

satisfait aux conditions de la proposition.
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/
DEFINITION. - Une suite MO ! Ml D oees D Mn , satisfaisant aux conditions de la

proposition 8, est appelée une filtration sphérigue de longueur n , de M .

PROPOSITION 9. - Soit M = MO = M1 D ... D Mn une suite décroissante de sous-

modules de M . Les assertions suivantes sont équivalentes :

1° La chalne est une filtration sphérique, de longueur n , de M ;

* *
20 Pour i=1, ... , n, la suite Mi-l -> Mi -> 0 est exacte et

J(w _ C s
ExtA(ﬂi , A) =0 opour 1<jgi,

de plus
J J
Exty (M, .) > EBxty(w; , )

est un isomorphisme pour Jj > i ;

* *
30 Pour i=1, oo , n, la suite M -~» Mi ~>» 0 est exacte et

Exti(Mi,A)=O pour 1< j<i,

de plus

Extd(n , .) -> Exti(Mi , )

est un isomorphisme pour Jj > 1 ;

4° Pour i=1, ... , n , dp(M/MQ <i et 1'application M - M/Mi donne des

isomorphismes :

Brtd(u/, , 4) S Extd(, 4)  powr 1gigi .

Démonstration.

. 1 - i =
19 = 2° , Pour i >1, ExtA(Mi_l/Mi ’ A) =0, Pour i=1,
1 |
il - 7
ExtA(MO/hl , &) > hxtA(Mo , A)

est un isomorphisme, donc M -1 — M est toujours un épimorphisme. Comme M, /M1+

est (i + 1)-sphérique, 1'1somorphlsme ExtJ(M /M 1 A) ~ ExtJ(M , A) montre

1
que

Exti(Mi , L) =0 pour 1< j<gi .
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Puisque dp(Mi—l/Mi> < i, cn voit évidemment dans la suite des Ext correspon-

2 - \ - M. -
dant & O M, —>M _, ->M /M -0, que

1

J
Exty (M,

0) - ExtJ(M. 9 ')
AT
est un isomorphisme pour Jj > 1 .
20 == 39 ge voit trivialement.

30 == 4° , Considérons la suite exacte de foncteurs :

~

i i+1 i+l i+l
ExtA(Mi R Ext, (M/Mi R Ext, M, .) —> Ext) (Mi ) o) e

it+2 oo it2 ~ i+2
- Ext) (M/Mi y o) = Ext, m, ) - Ext) (Mi , o)
Elle montre que Extz+2(M/Mi ’ .) =0, donc dp(M/Mi) <i+1 . Comme
i
ExtA(Mi , A) =0,

elle montre aussi que

i+l
Ext, (M/Mi , A) =0,

donc dp(M/Mi) <i.
L'isomorphisme Extz(M/Mi ’ A) ::Extz(M , A) est une conséquence du fait que
3 ¥* %*
EXti(Mi ) A) =0 pour 1< < i et du fait que M -» Mi est un épimorphisme.

4° == 1° . La suite exacte 0 -> Mi—l/Mi > M/IVIi -3 M/Mi-l ->» 0 montre que

Extifl(Mi_l/Mi , «) =0 , donc que dp(Mi-l/Mi) < i . La suite exacte de foncteurs:
1 " 1
ExtA(M/Mi_l , ) -> Ext A(M/Mi N ExtA(Mi_l/Mi R
-> Exti'z(M /M ) - Exti'l(M/M ) - Exti"l(M/M )
A i=1/74 7 ° A i-1 7" A i’’’

i-1 i
> Ext, (i MM, ) - Ext (i o, ) =0

montre que EXti(Mi-l/Mi ,A) =0 pour 1< jgi-1, car les applications

ExtJ(M/Mi_1 , A) - Exti(M/Mi , A) sont des isomorphismes pour 1< Jj<i-1.

Finalement, Mi—l/Mi est bien i-sphérique.

Montrons maintenant la condition (b) de la proposition 8, Pour i =1, c'est

1 N . 3 3 ) j = I.
1thypothdse. Pour i >1 et pour 1< j<i, ExtA(Mi_l/Mi , A) =0, car M M,

~
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est i-sphérique et les isomorphismes

Bxty(u/m,_ , A) > Exty(r, 4) pour 1<j<i-1
montre que
Ext9 (1, A) =0  pour 1<j<i-1.
AV Tiel ’ < <&

On voit de m&me que

Extd(M. , &) =0 pour 1< j<i.
AMTL
La suite exacte 0 = Mi - Mi—l - Mi—l/Mi -» 0 donne alors un isdmorphisme
Ext (., /., , A) = Bxt (M A)
AVi-1 L AtTi-1 7

Remarques.
1° On sait que si dpA(M) <o , alors grade(Extz(M , A)) > 1 pour tout i >1

2° On en déduit, par la condition 4° de la proposition 9, que les conditions (a)

et (b) de la proposition 8 caractérisent les modules tels que

N

grade(ExtX(M , A)) > 1 pour 1<ig<n.

30 On sait que tout module de type fini sur un anneau de Gorenstein vérifie les

hypothéses de la proposition 8.

Chapitre 3

Torsion.

§ 3.1. La k-torsion.

Soit € 1la catégorie des modules de type fini sur un anneau noethérien A . Si

*
M est un objet de C , on notera M = HomA(M , A) .

Soit F1 - FO -»> M -» 0 une suite exacte, ou F1 et FO sont des modules pro-

jectifs. On a alors une suite exacte

0> T —F -»N 0
>0 ==y

4 M, = Coker( * *)
ou 1= oker FO - Fl
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PROPOSITION 1. - On a une suite exacte de foncteurs :

— \ * 2
0 —» mxtA(Ml y o) > ME, . - HomA(M , o) = ExtA(Ml , .) => 0

¥* s 3t
En effet, soit K = Coker(M ~-> Fo) = Ker(F

. Ml) . Le diagramme commutatif

3
0 - W > F P - Ml = 0

ZO
N

7”

4/

montre ll'existence et l'exactitude de la suite de foncteurs :
%*
0 - Hom,(k,.) - Hom (I‘O , ) = Hom, (i ,.) - Extz(K, ) = 0.

Par décalage, on voit gue

1 2

ExtA(K, ) = ExtA(Ml A
*
Comme FO est projectif, HomA(FO , A) = FO , et, d'aprés le lemme 3 du chapitre
2, on en déduit 1'isomorphisme
Hom, (¥ , .) ~ F

OmA O 9 ° : O®_A_ ° °

On peut alors construire le diagramme commutatif suivant :

0] 0

1
0 —> ExtA(Ml , o) —> Mo, .

A y \

0 —> HomA(K , L) ——> Fo ®

Hom(F y o) o~ F1®

On laisse au lecteur le soin de vérifier l'exactitude de la suite dcrite dans la

proposition.
Considérons maintenant un diagramme commutatif :

Fl —_— FO - M —-—= 0

A A

'Fi - Fé - M' —= O
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ou FO ’ Fl , Fé et Fi sont projectifs et ou les lignes sont exactes. On en
déduit aisément un disgramme commutatif

* 3 3
0 = M > FO —_— Fl -— M1 -~ 0

T

L W* *
0 =—> M' —>» 56 — Fi — Mi —> 0

2

. +* o3
on M ==Coker(]§‘6 - T/ ) .

!
1

Par la proposition 1, on voit qu'on a un diagramme commutatif :

3%
0 —> Extt(Ml , ) —> Mg, . - Hum (0 ,.) - Exti(m D —> 0

J ’ l |

I
0 —» Exti(M‘ , L) — —> Hom, (", .) —> Extf(Mi , ) —> 0

1 ?

N
On vérifie facilement que si o se factorise & travers un projectif, on peut fac-

toriser g & travers un projectif. Le diagramme montre donc que M - Exti(M

1? °)
est un foncteur de ¢ dans Hom(C , Ab) .

Dt'aprés le théortme 4'Eckmann-Hilton, on sait que My - Exti(M1 , «) est un
foncteur pleinement fiddle de (Q)O dans Hom(C , Ab)

Il reste que si on pose D(M) = Ml ’ D(.) est un foncteur contravariant de C
dans C .

PROPOSITION 1 bis. ~ On a une suite exacte de foncteurs

3#*
0 - Torg(D(M) , L) = M ®, -« > HomA(M , o) = Torf(D(M) , .) => 0
La démonstration est laissée au soin du lecteur.

/
DEFINITION. — Avec les notations précédentes, on dit que M est sans k-torsion
si Ext,(D() , &) =0 pour i=1, ..., k.

D(M) étant un foncteur de C dans C , cette définition a bien une significa-

tion, car ExtX(D(M) , A) est indépendant du choiz de D(M) pour i >1

ol

e
Remarque. — M est sans 1-torsion <= N s'injecte dans M (ctest-a~-dire
M est sans torsion),

i . .
M est sans 2-torsion == M o M (M est alors réflexif).
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Ceci découle immédiatement de la premidre suite exacte.

PROPOSITION 2. - Soit k un entier > 1 . Les propositions suivantes sont équi-

valentes

(i) M est sans k-torsion ;

(ii) I1 existe une suite exacte 0 —» M -> FO = .. = F1 , ou les F, sont
w k=10 —— "1

3%
des modules libres, telle que la suite Fk—l R FO -»> M -» 0 soit exacte.

3 3%
(1) =» (ii). Pour k =1 , on sait que M s'injecte dans M = . Soit F, = M =0

3% *
une suite exacte ol FO est 1libre, alors la suite 0 -> M > FO est exacte,
3
done M s'injecte dans le module libre Fo .
*

Pour k > 2 , une résolution libre F, . —> ... > Fy ->N - 0 donne, en dua-

. . T
lisant, une suite O -»> M - FO ~ Fk—l qui est exacte, car

- .
Bxt, (0 , .) = Extz‘Lz(D(M) , ) pour i3 1

3
par un décalage évident. Comme M =M , 1'implication est démontrée.

(ii) == (i). Pour k = 1 , la suite exacte 0 ->MN —> F, donne, en dualisant.

%
deux fois, une suite exacte O —> M > FO et un diagramme commutatif

0 - M - F

L ROid,

it
M - Fo

qui montre que !N —> M** est une injectioen.
i, %
Pour k22, (ii) exprime que ExtA(M ,A) =0 pour i=1, ... , k=2,
donc que Extz(D(M) , 4) =0 pour i=3, ... , k.11 suffira donc de montrer
que M est réflexif, ce qui est une conséquence du diagramme commutatif

0 -—> M —> FO —£> F

| I [

3 £
0 —» M —->FO——>F1

/ \
THEOREME 1. — Soit k > 1 . Les propositions suivantes sont équivalentes :

10 Qk(M) est sans k-torsion ;

20 1 existe une suite exacte 0 - B > N >N > 0 telle que
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(a) dpBgk=-1;
(b) Ext,(N, 4) =0 pour i=1, ...,k;
3° grade(mxt, (M , 1)) 1 pour 1gigk-1.

1° == 29, Pour k > 2 , on a la suite exacte :

: k
(i) 0>Q ->F _ > ...>F >U->0

ou les Fi sont projectifs.

, . p . . . *
Considérons maintenant une résolution projective de longueur k - 1 de (Qk) s

. : K%
(ii) ]E’k__1 =P _,=> ... P >0 >0

qui donne, en dualisant, une suite :

(iii) 0= 5P = >P P =N -»0
0 tee k=2 k-1

i 2
Par hypothése, on a Extz(Qk% , A) =0 pour i=1, ..., k-2, donc cette

suite est exacte en tous ses termes si 1l'on a posé

5% %
N = Coker(P_, = P_ ) .
Comme k > 2, Qk est réflexif, donc Qk** = Qk . 3i on dualise & nouveau, on Ob-
tient la suite
Q=T =»P_ = ... >P =05 >0,
k~1 0

qui est exacte en ses trois premicrs termes, d'aprés l'exactitude & gauche du fonc-

teur HomA(. , A) , et en ses autres termes car on retrouve la suite (ii) .

Mais si Fk+1 -> Fk -> Qk -> 0 est une résolution projective de Qk , On a une
suite exacte :
o % * , k
00 -=TF P ->D->0 (on a posé D = D(q") )
et les suites exactes :
: P D > P >N -0
Fk—{-l —~> k-—> 0-—> P kel -

3
~

¢ & £
0N —=P_, > ...»P >R =F  —>D->0

v

montrent que ExtX(N , A) =0 pour i=1, «.. , kK, donc que Exti(N , P) =0

pour i=1, ... , k pour tout projectif P .
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Dans les suites (i) et (iii), on voit , par décalage, des isomorphismes

k+1

Ext, (N, .)_qa_Extl].;(Qk y o) et Ext T, L) _A_»Ex’ci(fzk s o) e

Par les corollaires de la proposition 5 du chapitre 2, 1l'isomorphisme

Ext <, L) ~ Exti“(N . Y)

provient d'un homomorphisme ¢ : N - M , que l'on peut supposer surjectif en rem-

plagant s'il le faut N par son produit avec un module libre.

A partir de ¢ ¢ N - M , on peut construire le diagramme commutatif suivant :

k

0 > (O —_— Fk—l —_— .. > FO - M —>» O
k *
0 == — PO — —_— Pk:__1 - N —>» 0

qui montre que Exti(l Kk ? L) o= Exti(n , «) . D'aprés le théoréme d'Eckmann-Hilton,
Q)
on en déduit que N -1 x Se factorise & travers un projectif, donc, pour tout

i>1, Extl(n , +) est l'identité du foncteur Extz(Qk s +) . Le diagramme com-

mutatif
k+i
. EXt. <€7a) .
Ext< L) = > Ext2i(w , L)
A A
R | 2
Ext;(n,.)

ik i k
ExtA(Q ’ .) mxtA(Q ’ .)

montre que Ext§+l(e , «) estun isomorphisme pour 1 > 1 . La suite ezacte
O -»B~=»N->M-=0 montre alors que dp B < k¥ . Comme Exti(N , 4) =0,
Exti(B , A) =0, donc dp B <k -1 . Il reste & démontrer que 1° => 2° dans

le cas k=1.
Soit donc une suite exacte O > Q == F - M «»> 0 ol F est libre. Il existe
alors un module libre P tel que 1l'on ait une suite exacte :
3% 3
F &P = Q = 0 .
BEn dualisant, on obtient

Ll i
0 == Q - TP .
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M Ie . .
Mais comme (; < , on peut écrire une suite exacte :

¥*
(i) 0 = Q - F@P - K - 0

en dualisant

& % +*
(ii) 0 = K = F ®P - O - 0.

Mors, (i) montre que ExtX(M , ) Z;Extz(K , «) pour i > 2, et (ii) montre que
Exti(K , A) = 0 . On termine le raisonnement comme pour le cas k > 2 en considé-

rant 1'application X -> M .
20 =3 3° egst évident car, par décalage, on a

i+l

ExtA

(M, A) :gExtX(B , A) pour i =1, ... , k=1,

30 =2 1° , Enoncons d'abord le lemme suivant :

LEMME 1. - Soit I wun module sans torsion. Considérons une suite exacte

0 =H-»P->I=>0

* *
ou P est projectif. Soit T = Coker(I —= P ) . Alors, on a un diagramme commuta-
tif

0O - H = P ~» I == 0

|2 IR \:
* a0 4 1
0 == T = P = I - ExtA(T , A) = 0.

ou les lignes sont exactes. De plus, les suites

*3% 1
0 == I - I - ExtA(T , A) - 0

N

et

%

"H\ 1
0 => T —> T - ExtA(I , A) == 0.

sont exactes.

La démonstration de l'existence et des propriétés du diagramme est laissée au
soin du lecteur. On en déduit évidemment la premiére suite exacte. La deuxiéme se
voit de la méme fagon en remarquant que T est sans torsion, car si la suite
L->P~->I->0, ou L est un module libre, est exacte, alors T s'injecte dans
1", et I = Coker(T" =P ) .

Revenons au théoréme. Pour k =1 , le 1° est toujours vrai. Démontrons 1'impli-

cation pour k = 2 . On a une suite exacte :
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2
O -G - I ~>» "'>09
ou Ql est sans torsion.

) o * *
En appliquant le lemme précédent, et en posant T = Coker(Q1 > L ) , on obtient

le diagramme suivant & lignes exactes :

0 ~> 92 -—> L = Q —> 0

oo |

3% -
0 —» T = L —> Q ——;Exti(T,A)—>O°
et la suite exacte
e3¢
0 = 1T =% 1 > Exti(ﬂl,A) > 0.

BEn dualisant cette dernidre suite, on obtient une suite exncte
* et ¥*
0 - (Exti(()l , ) s T s
Comme par décalage, on a

2, 1,1
ExtA(l\I , A) zExtA(Q , A,

*
1'hypothése " grade(Extz(M , A)) > 1 " entraine que (Exti(Ql , A))" = 0 . Il reste:

3
Feit3t I
0~ T L7,

3 Wt #*
Si ¢« est l'injection canonique de T dans T » on a toujours ¢ ©° =1 .
*
Par conséquent, Qe quli est isomorphe & T  est réflexif. T
C. Q. ¥F. D.

Montrons maintenant 1'implication psr récurrence. Considérons la suite exacte :

1

K
0 —» Qk -> L ->» Q‘C - 0 pour k > 2 .

On suppose que CFPl est sans (k - 1)-torsion, ce qui implique, par décalage,
Exti((ﬂ “H* M) =0 pour i =1, .o , k=3,
On va de nouveau utiliser le lemme, c'est—-a-dire qu'on a une suite exacte :
0 > T » T - Bt (@, 4) - 0.

Ce qui donne la suite exacte :
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oot

1 g~1 ® * i -
(D 0 = (Et,(@7 , 0) = T =T = mEle!, L), )

23
> Exti(T LA > Exti(T CA) = ...

Y

Mais par hypothése, grade(Exti(M , A)) >k -1, clest-d~dire

Il
o

Extz(Exti(Qk_l ,A) , L) pour 1i=0, ... , k=2 .

Mais, on a aussi
iy . i m hn! i—l -1* :
mxtA(L , A) = axtA (Q , L), ¥i>2

c'est-a~dire ExtX(T , A) =0 pour i=2, ... , k-2 . De plus

_ g
Extk(T , L) = Coker(Qk 1 5 okt )

=0
puisque Qk—l est réflexif (k - 1 > 2) . D'aprés (I), ceci implique
. e
Ext;(nk* y &) = Extz(T , A) =0 pour i=1, ... , k=2,

Ceci donne

i k .

ExtA(D(Q ) , A) =0 pour i =%, ..., k
et on a déja
i k .
ExtA(D(Q ) , A) =0 pour i=1, 2

puisqu'lon sait, d'aprés le cas k =2 , que Qk est au moins réflexif. Il reste

finalement que Qk est sans k-~torsion.

COROLLAIRE 1. = 51 Qk(M) est sans k-torsion, alors QJ(M) est sans j-torsion
pour tout j <k .

COROLLAIRE 2. - Les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) Qk(M) est sans k-torsion ;

(ii) Qk(Mp) est sans k-torsion pour tout p tel que prof(Ap) <k-2;

(iii) (Exti+l(M , A)%:: 0 pour tout p tel que prof(Ap) < i pour tout
i=1,oocgk"10
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Rappelons que pour tout module N ,

grade(N) = inf (prof A )) .
peSuppN P

Les équivalences s'en déduisent immédiatement.

COROLLAIRE 2 bis. — Pour qu'un dual soit réflexif, il faut et il suffit qu'il 1le

soit en profondeur O .

En effet, un dual est un deuxiéme module de syzigies.

COROLLAIRE 3. — Pour que QK(M) soit sans k-torsion pour tout module de type

fini M , il faut et il suffit que Ap soit de Gorenstein pour tout p tel que
prof(Ab) <k-=-2.

En effet, si O (M) est sans k-torsion, Exti m_, Ap) =0 pour tout M et

P

pour tout p tels que prof(Ap) <k -2 (c'est—é—dire Exti (. ’ Ap) =0, si

prof A <k - 2 .. Ceci implique que A est de dimension injective finie sur lui-
méme, donc qu'il est de Gorenstein. La réciproque est une conséquence immédiate du
corollaire 2, car si Ap est un anneau de Gorenstein, on a toujours

i+l

A
p

grade(Ext (Mp ) Ap)) >i+1>1i.

i
COROLLAIRE 4. ~ Tout module M de dimension projective finie est tel gque QK(M)

soit k-torsion, pour tout k .

Bn effet, grade(Extj(M , A)) > i pour tout 1 .

PROPOSITION 2 bis. - Si grade(Extzﬂ(D(M) , A)) =i pour i=1, ... , k=1,

e

alors il existe un module R sans k-torsion et un homomorphisme M -» R tel que

*
R ~»=M donne un isomorphisme 3

— % — &%
Extil(M ;L) = Extlzl(ﬁ , )

Dtaprés le 2° du thdoréme, il existe une suite exacte :
0 —>B~->N->DH) -0
\ ) i .
ou dp(B) <k -1 et ExtA(N , A) =0 pour i=1, ... , k.

Une suite exacte Q -» P -»> N -0, ou P et Q sont projectifs, nous donne,

en dualisant, une suite exacte :

3* ¥* *
0->N -»P —>Q —-=D(N) -0
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et, en dualisant a nouveau, la suite exacte :
0D ==Q->P->N->0,

On peut alors construire le diagramme commutatif suivant :
p .

0 = M - F = L - D) - 0
O
0 = dN)' == Q@ - P = N = 0

qui donne, en dualisant,

¥* * ¥
0 == dM) = 1L = F -~ N - 0

A

* *
0O = N = P = Q = DN) = O

Montrons que D(N) est le module R cherché.

comme D(D(N)) =N , D(N) est évidemment sans k-torsion. Par décalage, on voit
que
-1, 3 ‘ - *
Bt DBt 00 , L) et met T OM), L) ~ Bt (N, )
£ o+

Tous ces isomorphismes étant canoniques, il suffit de montrer que l'application

canonique
Bxte H(D() , L) - Bt L)
est un isomorphisme. Mais ceci est une conséquence imméiiate de la suite exacte
0->B->N-»DM) -=0 ot dp(B) <k -1
§ 3.2. G-dimension.
3,2.1. G-dimension des modules sur les anneaux de Gorenstein locaux.

DﬁFINITION. - Soit M wun module de type fini sur un anneau local de Gorenstein

A . On appelera G-dimension de M , et on écrira G-dim M , le plus grand entier

i tel que Ext (M , A) #1i .

Cette G-dimension est finie, car cn a toujours ExtX(M , A) = 0 pour r > dim A,

Remarquons que si M est de dimension projective finie, on a

dp M = G-dim M .
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On sait que dans ce cas, on a :

dpy M + prof M = prof A .
On va généraliser cette formule 4 la G-dimension.

PROPOSITION 3, - Sous les hypothéses de la définition, on a

G-dim M + prof M = prof A = dim A .

Raisonnons par récurrence sur prof M . Si prof M =0 , il existe une suite
exacte :

0>k ->M,

ou k est le corps résiduel de A . Si n =dim A , on en déduit une suite exacte:
Ext, (M , &) -> EBxt)(k, 4) = 0
Comme Exti(k , A) #0 , i1 en est de méme pour ExtX(M , A) .

C. Q. F. D.

Pour prof(M) >1, il existe un élément x de A qui est M-régulier. La suite

exacte

0 =M =X M = M/xM > 0

donne une suite exacte 3

Extz—l(M ,8) = Exty(w/ai o, 4) - Bxt (n, 4) B mxti(n, 4)

- Extiﬂ(M/:dVI , A) .
Si i= Gudim(M/xM) , cette suite montre que :
Exti(M , 4) =0 pour j > i
en appliquant le lemme de Nakayama. D'autre part, Exti_l(M , A) # 0 , car la suite
Exti‘l(rvz , A) -> Exti(M/xM y A) = 0

est exacte,

Donc G-dim M = G-dim(M/xM) - 1 . Comme prof M = prof M/xM + 1 la proposition

est démontrée en utilisant 1'hypothése de récurrence.
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Pour &viter des confusions, nous noterons parfois

+* +*
DA(M) = D(M) et NA_y

pour bien préciser de quelle structure de module de M il s'agit.

LEMME 2. ~ Soient A un anneau local noethérien, et M un A-module tels que

prof(A) >0 et prof(M) >0 .

Soit f un élément A-régulier et M-régulier. Si Extl(M , A) =0 , on a des iso-

morphismes canoniques :

W | an*MTA o o (0)/£D, () ~ D, /2a(w/eM) .

De plus, f est DA(M)—régulier.

Comme DA(DA(M)) =M, DA(M) est sans torsion, donc f est DA(M)-régulier.
On a

*A/FA

Exti(M/fM , A) ~ Hom, ,. (M/fM , A/fA) = (M/fM)

A/fA

3*
Comme f est M A—régulier, la suite exacte O —=» M —£> M - M/fM -» 0 donne la

suite exacte :

A A

%* 3
0 - wh Loyt Exti(M/ﬂ\'I ,A) - 0.

Ceci nous donne le premier isomorphisme.

Soit maintenant Pl -5 PO -> M -» 0 une suite exacte de A-modules ou les Pi

sont projectifs. En appliquant le "diagramme du serpent", on voit que la suite
Pl/fPl - PO/fPO - M -> 0 est exacte, les Pi/fPi étant des A/fA-modules pro-

jectifs. Considérons le diagramme commutatif

¥* 3
0 - M - PO -

£ 3

- DA(M) - 0

j/f

- DA(M) - 0

L)
—

H
<

H

+d

*
O->M->PO-,>1

ou les fléches verticales représentent toutes la multiplication par f . Une double

application du "daigramme du serpent" montre que la suite

K3 ¥ +* 3* % ¥*
0 >N /N -> PO/fPO - Pl/fPl - DA(M)/fDA(M) -0

est exacte. Compte tenu du premier isomorphisme, on obtient alors le second.
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Donnons maintenant une caractérisation des modules de G-dimension nulle.

PROPOSITION 4. - Soient A un anneau local de Gorenstein et M un A-module de
e g ———
type fini. Si G~dim M = 0 , alors G-dim M = 0 , et M est réflexif.

Remarque. — La réciproque se déduit de la proposition.
On sait que, pour i>1,

- .
Bxt (0, L) ~ ExtTTo(p(u) , &) ,
donc, il suffira de démontrer que G-dim(D(M)) =0 .
Considérons une résolution libre de M , soit

L ">L - |-o"‘>L
n

— (/-
n+1 o =M ->0,

ou n = dimension A . BEn dualisant, on obtient une suite exacte :

o M% * L* *
- -3 LO - .. = N - Ln+1

¥*

%*
Si nous posons N = Coke:c'(Lv1 -> Ln+1) , on a une suite exacte :

0 —-> D(M) L L
- - 5 > .. = N ->» N = 0 .
Comme G-dim(N) < n , on voit, par un décalage évident, que G-dim(D(M)) =0 .

3.2.2., G-dimension sur les anneaux noethériens.

/
DEFINITION. - Soit A un anneau noethérien. On appellera G(A) 1la classe des

A-modules réflexifs tels que, pour tout i > 1 , on ait

i i, %
ExtA(M , &) = ExtA(M , &) =0 .

LEMME 3. = S0it O =» M' =» M -» M" =» 0 une suite exacte de A-modules. Alors

10 81 M" e G(4) , les suites

M

% s *
O ~==M" =>M ->M' >0

L Ht 3¢
0 —>» M! =N =M -0

sont exactes

20 81 M" e c¢(a) , alors M e G(A) est équivalent & M!' € G(4) ;
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3% 3i la suite exacte O =» M' -> M —» {" —=» 0 est scindée, alors M e G(A) est
dquivalent & M' e c(a) et M" € g(a) .

De plus tous les modules projectifs sont dans G(4) .

34

"

3% 3
1° Ta suite O —» M" —» M -> N' -»> 0 est exacte, car Exti(M" L A) =0 .
Le diagramme commutatif
0 = M' = M > H'" > 0
| LR
33 Sede
0 == H' T = N > "

montre bien l'exactitude de la suite

W 3% gt
0 ~>» M' ->= M - MN" - 0 .
La fin de la démonstration du lemme est laissée au soin du lecteur.

Ce lemme montre que, si F est le foncteur canonique qui & M fait correspondre
3% 3% ‘
(M , ), a(a) est ce qu'on appelle une classe résolvante pour le fonecteur F .
On en déduit (CHEVALLEY [6]) 1a preposition gur va suivre. Nous en donnerons néan-

moins une démonstration pour la commodité du lecteur.

PROPOSITION 5. = Soient deux suites exactes

0=>Q =X ->...>% ->U->0,

1
0->q =Y -»...>Y >HU->0,

ou, pour tout i=1, ... , n, ona Xi , Yi e Gg(4a) . Alors

q, € 6(4) == q e ca) .

£, g
Supposons d'abord qu'il existe des homomorphismes Xi _— Yi et Qn -2 Qi
rendant commutatif le diagramme :
0 =~ (O —~» X —=» ... =» X, = ... =» X => ¥ - 0
n n i 0
(p) €n fn 1:‘i }fo
v
1

0 - Qn -> Yn = .. = Yl - ... = Y - M - 0
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Si on pose

Q; = Ker(X;, =X, ) =In(x, , ->X,)
et
1
Q; = Ker(Y, > ¥, ) =In(y, ->71,)
cn a des diagrammes commutatifs
0 = Qn - Xn - Qn-l - 0
Voo I
1 1
0 - Qn - Yn - Qn-l = 0
0 - Qi - Xi - Qi-l - 0
g‘i j/ l/
i
1 1
0 - Qi - Yi - Qi-l - 0

0 = 0, = X, = N -> 0

A

! V|
O~>QO-+YO—>M->O

Montrons par récurrence que, pour tout 1 , il exisbe un module libre Li et des

applications surjectives P; Qi x Li > Qi prolongeant g5 et telles que :

(a) R, = Ker ¢, soit dans G(a) ;

(b) Les applications dérivées Exti(Q:!L , A) = EX‘ti(Ql x Ly L) soient des
isomorphismes. Supposons le résultat vrai pour i -1 . On a un diagramme commuta-

tif s Y
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ol les lignes et la colonne sont exactes.

On peut alors choisir un module libre Li de telle facon que le diagramme sui-

vant soit commutatif, et ses lignes et ses colonnes exactes @
0

!

B3

}

P
S St
<

1 ]

0 - I , - Ql_, - 0
| | |
0 0 0

Posons Ri = Kbr(Xi x Li -> Yi) . Comme Li est libre, d'aprés le lemme préli-

minaire, X; x Ly est dans G(A) . Alors, si dans le diagramme :

0 0 0
| | |
0 —= R. - X - R. -> 0
i i i1
| | b
(1) O—>QiXLi—>XiXLi—>Qi_1xL_1—>O
! l |
0 -~ af - Y, = al_, = 0
{ b l
0 0 0

on appligue deux fois encore le lemme préliminaire, on voit que Ki , puis Ri ’

sont dans G(A) . Ce diagramme nous donne, par dualisation, le diagramme :

0 0
f f
* 3%

Ki

0 - R. -
i~1

f t

3% %* % o
(1D 0= (o, *xL;_)° - (& xI) = (0 xL;)" > Bxt(q_, , 48 —=>C

- B 1
i - Ext (Ri_ A) =0

1 ?

0 '*
-> Qi 4 -
0
0

°O—> . —>
-
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o les lignes et les colonnes sont exactes.

3 *
Le diagramme (II) montre que (Qi X Li) - Ri est un épimorphisme, donc qu'on

a une suite exacte :
1 I . 1 _
0 = ExtA(Qi , A) -> ux‘bA(Qi x L; A) - ExtA(Ri , A) =0
L'application dérivée Exti(@% , A) = EXti(Qi x Li ’ A) est donc bien un iso
morphisme. Ceci démontre les assertions intermédiaires (a) et (b).

Les suites exactes

1% * 3% R 1
0 = q - (an Ln) - R - E}x’cA(Qn , &) - ExtA(Qn x L, A) = 0
i i .
o -» Ext,(q , 4) - Bxty(o I, A) = 0, i>2
0 = B ( L )** o . R**
-3 n - Qn * L - Qn - 0, ou Rn =R,
i %* A .
0 - ExtA((Qn x L) A) > Ext A(Ql:l , A) - 0, i>1

montrent que
|
Qn e G(A) == Qn x Ln e a(a) .
Soit, d'aprés le lemme préliminaire,
1
ot e 6(a) == q e a(a) ,

d'ol notre assertion, dans le cas ou il existe un diagramnme (D),

La proposition se déduit facilement de ce cas particulier. En effet, on peut

prendre une résolution projective de longueur n de M 3

0 >k =P =>» eee =» P -~ M -> 0 .
n n 0

Comme on sait qu'on peut construire des homomorphismes

P, >X , P.>»Y, , k >Q et k - qt
1 1 1 1 n n n n

rendant commutatifs les diagrammes :

n n

0 = O =-» X “> .0 =>» X > M ->» 0
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On en déduit

[] t
o €6(a) e k e6a) == QneG(A) .
C. Q. Fo D.

/
DEFINITION. - On dira gu'un module M sur A est de G-dimension n s'il exis-

te une suite exacte :

O ==X -» ... 22X —-»>HM->0
n 0

ou les Xi sont dans G(A) et s'il n'en existe pas de plus courte.

Dans le cas ou A est un anneau de Gorenstein, on retrouve bien la G-dimension

que nous avons définie précédemment. En effet, on voit, par décalage, que

Bxt™ (0, A) =0, Vi1

et que

Exti(M , A) £0 .

/

La réciproque se voit de la méme fagon, car, d'aprés la proposition 4, lorsque A

est de Gorenstein,

G(a) = {u, Bxt,(u,s) =0, vixi}.

THﬁbRﬁME 2, -~ 31 M est un module de type fini et de G-dimension finie sur un

anneau local A , alors

G=dim M + prof(M) = prof A .
Nous allons raisonner par récurrence, sur prof A . Pour prof(A) = 0 , montrons
que si G=dim M <1 , alors
On a une suite exacte

0-»X%X ->X, =>N->0, ol XO,XieG(A).
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Par dualisation, on obtient :

%* ¥* *
0 -» M = X -» X = Bxti(M,a) -> 0
0 1 A '
et en dualisant & nouveau

1 *
B - - X. =
0 -» (uXt!(M , A)) X1 ko M .

*
Cette suite exacte montre que (Extz(M , 4)) =0, clest-a-dire :
1/.:
Ass A n Supp ExtA(M , M) =g .
Comme 1'idéal maximal m de A est dans Ass A , ceci implique
Extt (1
xt, (M, A) =0 .

* 3% *
La suite exacte 0 —» M — XO - Xl -> 0 montre, d'aprés le lemme préliminaire

*
que M € G(A) . En la dualisant, on obtient une suite exacte :

e3¢
0 —» Xl - XO -»> M =0

a3
qui montre que M =M . On a donc bien montré que M € a(a) .

Supposons G-dim M <n ot n>1 . On a une suite exacte :

0=>X =>X _, = ... >X;, >N->0, o X € a¢(aA) pour tout i .
Posons
k g, =Ker(X =X ).
La suite exacte 0 =X ->X . =>k . ->0 montre que k ., € G(A) et

G-dim M <n = 1

36
Donc, si Gedim M <w , M € G(A) . Comme M =M |,

LN #*
Ass M = Ass(M' ) =Ass AnSupp M .
Ceci montre que prof I = 0 , et on a donc bien
G~dim M + prof M = prof A .

Supposons maintenant prof A >0 et prof M >0 .

LEMME 4. — Soit M wun module de type fini sur l'anneau iocal A . Supposons gque

1'élément f soit A-régulier et M-régulier. Alors, pour que M soit dans a(a),
il faut et il suffit que M/fM soit dans G(4/fA) .
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On sait qu'on a :

i

(1) Ex‘cA/fA

(/M , A/TA) :Extiﬂ(m/ﬂvl , A) pour i3 0 ,

e

on a aussi une suite exacte (II) S

Ex’ci(M ,4) L Ext;;(M ,A) - Exti(M/fM JA) = ...
- ExtX(M/:E’M , A) - ExtX(M ,h) i Extz(M , A) - Extzﬂ(M/fM , A - ...

1° Supposons que M/fM € G(A/fA) .

X(M , A) =0 a'aprsds

Ceci implique Exti(M/fM , A) =0 pour j >2, donc BExt
le lemme de Nakayama. Comme f est M -régulier, on voit de la méme fagon que :
i, %
Eth(M , A) =0 pour i3> 1 .

D'aprés le lemme 1, on sait qu'on peut prendre DA/fA(M/fM) isomorphe & D(M)/fD(M)

On voit donc, toujours par la méme méthode (car f est D(M)-régulier) que
Ext,(D(w) , &) =0 pour i >1 .

En particulier, M est réflexif.

20 Réciproquement, supposons que M e G(A) .

L'isomorphisme (I) et la suite (II) montrent que

i

EXtA/fA

(M/fM ’ A/fA) =0 pour i>1.
*
Comme f est I -régulier, on voit de méme que
i %, %
Extz/f,L(M /fM , &/fA) = 0O pour i3> 1 .

D'aprés le lemme 1,

/e o (/) AL

il suffit donc de montrer que M/fM  est réflexif. Mais

3%, 3% A
(t/g0) ™8/ TR (oYW A ™™ /e

s . by - * .
car on peut appliquer successivement le lemme 1 & M et & M , puisque

mxt, (i, 4) = Bxt, (" , &) =0 .
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Le lemme est démontré.
Supposons maintenant G-dim M = n , c'est-a-dire qu'on a une suite exacte :

0 >X X > vve =X >N -0, ou X, € c(a) .
n n=-1 0 i

On vérifie facilement que si f est A-régulier et M-régulier (done Xi—régulier

pour tout i ), la suite :

0 - xn/fxn > ... = XO/on - M/fM -> 0

est exacte.
D'aprds le lemme précédent M/fM est de G-dim n sur A/fA .
Dtaprés l'hypothése de récurrence, on a

n + prof (M/fM) = prof(A/fA)

A/fA
ce qui implique évidemment

n+ profA(M) = prof(4) .
I1 reste le cas prof(M) =0, prof A>0 et G-dim M < » . Considérons une suite
exacte :

0>k ->X-=>M-=>0, ou X €G(4) .

Comme prof X >0 et prof M =0 , on sait que prof k=1 . On a donc

G=dim k + prof k = prof A .
Mais, comme G-dim M = G-dim k + 1 , on en déduit

G-dim M = prof A .

C. Q. F. D.

PROPOSITION 6. ~ Soit M un module de type fini sur l'anneau A . Si I est de

. . - i . .
G=dimension finie, alors grade(ExtA(M ’ A)) > 1 pour tout i .

I1 suffira évidemment de le montrer lorsque Extl(M , A) # 0 . On sait alors que
grade(Extz(M , A)) = inf(prof Ap)

pour P dans le support de Extz(M , &) , c'est-d-dire pour P tel que

Extj;p(Mp , Ap) £0 .
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Comme G=dim M < o ,

Gedim, M_ < o et Ext, (1 o A,P) #0

Ay P A
implique

G—dimAp Moz i

Donc i < prof Ap et i< grade(Extl(M ’ A)) .

N
THébREME %. = Une condition nécessaire et suffisante, pour que 1l'anneau local A

soit un anneau de Gorenstein, est que tout module de type fini sur A soit de G-

dimension finie.

La condition est évidemment nécessaire. Elle est suffimsante d'aprés la proposi-

tion précddente et le théordme fondamental sur les anneaux de Gorenstein locaux.

Remarque; - D'aprés la proposition 10 du chapitre 1, les conditions équivalentes
du théoréme sont aussi équivalentes a G-din(k) < » si k est le corps résiduel
de A .

PROPOSITION 7. = Soit M wun module de G-dimension finie sur l'anneau A . Alors

les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) M est un k-idme module de syzygies ;

(b) M est sans k-torsion ;

(c) grade(Bxt,(M , 4)) 2k +1 .

(a) = (b) . I1 existe une suite exacte :

0 ->M > Lk—l ->Lk~2 > coe = LO > N -» 0

Cette suite montre que G-dim N < » . Ce qui implique que

grade(Exti(N y A)) >i>i-1.
On en déduit, d'aprés le théordme 1, que M = Qk(N) est sans k-torsion.
(b) == (a) . Ceci découle de la proposition 2 du paragraphe précédent.
(a) == (¢) . Par décalage, il vient :

) ot
Extz(M , A) = Ext, (v, 4),
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donc

k+i

grade(Extz(M , A)) = grade(Bxt .

(W, 4) >k+1i.

(¢c) == (p) . Raisomnons par récurrence sur G-dim M , l'implication étant é&vi-
dente si M ¢ G(A) , car alors M est sans k-torsion pour tout %k, si G-dim M>O,

considérons la suite exacte :

0 =N - LO > M ->0

ob I est libre. Alors

6-dim(N) = G-ain(M) ~ 1 et Bxtl(W , A) = Bxt, "(M , A)  pour tout i1,
donc

grade Exti(l\l sy A) Sk + 1 +1i pour tout i > 1
L'hypothése de récurrence entraine que N est sans (k + 1)-torsion. Des suites

exactes @

L-9L0~>M->O

0 ->» N - LO -»> M -0

L2 -3 Ll -> V=0

on en déduit le diagramme commutatif suivant

% * *
0 = M = L =L -> p(M) = O

\ N N
Rk 1
¥* ¥
o->M*->LO->N->th1(M,A) - 0
0

ou les deux lignes et la colonne sont exactes. Le "diagramme du serpent" nous donne

alors une suite exacte :

*
(1) 0 = Exti(M, 4) - Dd(u) - L?/N - 0

¥*

* W , 3
La suite exacte 0 = N -» L1 - Ll/N ~> 0 donne, en dualisant, des suites exac-

tes
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e 3, *
I, > ¥ > Exti(Ll/N L A) = 0

. N : ¥ %
0 - Extj:(N* , 4) S ExtXﬂ(Ll/N , A) = 0 pour i >1.

Le probléme ne se pose que pour Xk > 1, donc coume N est sans (k + 1)-torsion,

ki %, ¥
N=N" .On en déduit Exti(L /N° , A) =0 . Comme

. * -
Eth(N , A) = Exti*Z(D(N) , A) =0 pour 1<i<k-1,
on a finalement

j 3%, 3% _ .
ExtA(Ll/l\I , A) =0 pour 1<j<k.

On sait que grade(Extz(M ’ A)) >k + 1 veut dire que

ExtX(Exti(M ,A) ,A) =0 pour O<igk.
D'aprés (I), on a
Ext,(D(M) , 4) =0  pour 1gigk

~

clest-a-dire que M est sans k-torsion.

COROLLAIRE. - Si G-dim M < » , alors " G-dim M < 1 " est équivalent &
i .
" Extf(M , A) =0 pour tout i >z1 " .
A 220 o

Montrons d'abord que c'est vrai pour r =0 . Alors, Extl(M , A) = 0 pour i> 1.
Inversement, d'aprés la proposition précédente, M est un k-iéme module de syzy-
gies pour tout k . Supposons d'abord A local. Soit n = prof A . Il existe une

suite exacte :

O->M—>L_

nl"}coo">Lo">N->O«

Comme G-dim M < » , alors G-dim N < » évidemment. Mais alors

G-dim ¥ < n implique M€ G(4) .

Revenons au cas>globa1, on vient de voir que, pour tout idéal premier p de A,

Mp € G(Ap) . On en déduit évidemment que M est dans G(a) .

Supposons maintenant r > O . Considérons une suite exacte :

0 ~-> k - L > cee => L > M ->» 0
r-1 0
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Alors k est évidemment de G-dimension finie. Par décalage, on voit que
Extz(k , M) =0 pour i>1 .
Donc dtaprés ce qu'on vient de voir, k€ G(a) et G-dim < T .

PROPOSITION 8. = Si M est un module de G-dimension finie sur l'anneau A , il

existe un module N de dimension projective finie, un module libre L et une sui-

te exacte :
O-» K > M+L -» N -> O

tels que les applications dérivées

Ext' (W , &) -» Ext (M, A)

soient des isomorphismes pour 1 <1 < dp N . De plus, les propriétés suivantes

sont équivalentes :

(2) G-dim K =0

weo

(v) Exti(K , A) =0 pour i>1 ;

(c) I1 existe une suite exacte infinie de modules libres

f
1 1
cee = L= . oo =3 ——— . . 1 > L.,
> L1 > Ll+1 - L1 > LO > Ll LJ ’

i, Jje€ez, telle que K Im(fl) et telle que la suite reste exacte, par dualisa-

tion.

On sait que G-dim M < » , donc grade(Extl(M ’ A)) > i pour i>1.

D'aprés la proposition 8 du paragraphe 3 du chapitre 2, il existe, pour tout =n ,
un module libre L tel que M + L admette une filtration sphérique de longueur

n 3

M+L=M,oM 5 ...2 Mn .

0 1
Posons N = M/Mn . On sait (loc. cit., prop. 9) que dp N < n et que les applica=-
tions dérivées

Ext™ (N , A) -> Bxt (i, A)

sont des isomorphismes pour 1 < i <dp N =r . Considérons maintenant la suite

~

exacte 3

0O -» K -» M+L -»> N =-» 0.
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Si (Fi) et (Pi) sont des résolutions libres de K et N , on a le diagramme

commutatif suivant :

0 > Fr+1 — Fr+1 —> 0

| ,
0 = FO —>FO§PO—>PO—>O
V !
0 - K —> M+L ~>» N - O
0 0 0

ou les lignes et les colonnes sont exactes. Il montre, en utilisant le lemme 3, que,

puisque N et M + L sont de G-dimension finie, X est de G-dimension finie.
(a) == (b) est évident.

() == (a) , d'aprés le corollaire de la proposition 7, car K est de G-

dimension finie.
(a) == (c) , car si

3*
L' <> ... = L! =K -»0
i 0

et
L. = voo > L ->K->0
i 1
*
sont des résolutions libres de K et K , la suite

L L AU TR > L >
> L > L Ly L e > L e

est la suite cherchée.

(¢) == (b) . La suite restant exacte par dualisation, on a

Ext (K , A) =0 pour i>1 .
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