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Les nilradicaux différentiels d’anneaux
associés aux groupes triangulaires de Riemann-Schwarz.

FEDERICO PELLARIN (*)

ABSTRACT - In this article we study the differential nilradicals of differential rings
associated to non-holomorphic quasi-modular forms for certain co-compact
Riemann-Schwarz triangular subgroups of SLa(C). As a corollary of our inves-
tigations, we obtain an extension of a multiplicity estimate for differential rings
connected with quasi-modular forms for SLs(7), due to Nesterenko.

1. Introduction.

Soient Ko (2), E4(2), E¢(2) les développements de Fourier complexes des
séries d’Eisenstein classiques de poids 2,4, 6, convergents pour |z| < 1.

Nesterenko a demontré que pour tout nombre complexe v tel que
0 < |[v] < 1, le corps Qv, Ea(v), E4(v), Es(v)) a un degré de transcendance
au moins 3 (voir [9], [10] et [11]). L’ingredient cléf de sa preuve est le
«lemme de multiplicité» ci-dessous (cf. théoréme 2.3 p. 33 de [10]).

THEOREM 1 (Nesterenko). 11 existe une constante c; > 0 avec la pro-
priété suivante. Soit P un polyndome non nul de C[ X1, Xz, X3, X4], de degré
total au plus N. Alors, la fonction F(z) = P(z, Ex(z), E4(2), E¢(2)) s'annule
en z = 0 avec une multiplicité au plus cyN*.

Soit A un anneau muni d’une dérivation ¢ : A — A; nous dirons que le
couple (A, J) est un annean différentiel. La démonstration du théoréme 1
utilise en profondeur le fait que 'anneau

V1 = Clz, E2(2), E4(2), E6(2)],

(*) Indirizzo dell’A.: L.M.N.O. Université de Caen, Campus II - Boulevard
Maréchal Juin, BP5186, F14032 Caen Cedex - France.



214 Federico Pellarin

muni de la dérivation z(d/dz), est un anneau différentiel (cf. théoréme 5.3
de [8)).

Rappelons ici qu'un idéal P d’'un anneau différentiel (A, J) est dit o-
stable si pour tout « € P on a dx € P. Nesterenko démontre le résultat qui
suit (cf. proposition 5.1 p. 161 de [10]), indispensable dans la preuve du
théoréme 1.

ProposITION 1. Soit P un idéal premier non nul et z(d/dz)-stable de
Vi, tel que pour tout FeP on ait F(0)=0. Alors z4€ P, ou
A=1728"Y(E3 — BD).

(la fonction A(e*™t) est la forme modulaire de poids 12 dite de Jacobi;
on vérifie que z(d/dz)4 = Ez4: utiliser les formules du théoréme 5.3
de [8]).

Ce résultat est au coeur de la démonstration du théoréme 1 et constitue
aussi la principale motivation de cet article. En effet, cette proposition est
une premiere étude de la structure du «spectre différentiel» (ensemble des
idéaux premiers z(d/dz)-stables) de ); qui semble avoir un interét indé-
pendant.

Nesterenko ne détermine pas completement le spectre différentiel de
V1. D’une part, ceci n’est pas nécessaire en vue du théoreme 1, d’autre part,
les techniques de démonstration qu’il emploie ne le lui permettent pas
(cf. discussion plus bas).

Dans [15] nous avons accompli cette tache. Nous y avons déterminé,
entre autres, le spectre différentiel de ) = C[E2, E4, E¢] (théoreme 1.2 de
loc. cit.); ceci permet de déterminer assez facilement aussi le spectre dif-
férentiel de ). Ces résultats s’appliquent pour démontrer des estimations
de multiplicité plus générales que celle du théoreme 1.

Dans ce but, on utilise seulement la propriété suivante, qui découle
directement des resultats de [15]: le nilradical différentiel de ); (inter-
section de tous les idéaux premiers non nuls et z(d/dz)-stables) est non nul
(car il contient zA4).

Dans cet article, nous voulons étendre cette étude a des autres anneaux
différentiels, cette fois-ci associés a des formes quasi-modulaires pour des
groupes triangulaires de Riemann-Schwarz co-compacts.

Nous sommes persuadés qu’il s’agit d’un premier pas nécessaire vers
I’étude des propriétés diophantiennes de ces formes, qui ont des propriétés
analytiques et algébriques sensiblement différentes des formes quasi-
modulaires classiques pour SLg(7).

Voici le contexte auquel nous nous interessons.
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1.1. — Le contexte.

Soient a, , 7 des nombres rationnels tels que
(1) y>a+p, 1>y>p>a>0,
et tels que:
w=1-y, p=y—a-p v=f-a
soient des inverses d’entiers naturels non nuls.
On considere 'équation différentielle hypergéométrique complexe:
2

2) -2V

av
72 (y—(a +ﬂ+1)z)%—aﬂV: 0.

Le groupe de monodromie projective de I'équation (2) s’identifie a un
sous-groupe Q infini de SL2(C) (un sous-groupe Fuchsien de premiere
espéce, cf. [4], chapitre 3 et chapitre 11), qui agit discontinuement sur le
disque

B ={z e C tel que |z| <1}

par transformations homographiques:

_[(ab _a€+b

Il existe un domaine fondamental 7 pour l'action de Q sur B, dont 'adhé-
rence topologique est un triangle hyperbolique compact, de sommets sy, s,
S0, et dont les angles aux sommets sont égaux a ww, i, 7w (cf. [17] chapitre
3 ou [16] chapitre 5).

Un calcul direct permet de vérifier que les fonctions

wuo(2) =2%(1 — 2) VR B (a, B, 2),
wy(2) =211 — )PV R -y 4+ 1,8 — 4+ 1,2 — py2),

analytiques dans C — (R<y U R>1), sont C-linéairement indépendantes et
satisfont a I’ equatlon différentielle (cf. [4], équation (21) p. 290)

d2
(3) T U =0,
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ol
1/1—w? 11—y 1+ —w?— 2
pe) =1 (g s ! “
4\ =z (1-2) 2(1-2)
1 a+c+ b+c L
4\ 22 (z—12 2:(1-2)
avec

a=y1-a—p)+2af

(4) b=@+py—a—p) +2af—y+1
c=ya+p—y+1) —2ap.

Pour z € C \ (R<g U Rx1), posons:

() = n)

Cup®)
La fonction (z) est localement inversible sur son domaine d’holomorphie,
car le wronskien W(ug, u1) := det (u? u;) de g, u1 y est constant, égal a w,
donc non nul. o™
Soit H le demi-plan supérieur complexe. On peut montrer que la
fonetion 7 définit un isomorphisme analytique
T:H—-T°,
ou 7° désigne le triangle 7 privé de son bord topologique; on vérifie aussi
(1) = s; avec 1 = 0,1, co.
Posons

B = &(T \ {s0,51,55}).

PeQ

Ainsi, B* est le disque B privé de 'ensemble £ dont les éléments sont tous
les points ¢ tels qu’il existe y € Q avee

2(&) € {s0,51,5x}-

Soit, { : 7° — H la fonction analytique réciproque de t: elle admet un pro-
longement analytique a B* et définit sur B une fonction modulaire Fuch-
sienne associée a 2, c’est-a-dire une fonction f : B — IP1(C) satisfaisant:

f(¢®) =f@), pour tout ¢ € Q
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(cf. [4], chapitre 10). Posons

Yo = UoUy,
5) Y1 = oty — u_%
—uguy -2,
Yo = UoUy — %
et
(6) Yit) =y (@), ©=0,1,2.

Les trois fonctions Yy (t), Y1(f), Y2(t) sont holomorphes dans B*, méromor-
phes dans B (cf. proposition 2 p. 439 de [18]), et satisfont a des relations
d’automorphie de poids 2 par rapport a 'action de Q sur B (cf. [18], pro-

position 3 p. 439): si ¢ = (Z Z

(7) Yi(®) = (ct + dPYi(t) + %c(ct +d), 1=0,1,2.

> € Q, alors on a:

Les cing fonctions e',t, Yo(t),Y1(t), Yao(t) sont algébriquement indé-
pendantes (cf. lemme 1).

Toute fonction F qui est un polynéme en t, e’ et les fonctions Y;(t)
(1=0,1,2) a coefficients complexes admet un développement en série de
Laurent au voisinage de tout élément ¢ € 7

Ft) =Y vt — O,
k=s
avec s € 7 et vy # 0. On définit alors la multiplicité de F" en & par:
ord:(F) =s.

Si & # 50,81, 50, alors ord:(F) € N, autrement, ord:(f") € Z peut étre né-
gatif. L’anneau

A= CIt, e, Yot), Y1(t), Yo ()],

muni de la dérivation d/dt, possede une structure d’anneau différentiel (cf.
lemme 2). Dans ce texte nous démontrons:

THEOREM 2. Le wmilradical différentiel de (A,d/dt) est non nul, et
contient l'élément:
K= €' (Yo — Y1)(Yp — Yo)(¥1 — Ya).
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Nous n’avons pas déterminé complétement le spectre différentiel de
(A,d/dt) ("), mais ce théoréme suffit pour démontrer le résultat suivant.

THEOREM 3. Il existe une constante cy > 0, dépendant seulement de
a, B, 7, avec les propriétés suivantes. Soit & € B, soit P un polyndéme non nul
de C[X1, X2, X3, X4, X5], posons:

M, =min{degy, (P),degy,(P)} +1
M3 =max{degy, (P), degy,(P)} + max{degy, (P), degy, (P), degy. (P)}.

Alors la fonction F(z) = P(t, e, Yo(@), Y1), Y2(t)) satisfait
(8) ord : (F) < oM Mj.

En particulier, si P est de degré total au plus N, alors la fonction F(z)
satisfait
(9) ord s (F) < c22N)°.

St de plus P ne dépend pas de la variable X; (ou si P ne dépend pas de
la variable X5 ), alors

(10) ord : (F) < ca@N)*.

Ce théoréme généralise le théoréme 1 de Nesterenko (%).

Nous espérons que le théoreme 3 aura des applications diophantiennes;
remarquons qu'il s’agit toutefois déja d’'un résultat non trivial de «bonne
approximation» sur un corps de fonctions rationnelles.

Faisons maintenant un commentaire sur la nature des preuves. La
partie difficile de la démonstration de la proposition 1 donnée par Neste-
renko consiste a déterminer les idéaux P premiers z(d/dz)-stables de
Y = C[E2(z), E4(z), E4(2)] qui sont de codimension 2 et qui sont tels que
pour tout F' € P on ait F'(0) = 0; soit I7 'ensemble de ces idéaux.

11 faut établir d’abord une corréspondence bijective entre 'ensemble I7
et 'ensemble des solutions algébriques (f, g) du systeme différentiel:

/ f_g

fr=a2=9

- :g —JJ12
g =6 o

telles que f(1) =1,9(1) = 1.

%) Voir la remarque 4 la fin du paragraphe 1.2.
(3 11 contient aussi un lemme de multiplicité de Bertrand: lemme 3 p. 348 de [1].
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Nesterenko démontre ensuite que (f,g) = (&%, 2>) est la seule solution
algébrique de (11), d’ott 'on déduit que I'idéal premier de ) corréspondant
est Iidéal premier de codimension 2 engendré par les deux fonctions
E% — Ey et E3 — Eg. Pour obtenir cette propriété il généralise une idée qu’il
attribue a Siegel dans une étude des solutions algébriques des équations de
Riceati ().

1.2. — Nature des preuves et plan de larticle.

Pour démontrer le théoréme 2 (paragraphe 2) nous suivons de pres
nombreuses techniques déja utilisées par Nesterenko dans [10], [11].

Cependant, nous ne sommes pas arrivés a modifier ou généraliser I'idée
de Siegel mentionnée ci-dessus de maniére compatible a ce nouveau con-
texte ().

Pour résoudre ce probléme (situé au niveau des idéaux non principaux)
dans la preuve du théoréme 2, nous avons introduit une technique com-
plétement algébrique inspirée par la formule (°):

(12) (2ri)17284 = 3zEq By 22K B

dz dz
qui dit que 4, générateur du nilradical différentiel de ), est aussi une sorte
de Wronskien des générateurs de I'anneau des formes modulaires (c’est
plus précisement un crochet de Rankin). La formule (12) posséde des
analogues pour les anneaux différentiels (A, d/dt) (cf. paragraphe 2.2).
C’est sur la base de ces formules que nous avons résolu le probleme ci-
dessus, et ceci sans passer par la méthode de Nesterenko-Siegel.

() Voir le lemme 5.2 p- 161 de [11] et le comparer avec, par exemple, [19] p. 209.
Noter que des arguments similaires apparaissent dans les travaux sur 'irréducti-
bilité de certaines équations différentielles non linéaires, comme les équations de
Painlevé ; voir par exemple [20] p. 161.

(*) Une raison héuristique nous semble étre la suivante. Le point z = 0 joue un
role particulier dans la preuve de Nesterenko: c’est un point privilégié car il
corréspond a l'unique classe d’équivalence de points d’adhérence paraboliques
(«pointe») pour 'action de SLa(7Z) sur le demi-plan supérieur complexe.

Or, sous nos hypothéses (1), le quotient Q\B n’a pas de pointes, et nous ne
savions pas comment choisir un analogue raisonnable du point z = 0 pour pouvoir
faire fonctionner la méthode de démonstration de Nesterenko.

(®) Cette technique nous permet aussi de raffiner et généraliser les résultats du
paragraphe 5 pp. 162-165 de [11], en supprimant 'hypothése F(0) =0 dans la
proposition 1.
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Dans le paragraphe 3 nous donnons des éléments de démonstration
du théoreme 3 a partir du théoreme 2. Nous faisons quelques rappels de
théorie de I’élimination, bien que cette partie soit standard. Nous y
supposerons que (A, ) soit plus généralement un anneau différentiel de
fonctions F' méromorphes dans un certain domaine de C. Cet anneau
différentiel (A, o) satisfait aussi a une «propriété D» (cette propriété est
trés proche d’une propriété homonyme dans [11]: définition 1.2 p. 150).
Sous toutes ces hypotheses, on a un lemme de multiplicité: la proposi-
tion 5.

Si la propriété D est vérifiée pour 'anneau différentiel (A, ) du théo-
réme 2, alors on obtient le théoréme 3 comme corollaire de la proposition 5.
Or, nous vérifierons que la propriété décrite par le théoréme 2 (Ia non
nullité du nilradical différentiel) implique la propriété D pour (A, J).

Les techniques de démonstration de la proposition 5 sont essen-
tiellement les mémes que celles du théoreme 1.1 p. 149 de [11] (voir aussi
[3]). On la démontre comme corollaire d’'un résultat plus général, la pro-
position 6 (analogue du théoréme 2.2 p. 154 de [11]). Il y a seulement deux
différences mineures.

Premiérement, les fonctions Yy, Y7, Y2 ne sont pas holomorphes dans 7,
a cause des singularités en sy, s, Soo, mais on voit que les démonstrations
des théoremes 1.1, 2.2 de loc. cit. s’étendent facilement a notre cas.

Deuxiémement, la constante c3 de la proposition 5 dépend uniquement
d’un invariant local, 'exposant p(¢), qui est uniformément borné en fone-
tion du point & du domaine de définition, lorsque la propriété D uniforme
(cf. définition du paragraphe 3) est vérifiée. On peut cependant remarquer
que cette information sur la dépendance en p(¢) est déja contenue im-
plicitement dans le théoreme 1.1 de [11].

C’est pour cette raison que nous ne donnerons pas de démonstration de
la proposition 6, mais seulement une esquisse de démonstration de la
proposition 5 comme une conséquence de la proposition 6.

REMARQUE. Dans [15], nous avons complétement déterminé tous les
idéaux premiers z(d/dz)-stables de l'anneau différentiel (V,z(d/dz)) (la
«structure différentielle»). Ceci est possible aussi pour 'anneau différentiel
(R,d/dt) quand a, §,y sont des nombres rationnels, mais cette structure est
en général plus compliquée (elle sera décrite dans un autre travail).

En revanche, nous ne savons pas calculer la structure différentielle de
(R,d/dt) quand a, 5, y ne sont pas tous rationnels. Ce serait intéressant de
le faire, mais les techniques introduites ici et dans [15] ne semblent pas
suffir.
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2. Propriétés différentielles et algébriques de ’anneau A.

LEMME 1. Les cing fonctions e',t, Yo(t), Y1(t), Yo(t) sont algébriqguement
mdépendantes sur C.

DEMONSTRATION. D’apres [18], corollaire 2 p. 442, les quatre fonctions
t, Yo(1), Y1(2), Ya(t) sont algébriquement indépendantes; on suit maintenant
une idée de [2].

Comme Q est Fuchsien de premiere espéce, 'ensemble £ des points
limites est égal au bord de B (voir le théoreme 14 p. 73 de [4]). En parti-
culier, £ contient au moins trois points et 2 est dense au sens de Zariski
dans SLg(C) (proposition 1 p. 47 de [12]). Ainsi, 'image de 'application

o Q  — PO

ab c
2
cd d
est de cardinalité infinie.
Posons J = C(¢, Yy, Y1, Y2), soit € Q; on a
(13) J=Ct),Ypo0p, Y100 Ys00¢),

ol Y; 0 ¢ =Y;(¢®) (1 =0,1,2), dapres 'égalité C(¢(t)) = C(t) et les rela-
tions (7).

Supposons par l'absurde que et Yo(t),Y1(t),Yo(t) soient algé-
briquement dépendantes: ¢’ est alors algébrique sur J. Soit (¢;);cx une
famille d’éléments de Q. D’aprés (13), pour tout i, e?® est aussi algébrique
sur J, donc le corps

Ce® en® 1, Yo(t), Yi(t), Ya(t))

a un degré de transcendance fini sur C, ce qui implique en particulier que
le corps K := C(e%® ¢5® ) aun degré de transcendance fini.

Or, d’apres la propriété de la fonction o citée plus haut, il existe une
famille infinie (¢,);c d’éléments de Q2 avec pdles dans C et avec la pro-
priété que si ¢ # j alors le pole p; de ¢; nest pas égal au pole p; de ¢,.

Done pour tout ¢ la fonction e?® a une singularité essentielle en p;,
et les fonctions e%® (j =0,2,...,i — 1) sont reguliéres en p;. De ce fait,
pour tout 4, la fonction e?® est transcendante sur le corps C(en®,
e ® . efi1®) et le corps K aun degré de transcendance infini, d’otl une
contradiction.

Noter que pour démontrer ce lemme, on peut aussi appliquer les idées
de [12]. O
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On en déduit 'indépendance algébrique sur C des fonctions 1, o, %o, ¥1,
2 (utiliser 'isomorphisme analytique ).
Le lemme suivant est essentiellement di a Halphén et Jacobi: [5], [6].

LEMME2. PosonsL = (1/4)(a(Yy — Y1)? 4+ b(Yy — Y2)? + c(Y1 — Y2)?) et
0 = w(d/dt). Les relations suivantes sont satisfaites:

0Y;=Y?-L, pouri=0,1,2.
Ainsilanneau A = C[t, e!, Yy, Y1, Y], muni de la dérivation J, est un anneau
différentiel.
DEMONSTRATION. Soit D la dérivation définie sur 'anneau des fone-
tions holomorphes sur C \ (R<p U R>;) par

,dX

DX - uo %

Comme

2
Uy

Dt = uft = ud (M> = W(uo, u1) = w,
on a, pour toute fonction X suffisamment différentiable:
(14) SXE)) = (DX @,
Calculons Dy, Dy, Dys. On a, en utilisant (3):

Dyo =ugy,
=ud(uoup)
= ud(uy® + uoug
= (uoup)® + uiug
=y — upp(2).
De méme,
Dy, =ugy;
= uB(uguy — udz )
= uB(up? + wou — 2uoupz " + uiz %)

= (uou)? — 2udupz ™ + uge >

+ udug
= (uoupy — uz N2 + ugul
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et pour terminer,
Dysz =ugys
= uB(uouy — u(z — Ly

= ud(uh? + wouly — 2uouh(z — D7 +udz — 1))

= (uou6)2 — Z@Lgu{)(z N D ué(z B D ug’ug
= (uouy — u(z)(z D uﬁu{)’
=15 — ugp().

D’autre part, on ales relations (6), et on vérifie que uﬁ({(t))p(((t)) =L({).En
utilisant (14), on trouve les relations différentielles cherchées; on en déduit
que (A, J) est un anneau différentiel. d

Posons ¢ = ¢'. On associe & Y; le poids p(Y;) =1,7i=10,1,2 et a t,0le
poids 0. Un élément de A est dit isobare de poids s §'il est somme de
monomes

e Qb Yéo Yfl thz ,

avec ty +1t +t2 = s et » € C*. Soit X € A et notons p(X) le plus grand
poids d'un mondéme de X. Posons aussi

R = C[YO> Y17 Y2]7 L= C[ta Q]

On remarque que si X € R est non constant et isobare de poids s, alors
DX est non nul et isobare, et p(DX) = pX)+ 1. Si X € A\ R, on a seu-
lement p(DX) < p(X) + 1 (car les éléments de poids 0 de .4 ne sont pas
forcement tous annulés par o).

Nous pouvons commencer la démonstration du théoréme 2; pour ce
faire, il suffit de démontrer que tout idéal premier non nul et J-stable de A
contient I'un des éléments e', Yy — Y1,Yy — Y3, Y; — Y3; nous devons pro-
céder en plusieurs étapes. Commencons par étudier les idéaux principaux
o-stables.

2.1. — Idéaux principaux stables.

PrOPOSITION 2. Soit T un idéal premier principal non nul, o-stable de A.
Alors T est égal a l'un des idéaux principaux (o), (Yo—Y1),(Yo—Y2),(Y1 —Y3).
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Cette proposition est I'analogue du lemme 5.2 p. 161 de [11].
En utilisant les formules explicites du lemme 2, on voit que

(15) oYy — Y1) =(Yo — Y1)(¥o + Y1),
(16) 0(Yo — Y2) =Yy — Y2)(¥o + Y2),
(17) oY1 — Yo) =(Y71 — Yo)(¥1 + Yo).

Comme d’autre part do = wp, les idéaux principaux (), (Yo — Y1),
(Yo — Y2), (Y1 — Y3) de A, qui sont premiers, sont aussi J-stables.
Soit P € A un polynéme non nul et irréductible tel que

(18) DP = FP

avec F' € A. Nous devons démontrer que P est proportionnel a I'un des
polynémes o,Yy— Y1,Yy— Y2, Y7 — Ye, avec une constante de pro-
portionnalité dans C*.

Nous déterminons une expression plus précise de F. Comme p(DP) =
= p(F) + p(P), on a que p(F) < 1. Comme de plus degg(DP) = degg(F) +
+ degg(P) et deg,(DP) = deg,(F) + deg,(P), on a que deg,(F) =
= deg;(F") = 0 et donc

(19) F =Yy + A41Y1 + AYs + 43,

avec Jg, A1, A2, A3 € C. On a aussi F' # 0 car P étant irréductible, il est non
constant.
Notre premier objectif est de montrer que dans (19) on a 4; € Q,

1 =0,...,3. On utilise les formules suivantes:

(20) at+b=1+a-pHA+p~a),

(21) b+c=0—-a-p+PA+a+p—7y),
(22) a+c=y2-7y),

qui se déduisent des écritures (4) de a, b, ¢ en fonction de a, f3, 7.
LEMME 3.  Sous U'hypothese (18), on a Ay € Q dans (19).

DEMONSTRATION. Ecrivons:
(23) P=P,+Py1+ -+ Py,

avec P; isobare de poids i (1 = h, ..., k) et Pj, P, non nuls. En substituant
(23) et (19) dans (18) et en comparant les termes isobares de poids & + 1, on
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voit que:

oP, oP, OPy, 2
%%k pY, + 2k Dy, + 2k DY, = P S 4Y
oY, 0+6Y1 1+8Y2 2 k; it

Soit ¢ la dérivation de A définie par &'(Y;) = 5(Y;) pour i =0,1,2 et
&t =060 =0.On a démontré que:

2
(24) Py =P > 1Y
=0
L’anneau
LYy, Y] =2 A/(Y1 — Y2)
est muni de la dérivation d définie par:
(25) dYo) =Y2 —L, d(Y2)=YZ-L, d(o) =dt) =0,

ou
26) L= g+ D~ ¥oF = 10 +a— L+ a)To - Vo

(la deuxiéme égalité est consequence de (20)).
D’aprés (17), l'idéal (Y; —Y3) de A est &-stable, done si n: A —
— L[Y), Y2] est le morphisme induit par le passage au quotient, alors:

don=mod.
Ecrivons:
Py =1 - Yp)'P

avec P’ € L[Y7, Y] et Y1 — Y5 ne divisant pas P’; on vérifie facilement, en
utilisant (17), que

2 2
(27) P = (Z Y — Yy +Y2>>P’ = <Zin> P,
1=0 i=0

ol oy = Ao, ; = A1 — L, i = 2 — I; nous devons encore démontrer que
Uy € Q. Posons Q = n(P') € L[Yy, Yz]; comme P’ est isobare de poids k — {
non divisible par Y; — Ys, @ est isobare non nul de poids k — I, et nous
pouvons supposer sans perte de généralité qu’il n’appartient pas a £; il
satisfait:

(28) dQ = (Yo + (g + 1) Y2)Q.
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Si X € L[Y),Ys] est isobare de poids x, notons dy,(X) = xX(dY,)—
—Yo(dX); Iapplication dy, est une dérivation telle que dy,(Yy) = 0. On a:

Q Q

dy,(Q) = dYO(YO) + dYO(Yz)

_oQ

=Y, —dy,(Y2).

Observons aussi que:

dy,(Y2) =YYy — L) - Yo(Y3 — L)

(29) _ jI(Yo Y1 —a+ Py + (1 +a—PYa)x

x(AI4+a—-PYo+ A —a+ pPYs)
(utiliser (26) pour factoriser dy,(Y2)). Ainsi:

9@ 1 dv@)
0Ys dy,(Y2)

_ (k= DdY¥o — YoluYo + (g + 1p)Y2)
dy,(Yz) ’

d’apres (28).
Posons Y =Y, R=0QQ1,Y), Ry =dR/dY =(0Q/0Y2)|y,_,y,—y €t
W = dy,(Ys)|y,_; y,—y, qui n’est pas nul. Nous avons:

Ry g+ +m)Y + N - Dk —1)
R w ’

Comme W se factorise sur Q (car a, f € Q, cf. (29)), les racines de ’équation
R =0 sont des nombres rationnels, et Ry/R € Q(Y); en particulier
Ao € Q. [l

LEMME 4. Sous Uhypothese (18), on a A1, A2 € Q dans (19).

IDEE DE LADEMONSTRATION. On utilise cette fois les relations (15), (16)
et on se sert des égalités (21) et (22). Nous laissons les détails au lecteur,
car la preuve est tres similaire a celle du lemme 3. |

LEMME 5.  Sous Uhypothese (18), on a A3 € 7. dans (19).
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DEMONSTRATION. En substituant (23) et (19) dans (18) et en compa-
rant les termes isobares de poids %, on voit que

HP), = 3P,
ol H est la dérivation de A définie par:

0x _ox

at " a0%)

Ecrivons Pj, = o'V avee 1€ N, V=V, +Vip+---+ Vo, V; € R[] et
Vo # 0. On vérifie que HV = (A3 — [)V. Comme

IV
HV = w8—t0+ oW = (Jg — D(Vy + oW')

pour quelques W, W’ € A, on a que

Vo
WW = (},3 — l)V()

ce qui implique V) € R\ {0} et i3 =1¢€ Z. O

HX :w<

FIN DE LA DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 2. Soit P un polynome
irréductible de A satisfaisant a (18), avec F' comme dans (19), c’est-a-dire,
tel que 0P = (LoYy + 21 Y1 + A2Y2 + J3)P. A présent, nous avons démontré
que J; € Q pour?=0,...,3. Donc

oP oYy — Y1) (Y — Yz) 6(Y1 — Y2) do
P Yo-Y) Yo-Ya) (Y1-Y2) o

sont Q-linéairement dépendants, et il existe des entiers rationnels non tous
nuls a1, ..., as tels que:

oP YoV  o(Yo-Ye) oY1 -Ys)  do
-+ + + +a;—=0.
TR B O T 7S AR § O 7 B

Ainsi o(P* (Yo — Y1) (Yo — Y2)* (Y1 — Y2)" ") = 0, d'ou
P Yy — Y1) (Yo — Yo)* (Y1 — Yo)" o™ € C™.

Comme P est irréductible, ceci implique que P est proportionnel a I'un des
polynémes Y() — Yl, Y() — Yz, Y1 — Yg, 0. O

2.2. — Idéaux non principaux stables.

Sous les conditions (1) nous démontrons la proposition suivante.
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PRrOPOSITION 8.  Tout idéal premier non nul et isobare de R, d-stable,
contient au moins Uun des éléments Yo — Y1,Yy — Yo, Y1 — Yo

DEMONSTRATION. Soit Z un idéal comme dans les hypotheses du
lemme. Si 7 est principal alors Z.A est premier, principal, non divisible par
o et J-stable, et au moins I'un des polynomes Yy — Y7, Yy — Y5, Y1 — Y5
appartient a Z, d’apres la proposition 2. Supposons donc que Z ne soit pas
principal: nous avons deux cas.

(1). Supposons que Z N(C[Yy]U C[Y7]U C[Yz]) # {0}. Supposons par
exemple que Z N C[Y,] # (0). Comme 7 est premier, il existe v € C tel que
Yy — v € Z: comme Z est isobare, on a v = 0.

Done Yy € Z et DYy € Z. Ainsi le polynéme H obtenu en substituant Yy
par 0 dans le polynéme DY, appartient aussi a Z. Explicitement:

H= —%(an +bYZ +ce(Yy - Vo) e T

Aussi le polynome DH appartient a Z, et le polynome K obtenu en sub-
stituant Yy par 0 dans DH appartient a Z. On a:

K= é(aZYf +b(b — Y3 — (Y1 — Vo)’ (4Y; + Yo(4 — b))+
+aYy((c — Y2 + (b — 20)Y1 Y2 + (b + 0)Y2))

el.

Les résultants Ry =Résy,(H, K) et B2 =Résy,(H, K) appartiennent a 7.

.. B 1 6 B 6
Explicitement, on trouve Ry = — ﬁisz et Ro = — %nYl, avec
(30) 7 = (a + b)a + c)(b + c)ab + bc + ac).

On vérifie, sous les hypotheses (1), que # # 0 (voir le lemme 8 en appendice),
done si Yy € Z, alors aussi Y7, Y € Z. On parvient au méme résultat si 'on
suppose que Y1 €Z ou Yy eZ. Ainsi, on a que si ZnN(C[Yplu
UC[Y1]U C[Yz2]) # {0}, alors Yy, Y1,Ys € Z, et dans ce cas on obtient la
conclusion du lemme, car on trouve méme plus, a savoir que Z D
DYy —Y1,Y)—-Ys, Y1 —Yp) = (Yo —Y1,Y — Yo).

(2). Supposons que lidéal Z, non principal, soit tel que ZnN
N(C[Yp] U C[Y1]U C[Y2]) = {0}. Alors Z contient un polynéme isobare P

0 OP

P ,
tel que = # 0 et —— = 0. En d’autres termes, 7 N C[Yy, Y1] # (0). Nous
oY 0Ys
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O gt

pouvons aussi supposer que P ait un degré minimal en Y;: done B)e
1

Si U,V sont deux polynomes isobares de R, nous notons
oy(U) = p(HUV) — p(V)V(U)

(crochet de Rankin).

Nous calculons dy, (P), qui est un polynéme non nul appartenant a Z (car
P n’est pas une puissance de Yy). Comme Jy,(-) est une dérivation, on
obtient:

oP oP oP

oy,(P) = 6—Y05Y0(Yo) + = 5YO(Y1) + 5Y0(Yz)

oP
= TYI(SYU(Yl) S

P
car Jy,(Yp) =0et 8— = 0. Comme 8— ¢7I,onaody, (Y1) el

0Ys
De méme, 7 N C[Yy, Yo] # (0). Soit Q un polynoéme isobare de 7 tel que
8Q #0 et —— 09 _ = 0. Nous pouvons aussi supposer que @ soit tel que
0Ys oY
Q

e ¢ 7. En suivant les mémes arguments que ci-dessus, on trouve que
2

oy,(Yz)€Z. Donc dy, (Y1), dy,(Y2) € Z. D’apres les relations du lemme 2, on a:
1
Oy, (YD) = = 2 (V1 = Yo)(@ + DY + (@ + OFF + (b + Y3~

— Z(CL — 2)Y1Y() — 2bY2Y0 — 20Y1Y2),

dy,(Y2) =;1(Yo — Yo)(a + bY§ + (@ + YT + (b + Y5 —

— 2(1Y1 Y() — 2(b — 2)Y2Y0 — 2(5Y1 Yz)

Si au moins 'un des deux éléments Y; — Yy, Yz — Y, appartient a Z, nous
avons terminé. Sinon, puisque Z est premier, 'élément:

oy,(Y1) oy (Y2)
Yi-Y Y:-Y,

appartient 4 7. Comme Yy € Z, on obtient Y1 — Y5 € 7. O

=—-Yy(¥Y1 — Yo)

Afin de démontrer le théoreme 2, nous devons encore établir un lemme
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élémentaire. Soit Z un idéal de R; on note Z l'idéal engendré par les po-
lynémes isobares de Z.

LEMME 6. Nous avons les propriétés suivantes.
1) Si T est premier, alors T est premier.
2) Si T est o-stable, alors T est d-stable.
3) Si T w'est pas principal, alors T # (0).

DEMONSTRATION. Ceci est le lemme 52 de [15], dont nous re-
produisons la preuve.

1. C’est bien connu.

2. Soit U € Z; alors U = Uy + - -- + Uy, pour certains polynémes iso-
bares Uy, ..., U, € Z. Pour tout j on a DU; € 7 car Z est J-stable. De plus
DUj est isobare, done DU = DUy + --- + DU}, € 7.

3. Introduisons une inconnue Y3 de poids 1, et notons, pour tout poly-
nome non nul F € R:

hp — Y”F(YO h YQ)

Y'Y Ys)'

ou p est le plus grand poids d'un monoéme non nul de F'.

II faut montrer que Z contient un polynéme isobare non nul. Par hy-
pothése il existe U,V € T premiers entre eux; donc U et "V sont premiers
entre eux.

Le résultant R = Resy,("U,"V) € R est non nul et on vérifie qu'il est
isobare. De plus R € Z, car il existe A, B € R[Y;] tels que R = AtUY+
+B("V) d’ou, en substituant Y5 =1, R = AU + BV pour A B € R: done
Rel. O

2.3. — Fin de la démonstration du théoreme 2.

Supposons par 'absurde qu’il existe un idéal premier 7 de A non nul, J-
stable, ne contenant aucun des éléments o, Yy — Y7,Yy — Y5, Y7 — Ya.

D’apres la proposition 2, 7 ne peut pas étre principal, done G := 7N
NRIel # (0).

L’idéal G est un idéal premier non nul et J-stable de R[o]; il ne peut pas
étre principal (au cas contraire, GA C J serait principal et oJ-stable, et
d’apres la proposition 2 il contiendrait I'un des éléments o, Yy — Y1,
Yo —Ys, Y1 — Yo).

Ainsi l'idéal Z := GN R est premier, non nul, et J-stable. Toujours en
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appliquant la proposition 2 (a Iidéal ZA C J) on voit que Z n'est pas
principal.

Mais comme 7 n’est pas principal, le lemme 6 peut étre appliqué et
implique que 7 est un idéal premier non nul isobare et J-stable de R. On
obtient alors une contradiction avec la proposition 3. |

3. Déduction du théoréme 3.

Soit O un ouvert non vide de C, soient F(?),...,F,,(t) des fonctions
algébriquement indépendantes sur K = C(t), admettant en tout point
¢ € O un développement en série de Laurent:

(31) Fi)) =Y vixlt = OF,
k=s
avec s € 7.

Soit Py un polynome de C[t] non nul, et supposons que I'anneau
A= C[Fy,...,F,]soit stable pour la dérivation 6 = Po(t)%. Il existe alors
des polynomes Py,..., P, € C[Xy,...,X,] tels que:

5FZ :Pi(Fl,"';F’m)'

Soit d le plus grand degré total des P;. Soit X, une nouvelle inconnue, notons
B = K[Xy,...,Xnl, posons:

Bl-(Xo,...,Xm)_XgPi()T;,...,YO) €B, i=1,...,m,

et By = Xng(t) € K[X,]. Définissons I'opérateur de dérivation homogene:

pom? xS0
= Oat OZ.:1 ZaXi.

On a done, pour tout @ € 5,
DR, Fy,... . Fy) =0@QQ,Fyq,...,Fy)).

De plus, si @ € B est un élément homogéne, alors DE) est aussi homogéne.
Nous appelons 'anneau différentiel (B, D) 'anneaw différentiel homogene
associé a (A, o).

Fixons un élément ¢ € O et soit K le complété d’une cloture algébrique
du complété de K a la place déterminée par &, soit %5 un idéal premier
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homogeéne de B et V = Z(¥5) la sous-variété de IP,,(K) des zéros de 5.
Notons | - | la valeur absolue de K: si F' € K, alors:

(32) |F'| = exp{—ord:(/")}.

Nous posons
o=>0:F:-- :F,) € P,K).
Notons

Dist(@, V) = DiSt(l 1)(@, V)

la distance de @ a V de Philippon (voir p. 88 de [13]), associée a la valeur

absolue de K. Cette distance s’étend par multiplicativité aux cycles algé-

briques équidimensionnels de IP,,(K); elle dépend de ¢, et on utilise 1a no-

tation Dist:(@, V) lorsque la dépendance en & doit étre mise en relief.
Posons

H@H = maX{L |F1|a ey |FWL|}1
et pour un polynome homogene U € K[Xy, X1, ...,Xn],
(33) U= Z ¢ X%,

posons aussi:
U] = max{le;}.

On peut calculer facilement la distance de @ a V si V est une hyper-
surface. Soit U comme dans (33), homogene, avec c; € C[t], et supposons
que V = Z(U). Les formules p. 64 de [7] impliquent:

(34) log Dist(@, V) =log |U(@)| — log |U| — degx(U)log ||a]|.
En d’autres termes,
log Dist(®, V) = — ord:(U(®)) + m)in{ordf(c,_z)}—k

+ deg(U) i_r{linm{O, ord:(F;)}.
On rappelle également que I'image de 'application Dist (@, -) est con-
tenue dans l'intervalle [0, 1] ([14], proposition 4.1 p. 119).
De plus, comme F, ..., F,, satisfont a (31) dans O, on a que pour tout
cycle algébrique équidimensionnel non nul Z de P, (K) (différent de
P (K)), le nombre

—log Dist(@, 2)
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est un élément de IN; ceci se voit directement dans (34) si Z = Z(Q) avec
Q € B\ {0}. Par convention, nous posons — log Dist:(@, Z(0)) := +o0 pour
tout & € O.

Par convention, le cycle nul 0 est de dimension -1, et
—log Dist(@, 0) = 0 pour tout &.

Onnote & : K* — Ryq la hautewr logarithmique de Weil, que 'on étend
de la maniere usuelle a P5(K), puis aux sous-variétés et aux cycles de P4(K)
via les formes de Chow (cf. paragraphe 3 de [13]). On note deg(Z) le degré
d’un cycle défini sur K (paragraphe 2 de loc. cit.).

Nous devons introduire une autre propriété d’anneaux différentiels,
que nous appelons «propriété D».

DEFINITION. On dit que anneau différentiel (1B, D) satisfait a la pro-
priété D en & d’exposant < p(&), si pour tout idéal premier homogene 5 de
B contenant un idéal premier non nul D-stable, on a:

—log Dist(@, Z(%%)) < p(&)deg ().

S'il existe une constante p > 0 telle que pour tout & € O 'anneau (B, D)
satisfasse a la propriété D en & d’exposant < p, alors nous dirons que (B, D)
satisfait a la propriété D uniforme sur O d’exposant < p.

3.1. — Nilradical différentiel et propriété D.

LEMME 7. Supposons que le nilradical différentiel de Uanneaw diffé-
rentiel (B, D) contienne un polynome homogene non nul l. Alors il satisfait
a la propriété D en tout point & € O. St:

p = sup{—log Dist:(@, Z())} € IV,
EeO

alors (B, D) satisfuit a la propriété D uniforme sur O (d’exposant < p).
DEMONSTRATION. (C’est 'analogue du lemme 3.4 p. 155 de [11]. Fixons
¢ € O, posons:
p(&) = —log Dists(@, Z(1)).

Sous les hypothéses du lemme, (8B, D) satisfait a la propriété D d’exposant
< p(&): voici la preuve.
Soit %3 un idéal premier homogene non nul de B, supposons que:

—log Dist(@, Z(¥)) > p(&)deg(K).
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Soit p un élément homogeéne non nul de L. L’inegalité suivante se dé-
montre en suivant les arguments du paragraphe 5 de [13], ou en combinant
les propositions 3.24 et 3.25 de [3]:

(35) — log Dist(w, Z(p)) > — ——<log Dist(@, Z(*B)).

de (*Jb)

L’inégalité (35) implique que — log Dist(@, Z(p)) > p(¢&), done p # I. Ainsi
1 €%, et B ne contient pas d’idéal premier non nul D-stable.

Faisons varier ¢ € O. Si le supremum p est fini, il est clair que (B, D)
satisfait a la propriété D uniforme d’exposant < p. O

Nous démontrons maintenant:

ProproSITION 4. St A = C[t, e, Yy, Y1, Yo est muni de la dérivation ,
alors le nilradical différentiel de Uanneaw différentiel homogéne associé
(B, D) contient un polynéme homogene non nul, et satisfait a la propriété
D uniforme.

DEMONSTRATION. Nous avons B = K[Xj, X1, ...,X4], K = C() et
0 0 0
wX?2 X2 X X X?—U) =
°8t+w 18X+ OZ( U)aXJ

avec
1
U= - X3)% + b(Xz — X9)* + ¢(X3 — Xo)P).

Posons:

A =K[e,Y,Y1,Ys], @=(1:¢:Yy:Y::Ys) € Py(K).
onaunmorphisme y : B — A° qui associe & tout polynéme homogene P € B
I’élément w(P) = P(®@) € A?. Clairement:

w(DP) = o(y(P)),
pour tout polynéme homogene P € B, d’apres le lemme 2.

Démontrons que si %8 est un idéal premier homogeéne non nul de B qui
est D-stable, alors [ € 8 avec:

I = XoX1(X3 — X2)(Xy — X2)(Xy — X3).
Notons P* I'idéal de A* engendré par les éléments de y(R); ¢’est un idéal

premier d-stable non nul. L'idéal P = P* N A de A est un idéal premier non
nul J-stable de A.
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SiP=A,alors Xy € BLetle$.SiP # A, au moins 'un des éléments
0, Yo — Yo, Y1 — Yy, Yy — Y7 appartient a P, d’apres le théoreme 2. On en
déduit qu’au moins I'un des polynémes homogenes X7, X3 — Xz, Xy — Xo,
X4 — X3 appartient a *; finalement, [ € . Donc 'anneau différentiel (B, D)
satisfait a la propriété D d’apres le lemme 7.

Le lemme 2 implique:

ok =0(o(Yg — Y1)(¥Yo — Y2)(¥Y1 — Y3))
=w+2(Yy+ Y1 + Yo)xk.

De plus, la fonction x = I(®) ne s’annule pas dans B*, car (k) est un idéal
principal J-stable de (A, J), et Yy, Y1, Y2 sont holomorphes sur B*.

Le nombre p du lemme 7 est bien défini (le caleul du supremum se
réduit a un calcul de maximum), et d’apres ce méme lemme, (A, d) satisfait
a la propriété D uniforme (d’exposant < 1). O

3.2. — Une estimation de multiplicité provenant de la propriété D.

PROPOSITION 5. Supposons que Uanneaw (B, D) satisfasse a la pro-
priété D d’exposant < p(&) en & 11 existe une constante cs > 0, dépendant
uniquement de p(&), avec la propriété suivante. Soit P un polyndme non
nul de C[Z, X1,...,Xy] et posons:

Ny = max{1,deg,P}, N;=max{l,degy, me}'

,,,,,

Alors la fonction F(z) = P(z,F1(2) . .., Fy(2)) satisfait
ord 5F(z) < CgN()Nin.

Le théoreme 3 est une conséquence de la proposition 5, grace a la
proposition 4.

La proposition 5 est corollaire du résultat encore plus général suivant
(cf. théoreme 2.2 p. 154 de [11]).

PrOPOSITION 6. Supposons que Uanneaw différentiel (B, D) satisfasse
a la propriété D en & dexposant < p(&). Alors il existe une constante
cs > 0, me dépendant que de p(&), telle que pour tout cycle algébrique
équidimensionnel Z C Pp,(KC) de dimension g < m, Uinégalité suivante
soit satisfaite:

(36) log Dist (@, Z) > —cy(max{1, h(Z)}deg(2) & V/™M~8 4 deg(Z)™/™9),
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Voici comment la proposition 6 implique la proposition 5.

Soit P € C[Z,Xq,...,X,,]: alors P € K[X;,...,X,,]. Soit U € B T'ho-
mogéneisé de P et posons Z = Z(U) C P,,(K); nous pouvons supposer que
degx(P) # 0. On a:

h(Z) < Ny, deg(Z)<N;, g=m-—1.

La proposition 6 implique:
—log Dist(@, Z) < c5(NoNT* + N7")
(37)
<2¢c5NoN7".

Comme log |U| > —deg,(U), on a:

ord:(U(w)) + log |U| + degy(U) log ||o|| >

> ord:(U(®)) — No.

En utilisant I'égalité (34) et en combinant cette derniere estimation avec
I'inégalité (37), on trouve:

ord:(F) = ord:(U(m))
< 26‘5NON{n + N()
< C(;N()Nﬁin.

4. Appendice: non nullité de 7.

LEMME 8. Sous les conditions (1), le nombre n défini par (30) est non
nul.

DEMONSTRATION. Analysons les facteurs définissant le produit #.
D’apres la formule (20), a + b est nul si et seulement si a =/ —1 ou
a = f§ + 1, mais ceci est clairement impossible car 1 > f > a > 0.

D’apres la formule (22), a + ¢ est clairement non nul, car 0 < y < 1.
D’apres la formule (21) b + ¢ est nul si et seulement si y = -1+ a + f ou
y=1+4+a+p. Siy=1+a-+p, alors y > 1, et cette eventualité est exclue.
Siy=a+f—1,alors y—a — ff = —1, mais y — a — § > 0 par hypothése.
Donc le produit (a + b)(a + ¢)(b + ¢) est non nul.
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Plus difficile est de démontrer qu’aussi le quatrieéme facteur est non nul:

ab + ac + be =20%(— 1+ a + f — 2ap) +

+y10+a+ P —a— B+ 2ah) — 2ah)).
Nous en profitons pour esquisser la démonstration d'une propriété plus
forte. Nous vérifions que la fonction

f(a,p,7) =ab+ ac + bc

satisfait

0< fa,f,) gz

si 0 <a<p<y<1; de plus, ces bornes sont atteintes seulement si au
moins 'une des conditions suivantes est vérifiée:

(38) a=0, a=p, Bf=y y=L

En particulier, f(a, f,7) est positive non nulle si a,f,y sont soumis aux
contraintes 0 < a < ff < y < 1, ce qui implique le lemme.

On calcule les points singuliers réels («points critiques») de la surface
algébrique S définie par f(a,f,7) = 0 (°). Ce sont les points qui annulent
toutes les dérivées partielles de f d’ordre 1, et ils sont donnés par les
conditions simultanées:

@a — @B +7—2By) =0
@B — »)@a® +y — 2ay) =0
A—a—pB+2a0p)A+a+p—2y) =0.

Voici le resultat du calcul (nous n’en donnons pas les détails ici); nous avons
9 points critiques:

7o =(1/2,1/2,1)

yl :( - 17010)
y2 :(0, 172)
Y3 :(15070)

(®) C’est une surface elliptique. P. Corvaja a demontré qu’elle admet au moins
un point d’ordre infini, ce qui implique que les points rationnels de cette surface
sont denses.
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74 =(2,1,2)
75 =(0,-1,0)
7 =(1,0,2)
y7 =(0,1,0)
75 =(1,2,2).

On fait une étude locale des points critiques. La matrice hessienne de f en y,
est:

-2 0 1
0o -2 1],
1 1 -2

de valeurs propres négatives —2, —2 — v/2, —2 + v/2, d’oti 'on déduit que
f() =3/4 est un maximum rélatif pour f. On vérifie (en calculant les
matrices hessiennes), qu’aucun autre point critique n’est extremal (i. e.
minimum ou maximum relatif).

On vérifie directement qu’aucun point critique ne se trouve dans le
tetrahédre réel @ ouvert défini par les inégalités 0 <a < f <y <1, et
qu’aucun point critique autre que y, ne se trouve dans le tetrahédre réel @
fermé défini par 0 < a < f < y < 1; Le point y, se trouve, quant’a lui, sur le
bord topologique de ce tetrahedre.

On déduit de cette étude que si m € @ est un minimum absolu (resp.
maximum absolu) de f sur 0, alors m se trouve sur le bord de 6. L’étude
continue de la méme fagon en considérant les restrictions de f aux faces de
0, puis aux arétes. O

Rémerciements. L’auteur voudrait remercier I'Arbitre pour avoir
suggéré la démonstration du lemme 3 reportée ici, qui remplace une dé-
monstration précédente plus compliquée.
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